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De  potestatum  periodis,  radicibus  primitivis 

residuisque  quadraticis. 

Auetore 
C.  F.  Arndt 

matli.  «tud.  in  Universitate  litteraria  Gryphiswaldeusi. 


Quoniam  in  disquirendis  rebus,  quae  ad  oumerorum  spectant  doc- 
triuatn,  occupatus  forte  detexi,  de  residuis  quadraticis  tbeoremata 
Bimillima  iis  exsture,  quae  de  potestatum  periodis  rndieibusque  pri- 
mitivis per  virum  cluriss.  Gauss  in  lucem  urodierunt,  ut  videre  li- 
cet iu  ejus  Disquis.  Arithm.  pag.  73  sqq.,  unem  in  sequeatibus  mihi 

Sroposui,   ut  nrctissimuni  horum  tbeorematum  vinculum,  quatenus 
eri  possit  patefaciaui.    Quuerenti  mibi  in  hac  arena  etiam  nnta  se 
obtulit,  ex  qua  facillime  dijudicari  possit,  utrum  in  congruentia 

1.2.3.4  —  l)  =  dbl(mod./>) 

designante  p  numerum  primum  formae  4»-f-3,  signo  superiore 
utendum  sit  an  inferiore.  Uuodsi  vituperes,  quod  praeter  nova 
etiam  satis  nota  reeeperim,  tarnen  novis  udbibitis  plernmnue  demon- 
strandi  metbodis  studioque  rem  ita  instituendi  ut  latius  pateant 
tbeoremata,  excusatum  me  esse  velim.  »Sed  longiores  sumus  quam 
necesse  est  et  nc  verbis  solum  attingamus  ea  quae  volumus  osten- 
dere,  ad  rem  ipsam  veninmus.  Initium  autem  furiendum  erit  cum 
propositiooe  jam  ab  Euclide  iuventa  et  in  doctrina  numerorum  haud 
dubie  memoratu  dignissima. 

A.    De  numeris  primis  in  Universum  agitur. 

§.  1.  Numerus  quicunque  primus  qui  neque  unum  ne- 
que  alterum  duoruui  numerorum  metitur  etiam  produ- 
ctum  horum  non  metietur. 

Demonstratio.  Ut  demonstrandi  metbodus  latius  pateat,  assu- 
mamns  utrumque  numerum  datum  numero  dato  primo  esse  majorem, 
et  designemus  uumeros  datos  per  «,  numerum  primum  per  p. 
Residua  illorum  ex  divisione  per  p  relicta  sint  a,  ita  ut  eos  hoc 
modo  liceat  exbiberi  a  =  mp-\-at  6  =  *tp-+-ß,  ubi  uterque  a,  ß 
minor  quam  p  atque  «,  n  sunt  integri.    Productum  igitur  ab  for- 

TfaU  II.  1 
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mam  Iiabebit  kp  -f-  aß,  quam  ob  rem  si  ad  per  p  divisibile  esset, 
etiam  produetum  uß  per  ;/  divisibile  esse  oportcret.  Itaque  res  eo 
redueta  est,  ut  demoostretur,  numerum  primum  p  produetum  aliquod 
aß  metiri  nou  posse,  cujus  factores  ambo  sunt  minores  quam  p. 
Hoc  vero  itn  probamus. 

1.  Si  duplum  ipsius  ß  vel  2ß  per  p  divisibile  esset,  numerum 

integrum  y  unitati  aequivalere  oporteret,  quoniam  ß<Cp,  2ß<2p, 
2« 

•~-<2.    Neque  vero  aequutio  2ß=zp  locum  habere  potest,  quia 

tum  numerus  primus  impar  p  per  2  divisibilis  esset. 

2.  titium  triplum  ipsius  ß  vel  Zß  primus  p  nun  metietur.  Nam 

si  fieri  posset,  numerum  integrum  —  aut  1  esse  oporteret  aut  2, 

quoniam  3/9<3/»,  atque  ^-<3.  Si  vero  baberetur  aequatio  ^=1 
Tel  3/9  =  /;,  ipse  p  per  3  divisibilis  esset,  quod  fieri  nequit,  quia  p 
non  est  3  ex  suppositione.    Si  denique  esset  ~~2  vel  3/9=2/», 

ipse  2p  per  3  dividi  posset,  quod  primo  casui  repugnat. 

3.  Uuia  p  produetum  Iß  non  uietitur  secundum  1.  etiam  ex  eadem 
causa  2  .  2/9  vel  Aß  metiri  nequit. 

\.    Quando  5/9  per  //  divisibile  esset,  una  barum  aequationum 

locum  habere  deberet  ~=\)  ^  =  2,  ^  =  3,  ~  =  4,  quoniam 

5/9  «<  5//.  In  priori  casu  esset  5/9  =  /*  atque  /»per  5  divisibilis;  at- 
qui  /»  non  est  5,  nam  valorcs  ipsius  a  semper  suot  minores  quam 

p;  in  secundo  casu  haberetur  5/9  =  2p  atque  y  integer  contra  U, 
in  tertio  casu  5/9  =  3//  atque  y  integer  contra  2._,  in  quarto  deni- 
que casu  5/9  =  4/»  atque  y  integer  contra  3.,  ergo  p  produetum  5/9 
metiri  nequit. 

5.  Quomodo  ulterius  progredi  possimus  satis  intelligitur,  sed 
ut  theorema  in  genere  demonstretur,  assumamus  verum  id  esse  pro 
omnibus  ipsius  u  vaioribus  inde  ab  2  usque  ad  primum  queneunque 
ipso  p  minorem,  ita  tarnen,  ut  inter  hunc  et  p  alius  etiam  numerus 
primus  p'  exstet.    Priorcm  designemus  per  //'. 

Jam  dico  pro  omnibus  facloris  a  vaioribus  inter  p"  et  p'  theo- 
rema  nostrum  valerc  uec  minos  pro  ipso  p'  quem  numero  primo  p" 
proxitue  majorem  esse  aeeipiamus.  Nam  si  quicunque  numerus  com- 
positus  inter  primos  //'  et  //  in  factores  primos  hoc  modo  resolvitur 
AaBt,Cc  . .  .  putet  ipsos  A,  /?,  C . .  .  minores  esse  quam  /»'.  Jam 
vero  ex  suppositione  theorema  vnlet  pro  A.ß^  ergo  pro  A .Aß^A*ßt 
hinc  pro  A .  A*ßz=A*ß,  universim  pro  Aaß.  Quo  facto  propo«itio 
valebit  pro  A°ß  .  B  =  A"B  .  /9,  hinc  pro  AaB  ,ß.B  =  A*B*ß, 
universim  pro  AaBhß.  Hoc  modo  progredi  licet  fucillimeque  perspici- 
tur  revera  produetum  AaBt>Vc  .  .  .  per  p  non  divisibile  esse.  Nunc 
denique  etiam  p'ß  per  p  non  divisibile  erit.    Nam  si  fierj  posset, 

numerus  integer  —  unus  ex  bis  esse  deberet  1,  2,  3, .../»'— 1, 
quoniam  ß^p,  p'ß*Cp'p,  ^  *</>'.   K"*  igitur  p'ß  aut      aut  2p, 
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nut  3/»,....  aut  (j)' — \)p.  In  priori  casu  - ,  esset  numerus  integer  q.  c. 

a.  quia  p  non'est  p'  atque p  primus.  In  secundo  casu  haberetur  numerus 
2» 

integer  —.  contra  1.  vel  supp.,  in  tertio,  quarto,  quinto,  etc.  casu 

.  %p   4»   5p        ip'  —  l)p 

numeri  — „  — — ;, . .  .  -, —  essent  intrcri  contra  ea,  quae  sta- 

p     p     p  p 

tuimus.  Hinc  sequitur  si  tbeorema  valcat  usque  ad  productum  p"ß 
etiam  pro  produeto  N  .  ß  verum  esse  designante  iV  numer.  queneun- 
que  inter  p"  et  ;/  nec  minus  pro  p'ß  ita'  ut  inter  p"  et  p'  numerus 
non  exstet  primus. 

Jam  vero  propositionem  demonstravimus  pro  produetis  2/?,  3ßy 
Aß,  bßi  erjro  (5)  valebit  pro  6/?  et  7/?,  Iiinc  pro  8/J,  9/9,  \0ß  et  \\ß, 
binc  pro  12/9  et  13/?,  ex  quo  sequitur  veraut  eam  esse  pro  pro- 
dueto uß. 

Aliain  et  quidem  simplicissimam  demonstrationem  viderc  licet 
in  Disq.  Aritbmet. 

§.  2.  Duoruni  numerorum  productum,  quorum  uter- 
que  ad  numerum  queneunque  p  est  primus,  ipse  bic  non 
metitur. 

Resolvatur  p  in  factores  duos  p4  et  q  quorum  unus  p'  sit  nu- 
merus primus  ita  ut  babeatur  p-=p'q.  Quodsi  productum  numero- 
rum datoruin  quo»  <r,  b  vocetnus,  per  //  divisibile  esset,  etiam  per  ff 
inanifesto  dividi  posset.  Ipse  ;/  autem  nullum  borum  a>  //metietur, 
nam  si  ex.  gr.  a  esset  multiplum  bujus  primi  ipse  p'  quum  a 
tum  p  metiretur,  quo  facto  «  et  p  divisorem  communem  baberent 
contra  byp.  Ergo  primus  p'  neque  a  ncque  b  metietur  neque  igi- 
tur  productum  (f.  1.),  quam  ob  rem  ab  per  p  non  erit  divisibile. 

Coroll.  1.  Si  quisque  numerorum  a,  b,  cs  d...  ad  num. 
queneunque  p  est  primus,  bic  ipse  productum  abcd . .  non  metietur. 
Warn  propositio  valet  pro  ab,  binc  pro  abc,  binc  pro  abcd .  .  .  ergo 
nniversim. 

Coroll.  2.  Etiam  potestas  aliqua  puta  ak  cujus  exponens  nu- 
merus integer  positivus,  per  numerum  queneunque  p  ad  a  primum 
divisibüis  esse  nequit. 

§.  3.  Qunndo  p  ad  a%  b,  r,  . . .  est  primus  productum- 
que  abc  . .  .  Z  per  />  divisibile  est,  Z  per  p  divisibilem 
esse  oportet. 

Resolvatur  p  in  factores  primos  nequalcs  inter  se  vel  diversos 
hoc  modo  //,  p"j  p"\  //r,  quorum  multitudo  ex.  gr.  sit  4.  Quia 
abc  .  .  Z  per  pt  ergo  per  p'  divisibüis  est  p'  bujus  produeti  facto- 
rem  Z  metiri  debet  (§.  1.):  si  enim  Z  non  metiretur  etiam  abc.Z 

abc  Z 

metiri  non  posset.    Qua  re  pooi  licet  Z  =  p'Z'  eritque   ~— 

=  a^p»^r  numerus  integer.  Sequitur  productum  abc  .  .  Z'  per  p" 
divisibile  esse,  ergo  etiam  Z'  (§.  1.)  ita  ut  poni  liceat  Z'  =  ^"Z", 

.  d/lC  «  •  Z  ftÜC  •  •  Z  .  ~    .      •  .  rwtt 

eritque  — - — =    p-ptr"  numerus  integer.   Quia  lgitur  abc.  Z" 

ipse  num.  pfp1*  metitur,  etiam  p'"  boc  productum  metietur,  quam 

....                                    abc  . .  Z       abc  . .  T" 
ob  rem  poni  licet  Z"  =  />'*'Z",  critque  =  — -jy —  nume- 
rus integer.    Ponamus  denique,  quia  Z^'  per  /rTr  dividi  potest, 
Zw  =  p"rZ'r  habebimusque  per  substitutionem  Z=zp'Z' =zpyZ" 
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=  ,///'pmZw=zpY,py<vZ'*==pZ'r,  ergo  revera  Z  per  p  divisi- 
bilis  est. 

§.  4.  Duo  numeri  secuDdum  tertium,  quem  semper  posttivum 
esse  oportebit,  congrui  dicuntur  .aut  incongrui  prouti  hic  illo- 
rum  diiferentiam  metitur  aut  dod  metitur.  Quorum  numerorum, 
quem  tertium  diximus,  utriusque  modulum  et  quidem  alterum 
alteriuB  residuum  aut  non-residuum  vocemus.  Congruentia 
signum  boc  adoptatum  est  (=),  ita  ut  si  oum.  a  duo.  b  sec.  mo- 
dulum m  coogruus  est,  ita  scribeodum  sit  a  =  b  (mod.  m).  Si  igi- 
tur  uterque  a,  b  minor  est  modulo  **,  Li  numeri  secundum  m  con- 
grui  esse  ncqueunt,  uisi  a  =  b.  Si  vero  a~^*m,  b*C.m  ipse  b 
erit  residuum  ex  divisione  numeri  a  per  m  relictum.  Nam  quum 
a  —  b  per  m  divisibilis  sit  ponendum  erit  a  —  b  =  k.m,  vel 
a  =  k  .  m  -+-  ex  quo  sequitUr  b  esse  residuum  ipsius  a  per  m 
divisi.  Si  denique  b  num.  a  sec.  m  est  congruus,  ipsum  b  residuu 
ex  divisione  numeri  a  per  tn  relicto  congruum  esse  oportebit.  Qui- 
bus  notionibus  stabilitis  patebit,  cuivis  numero  a  in  bac  serie 

0,  1,  2,  3, ...«»— 1 

» 

residuum  respondere  secundum  modulum  m  et  quidem  unum  tao- 
tummodo  nempe  id  residuu  aequivalebit  ex  divisione  numeri  a  per 
m  relicti. 

Haec  residua  modulo  ininora  alicui  numero  congrua  hujus  resi- 
dua  minima  sec.  mod.  prup.  vocantur. 

%.  5.  Inter  tbcoreinata  quae  statim  sub  aspectum  caduut,  baec 
sunt  referenda. 

1.  Si  bini  numeri  sec.  mod.  queneunque  sunt  congrui 
etiam  summa  priorum  summue  posteriorum  sec.  eundeui 
mod.  erit  congrua. 

2.  Quando  quisque  duorum  numerorum  aliorum  duo- 
rum  cuique  congruus  est,  etiam  priorum  differentia  po- 
steriorum congrua  erit  diffcrentiae. 

3.  Productum  numerorum  quoteunque,  quorum  quis. 
que  aliorum  cuique  numerorum  coogruus  est,  horum 
ipso  rum  produeto  erit  congruum. 

Sit  eoim  a  =  b  (mod.  m) ,  n  =  b',  a"  =  b"  etc.  eritque  pro- 
banda  congruentia  aaW  etc.=b//b"  etc.  (mod.  m).  Quoniam  diffe- 
reotiae  a  —  b,  at  —  b1,  a"  —  b",  etc.  per  m  divisibiles  sunt  (f.  4.) 
statuendum  erit 

a  —  b  =  Am,  a'  —  l/=zkfm,  a"  —  b"  =  k"m,  etc. 

vel 

a  =  kt*-hb,  a'  =  k'm  +  b',  a"  =  k"m     b",  etc. 

ubi      k\  k"  etc.  sunt  integri  Zero  non  excluso. 

Productum  aa'a"  etc.  formae  esse  Km  -\-  bb'b"  etc.  facile  per- 
spicitur,  qua  rc  differentia  aa'a" — bb'b"  etc.  formae  erit  Äiw,  at- 
que  per  m  divisibilis  i.  e.  aa'a" .  .  =  bb'b",  .  .  (mod.  m). 

4.  Quando  congruentiae 

a  =  b,  c  =  d  (mod.  m) 
locum  babent  atque  — }  ^  sunt  integri  produetumque  cd 
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od  m  est  primain  etiam  haec  locum  habebit  congruentia 

T  =  d  (mod- 

Ex  3.  sequitur  ad=bcy  quo  facto  differentia  ad — bc  taoquara 

per  m  divisibilis  forma  exhibetur  km\  tum  erit     ca-  "  —  ^  vel 

a        b    km 

T  ~  1—  ~cd' 

Jum  vero  cd  ad  m  «st  primus,  ergo  (f.  3.)  k  per  cd  erit  divi- 
sibilis atqne  ^  integer,  quam  ob  rem      —      multiplom  erit  ipsius 

m  i.  c.  ~-  =  -j  (mod.  m). 

§.  6.  Numerus  indetermiaatus  je  ita  semper  potest 
determioari  ut  expressio  aa:-\-  b  secundum  modulum  m 
ad  a  primum  cuivis  numero  fiat  congrua  vel  quod  idem 
valet  congruentia  aa: b  =  c  (mod.  m)  Semper  poterit  re  - 
solvi,  si  quidem  m  ad  a  est  primus. 

Consideremus  producta  haec 

a,  2a,  3«,  Aa, . . . .  (m  —  \)a. 

Quam  a  nd  m  sit  primus  nulluni  horum  preductorum  per  m  erit  di- 
visibile ;  nam  si  quodeunque  illorum  ka  (k  <^  m)  ipse  m  metiretur 
etiam  k  per  m  divisibilis  esset,  quod  fieri  nequit  3.).  Et  quidem 
omnia  producta  sunt  sec.  m  incongrua.  Si  enim  duo  quaelibet  per 
ka,  JVa  desifrnamus  ita  ut  k<m,  differentiam  ka  —  tfa 

=  (k —  kJ)a  ipsum  m  metiri  oporteret,  ergo  (k  —  k')  ($.  3.)  quod 
fieri  nequit.  Horum  igrtur  produetorum  residua  minima  ex  divi- 
sione  eorum  per  m  relicta  eruot  ordine  neglecto  baec 

1,  2,  3,  4,  ...  m  —  h 

Jam  vero  diflferentiae  c  —  b  residuum  minimum  positivum  inter  illa 
residua  oportet  inveniri,  quam  ob  rem  c  —  b  aiicui  produetorum,  de 
quibus  agitur,  congrua  erit.    Sit  hoc  productum  ka  eritque 

ka  =  c  —  b  vel  ka  -+-  b  =  c  (mod.  <w). 

Coro  11.  Qutrodo  a  et  m  divisorem  comm.  babent  maximum  6 
congruentiae  a&-+-b^c  (mod.  m)  satisfieri  nequit  nisi  c  —  b  per 
ö*  e»t  divisibilis.  Nam  quum  congruentiam  banc  pro  modulo  ö*  non 
minus  quam  pro  modulo  m  oporteut  locum  habere,  numerus "c  —  b 
per  d  erit  divisibilis.   Ceterum  si  resolvi  potest  ad  aliam  reducitur 

ax      c  —  b  ,     ,  iw 
T  =  —  (mod-  ~j) 

in  qua  -j  ad  modulum      est  numerus  primus. 

§.  7.  Quaodo  p  est  numerus  primus  numerum  A  non 
metiens  plures  quam  n  secundum  modulum  p  valores  in- 
congrui  variabiiis  x  non  exstant,  qui  congruentiae 

Ax*  -f-  Bx«-i  -f-  C^>»-2  4-  etc.      Mx-\-  N=  0 

secundum  eundem  mod.  satisfaciant. 

1.  Si  n  unitati  aequivalet  propositio  uostra  ex  paragr.  praeced. 
illico  sequitur. 
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2.  Si  vero  n  unitatem  superat,  congruentia  ai  fieri  poasit  plu- 
res  quam  exempl.  gr.  »-f-1  valorea  admittat  incongruoa  «,  ß,  yt  S 
etc.   Tum  erit 

Aa»  -+-  Ba»-i  4-  Ca»-*  etc.  +  J/u  +  A'  =  0  (m.  p) 

Aß»  -+-  etc.  -+-  if/J  -+-  iV  =  0 

ergo 

-4(0«  —  ß»)-t-  B(a»-i  —  /?--!)  etc.      M{a  —  ß)==0. 

*  •  •  •••••  •# 

Potestutum  differentiaa  quae  in  hac  congruentia  reperiantur,  per 
a  —  ß  divisibiles  case  aatia  notum  eat,  facillimeque  perapicitur  coo- 
gruentiam  forma  exhiberi 

(a  —  ß)  (Jß»-i  -f-  B'ß»-*  -+-  Cß»-*  etc.      L'ß +M')  =  0 

■ 

ergo  erit 

jß*-i  +  jff >ß*- 2  +  etc.  -\-L'ß-\-M'  =  0 

quooiam  a  —  ß  per  p  non  diviaibilia  eat,  nara  a.  /S  aunt  valorea  in- 
coogrui.  Jam  quum  multitudo  borum  a,  /$,  /,<?,...  ait  m -f-  1  at- 
que  ipsum  a  cum  aliorum  quoque  cmnbinari  liceat,  manifesto  n  cou- 
gruentiae  formae,  quam  modo  diximus,  habebuntur  et  quidem  omnes 
aunt  (m — \){'  gradua.  Congruentia  »gitur  (»  —  ])'*  gradua  ad  mit- 
tet »  valorea  incongruoa,  ex  eadem  cauaa  congruentia  (/$  —  2)'* 
gradua  n — 1  valorea  incongruoa.  Qua  concluaione  cootinuata  aeque- 
retur  con^ruentiam  priini  gradua  admittere  2  radicea  diveraaa,  quod 
licri  nequit  (§.  6  ).  Multo  minus  plurea  quam  n  1  radicea  diver- 
sae  cougruentiae  propoaiti  n'*  gradua  aatiafacient. 

§.  8.  Deaignante  <pAr  ruultitudinem  numerorum  ad  jV 
primorum  ipaoque  minorum  et  »,  etc.  omnes  divi- 

aorea  numeri  JV  unitatc  et  ipao  M  non  exeluaia  aemper 
e  ri  t  <pa  -+-  <pa*  -f-  W'     tpa"'  etc  =  jV. 

1.  Quando  N  est  formae  pn  vel  numeri  primi  poteataa,  omnes 
ejus  divisores  sunt  hi:  1,  py  p%,...p».  Multitudo  numerorum 
ad  p»  primorum  eoque  minorum  eat  p*- —  1),  ergo 

9>1  -+-  9//  -+-  <pp*  -+-  <pp*  -f-  . .  -f-  yp* 

=  l+(p  —  \)-i-p(p  —  \)+p'(},  —  l)  etc.-+-^-i(/>— 1) 

quam  summam  poteatnti  p»  aequiralere  ex  doctrina  aerierum  constat. 

2.  Quando  JV  eat  numerus  compoaitua  puta  AaBiCe  etc.  qui- 
cunque  bujua  divisor  forma  AfBtCk  . .  .  exbibetur,  ita  ut  expo- 
nentes  f%  g,  h  vel  nonnulli  eorutn  ctiam  evanescere  poasint,  atta- 
men  minores  aint  resp.  quam  «,  c,  .  .  .  Poterit  i^itur  f  omnea 
valorea  inde  ab  Zero  usque  ad  a,  g  omnes  valorea  inde  ab  Zern 
usque  ad  bt  h  omnea  valorea  a  Zero  usque  ad  c  etc.  aeeipere.  Kt 
si  valoribua  his  rcapondentea  potestates  inter  se  combinontur,  mani* 
festo  omnes  numeri  JV  divisorea  exstabunt.  Jam  dico,  si  numeri 
/\  Gt  Ii  etc.  sint  ad  singulas  potestates  A/f  Bf,  O  etc.  primi 
ctiam  nroduetum  FGJJ . .  ad  illud  AfBsCK  ■  .  .  nrimum  fore.  fiam 
quum  hi  modo  factoros  A,  B,  C . .  produetum  ÄSBiCk  .  . .  possint 
metiri,  si  producta  AfBiCk  . .,  FGH ,  .  divisorein  communem  ha- 
bereut,  unum  ex  factoribus  A,  ßt  C.  .  .  siinul  ea  metiri  oporteret 
ex.  gr.  A.  Tum  autem  A  tanquam  primua  aut  F  metiri  deberet, 
aut  G,  aut  //  etc.  v.  c.  F,  neque  vero  Af  ad  F  caset  numerus 

* 
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priaus  contra  suppositionera  nostram.  Vice  versa  qnicanqae  numerus  ad 
AfBtCb...  primus  factores  modo  involvet  quorum  nullus  cum  po- 
testatibus  Af,  JBg,  Ck  . .  habent  factorem  communem.  Nunc  repe- 
riaotur  numeri  ad  A°,  A% ,  A*}  .  .  Aa  primi  singulisque  non  majo- 
res, deinde  numeri  ad  potestates  Ä°,  ßl,  . .  ß6  primi  singulis- 
nue  non  majores  similiterque  de  ceteris,  C,  Cl.  C*,.  .  .  O.  ßrimo 
dictorum  multitudo  erir  A«,  secundo  Bbi  tertio  (y  etc.  ex  prima 
parte. 

Qtiodsi  numeri  de  quibus  ngitur  ioter  se  combinantur,  ex  prae« 
cedeotibus  patebit,  orones  numeros  exstare  ad  divisores  numeri  A  pri- 
mos  ipsisque  nnn  majores  manifestoque  multitudo  babebitur  AaB^O 
etc.  sire  iV. 

Aliam  licet  videre  demonstratiouem  huj.  prop.  in  Gauss  Disq. 
Aritbm.  pag.  33. 

B.    De  numerorum  periodis,  radieibus  primitivis  resi- 

duisque  quadraticis. 

$.  9.  Quam  Fermatii  theorema  in  sequentibus  maximi  sit 
mntneati  in  memorium  id  revocabimus  sed  ita  enunciutum,  ut  latis- 
s»ime  pateat,  nempe  ut  sequitur. 

Uuando  numeri  a,  p  sunt  inter  se  primi,  semper  con- 
gruentia 

a?lP  =  l(mod.  p) 

locum  habebit,  denotante  yp  multitudinem  numerorum 
ad  p  primorum  eoque  minorum. 

SigniJicatis  omnibus  numeris  ad  p  primis  eoque  minoribus  per 

0,,  0,,  0t, . . .  Ofi 

statim  patebit,  nullum  borum  produetnrum 

0,  «.  G,a.  ...  0a.  a 

per  p  divisilile  esse  (§.  2.),  deinde  producta  de  quibus  agitur  se. 
cundum  p  esse  inconcrua.  Nam  si  universim  baberetur  0x<t  =  @xa 
denonamibns  0y,  0^  tuimeros  ex  bis  0,,  0,,  .  .  .  04a  difterentiiim 
0  a  —  @xa  er?°  ®' —  ®A  Per  modulura  esse  divisibilem  oporteret, 
quod  fieri  nequit.  Tertio  dico  quudris  residuum  ex  divisione  pro- 
duetorum  »Horum  per  p  rclictum  ad  p  esse  primum.  Nam  si  resi- 
duum proriueti  aiieujus  0*«  est  q  vel  0///  =j  Q  quicunque  residui  q 
divisor  produrtum  0xa  uietiri  deberet,  siquidem  ctinm  numerum  pri- 
mum p  metiretur.  Tum  autem  aut  0*  aut  a  cum  p  baberet  divi&orcm 
communem  contra  ea,  quae  statuimus.  Uuura  igitur jiroduclorum 
residua  sint  inaequolia,  ad  p  prima  nullumquc  evaneseat,  residua 
haec  ordinc  neglecto  bis  ipsis  0,  .  0,  .  0,  . .  .  0u  aequivalere  sta- 
tim perspicictur.    Ergo  Iianc  liabemus  congruentiam 

0,«  .  0aa  .  0,ar .  . .  Q^a  =  0,  .  0,  .  0,  .  . .  0^u  (mod. 

Tel  baue  0|0»0,  .  .  Oft  (er'fP —  1)  =  0.  Jnm  ?ero  p  ad  produetum 
0,0,  ..  0/4  est  primus,  quam  ob  rem  (§.  3.)  difl'ercntiu  a'fP —  1 
per  p  divisibilis  esse  debet  i.  e.  atP  =  1  (mod.  p), 

Quando  p  est  numerus  primus  omoes  ad  p  primi  eoque  mino- 
res sunt 

1,  %  3, . .  .p —  1 
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ergo  aP—*  =  1  (mod.  /?)  quo  modo  vulgo  enunciatur  Fermatii  tbeo- 
remn. 

§.  10.  Pcdetentim  vero  quaestio  gese  oflfert,  num  etiam  infe- 
riores potestates  quam  (<pp)ta  unitati  secundum  //  possint  congruae 
fieri  (  Hoc  arguineotum  inox  aggrediemur,  sed  id  certe  contendi 
poterit,  expooentem  infimae  numeri  alicujus  a  potestatis 
uoitati  congruae  aut  numero  ipp  aequalem  esse  aut  eum 
certe  metiri. 

Si  enim  a*  esset  infima  numeri  a  potestas  unitati  secundum  p 
congrua  et  t  numerum  <pp  non  metiretur,  ponere  liceret  <pp — mf  |  r, 
ita  ut  r  non  evanesceret  minorque  esset  numero  t.  Krit  antem 
afP=  1  i.  e.  amt+r  vel  amt  .  ar  unitati  congrua;  jam  vero  amt  =  1 
ergo  ar  =  l  exstaretque  minor  num.  a  potestas  quam  tta  unitati 
congrua  contra  supp.  nostram. 

Quando  autem  a*  est  infima  numeri  a  unitati  congrua  potestas, 

bae 

a,  «*,  a', . . .  a* 

secundum  p  erunt  incongruae.  Nam  si  esset  =  ita  ut  nullus 
bnrum  x,  x'  exponcntem  t  superuret,  liabcretur  a*—*  =  1  (m.  p) 
(§.  5.  4.)  quo  loco  statuimus  esse  x>x'.  Atqui  x — x'«<V,  ergo 
a*  nou  esset  infima  unitati  congrua  potestas.  Nec  minus  potestates, 
fiuarnm  exoonentes  inter  «*H- 1  et  2/,  inter  2/-t- 1  et  3*,  inter 
o/-f-  1  et  4t  etc.  continentur,  incongruae  erunt.  Nam  quaneunque 
potestatem,  cujus  exponens  inter  £-4-1  et  2/  contineatur,  potvstati 

alicui  cujus  exponens      1  et      *  cpngruam  fieri  faeillime  intelli- 

getur.  ldem  valet  de  reliquis.  Potestates  vero  <*f,  «ar2',  «r1*, . . .  et** 
omnes  secundum  /;  unitati  fore  congruas  id  quoque  quisque  perspi- 
ciet.  Habetur  igitur  periodus  nempe  potestatura  series,  quarum 
residua  minima  sunt  inaequalia  omniaque  ad  modulum  prima.  Ce- 
terum  si  a*  est  iofima  unitati  congrua  potestas  atque  ar  =  aQ  (mod. 
p)  etiam  r  =  o  (mod.  /)  erit;  nam  a?~~Q  =  I,  qua  re  differentiam 
numeri  t  multiplum  esse  oportehit  vel  r  =  Q  (mod.  t).    Vice  versa 

Suando  congruentiam  habes  r  =  q  (mod.  t)  etiam  banc  alteram  ha- 
ebis  ar  =  aQ  (mod.  p). 

S\  a*  est  infima  radicis  a  potestas  unitati  secundum  modulum 
queneunque  //  congrua,  a  ad  expooentem  /  pertinere,  cum 
Eulero  in  sequentibus  dicerous. 

§.  11.  Numeros,  in  quorum  periodis  omnes  ad  modu- 
lum primi  eoque  non  majores  numeri  reperiuntur,  radi- 
ces  primitivas  vocabiinus.  Sequitur  ex  bac  defioitionc,  expo- 
oentem, od  quem  radix  primitiva  pertineat,  aequalem  esse  multitu- 
dini  numerorum  od  modulum  primorum  eoque  nun  majorum.  Perti- 
neat enim  radix  quaecunque  primitiva  a  ud  expooentem  /  eritque 
a*  infima  numeri  a  »otestas  unitati  congrua.  Jam  vero  a  ad  mo- 
dulum primus  nec  minus  r*a,  .  .  .  a*  omniaque  barum  potestatum 
residua  minima  sunt  inaequalia.  Quia  igitur  periodus  haec  t  nume- 
ros  ad  modulum  primos  complectitur  ceteraeque  potestates  eadem  proc- 
beot  residua,  ut  omnes  ad  modulum  primos  complectntur,  ipsum  /  mul- 
titudini  numerorum  ad  modulum  primorum  aequivalere  neecssc  crit. 
Valde  autem  quaeritur,  num  revera  pro  quovis  modulo  radices  inve- 
niantur  primitivae  et  si  exstant,  quae  sit  earum  multitudo.  Videbimus 
in  sequentibus  in  eo  modo  casu  radices  exstare  primitivas,  in  quo  mo- 


Digitized  by  Google 


9 

dulus  sit  4  auf  una  formarum  exhibeatar  /»*»,  2p*  denotante  p  nu- 
merooi  primum  imparem.  Priusquam  autem  hoc  aggredimur  argu- 
mentum radices  congruentiae  superioris  gradus,  10  quibus  nititur 
disquisilio.  sunt  considernndne.  Sed  eum  statim  tractabimus  casum, 
in  quo  p  est  numerus  primus. 

§.  12.  Semper  exstant  numeri,  quorum  nulla  pote- 
stas  inferior  quam  (/»— l)'a  unitati  congruu  est,  vel  quod 
idem  valet,  pro  modulo  primo  radices  exstant  primi- 
tivae. 

Quando  p  —  1  in  factores  suos  primos  hoc  modo  resolvitur 
AaB6Ce...  dico  inveniri  posse  numerum  a  ad  exponentem  Aat 
nura.  ß  ad  exp.        numerum  y  ad  exp.  Ce  etc.  pertinentem.  Coo- 

gruentiam  x  A  =1  (mod.  p)  non  plures  quam  —j —  radices  ad- 
mittere  diversas  ex  §.  7.  patebit,  quam  ob  rem  quuque  numeroruin 
1,  2,  3,4,...;; — 1  quorum  multitudo  major  quam  ?  A  \  con- 
gruentiae i II i  satisfacere  non  potest.  Sit  igitur  g  unus  bujusmodi 
numerus,  congruentiae  propositae  non  satisfaciens  eritque  si  pouitur 

gAm  r=a,  a  numerus  ad  exponentum  Aa  pertinens.  Potestntem 
cnim  (Aa)ta  numeri  a  unitati  congruam  fore  ex  Fermatii  theoremate 
intelligitur.  Jam  si  exstarent  inferiores  numeri  a  potestates  uni- 
tati coogruae,  barum  infimae  exponens  expon.  Aa  deberet  metiri 
(§.  10.)  atque  unus  esse  cx  bis 

A*-i,  A«-*,  A—*,  

( p=}y-%  £=i 

Jam  vero  aA— t=z\gAmJ  —gA  ex  suppositione  nostra  uni- 
tati non  est  congrua  multoque  minus  aA"~*9  aA'~3  etc.  ergo  u  ad 
exponentem  Aa  pertinet.  Tum  dien  produclum  numerorum  a,  ß.  /, .. 
qui  ad  exponentes  singulos  Aai  Bhi  . .  .  pertineunt,  ad  expo- 
nentem AaBbC*  .  .  sive  /;  —  1  pertinere.  Quod  produetum  ad  po- 
testatem (jf  —  \)taM  elevatum  unitati  congruum  fore  facile  patet. 

Nam  aA'  =  1,  ßBi  =  1,  yc'  =  1  etc.  ergo 
aA»B*C*  •  •  =  1,  ßA»B*C« .  •  =z  \}  yA*B*&  •  •  =  1 ,  qua  ex  re 
(aßy  .  ,)A*B*C* . . .  =  1  (mod.  p)  sive  (aßy  .  ,)p—i  =  1. 

Quodsi  produetum  ad  minorem  exponentem  t  pertineret,  t  numerum 
p — 1  metiri  d<*l»erct.  Sit  igitur  t—Aa—^BhO!  etc.  eritque  (ußy..y=i 
(ußy..)A—x/tiV*-.  Quum  jam  y,  .  .  ad  exponentes  Bb,  & .  . 
pertineant  potestates  ßA»-tß*c* .  .f  yA—*B*v* . .  unitati  «runt  con- 
gruao  ergo  {aßy  . .)'  =  uA*~l/ttCr  •  •.  Qu  um  denique  o  ad  exponen- 
tem Aa  pertineat,  debet  Aa  metiri  produetum  Aa~iBhCc . . .  q.  e.  a. 
Neque  igitur  aßy..  ad  exponentem  Aa-*B*Ce  . .  pertinebit,  multo- 
que minus  ad  minorem. 

$.  13.   Quoniam  residua  minima  potestatum 

si  modo  a  est  radix  primitiva ,  sunt  inaequalia  illa  numeris  ordine 
neglccto 

1,  2,  3,  .  . .  p —  1 
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aequiralere  oportcbit,  oec  minus  omoem  numerus»  per  p  non  divi- 
sibilem  residuo  harum  potestatum  alicoi  congruum  fore.  Quodsi 
an  =  b  (mod.  p)  n  ipsius  h  indicem  cum  Eulero  vocemus  perspi- 
cieturque,  alicui  numero  plures  secuodum  eaodem  radicem  primi- 
tivam  respondere  indicea  et  qaidem  bi  indices  aec.  modulum  p  —  1 
erunt  congrui  (§.  10.). 

«.  14.  Index  prodncti  ex  quotcunque  factoribus  com* 
positi  suminae  indicum  siogulortim  factorum  secundum 
modulum  p — 1  congruus  est.  Etiam  index  potestatis  du- 
meri  al icujus  producto  ex  indice  radicis  in  exponentem 
potestatis  secundulum  eundem  modulum  congruus  est. 

Sint  primo  propositi  duo  factores  A,  ß  eritque  demonstran- 
dum, congruentium 

Ind  Aß  =  \üd  ^-hlnd  ß  (m.  p  —  1) 

locum  habere. 

Ex  notione  autem  indicum  ($.  13.)  inlelligitur  esse  si  radicem 
adoptubis  quaneunnue  a  «Iud  A  =  A,  alai  B  =  ß  sec.  mod.;/,  ex 
quo  sequitur  /ar,nd  .<*-»- Ind  if  =  yf/f,  Jam  vCro  alad  AB  =  Aß.  ergo 
etiam  a,od  A&  =  ala*  A-t-lad  B  atque  aIod  AB  — (lad  A  +  la&  A)  =  \ 
(ra.  p).  Qua  re  differentiam  Ind  AB  —  (Ind  A-{-\n<l  B)  numerus 
p—  1  debet  meliri,  nuoniam  aP—  *  est  in  lim;»  ips.  a  unituti  congrun 
potest.is.,  i.  e.  Ind  Aß  =  \nd  ^H-Ind  B  (mod.  />  —  !).  A  duobus 
factoribus  poterit  prorsus  simili  modo  ad  tres,  liinc  ad  qualtuor, 
omnino  ad  quotcunque  factores.  Sequitur  deinde  Ind ~\m\AA 
=  lud  A-hM  J  =  2lnd  A  (m.  p  —  1),  Ind  ^«  =3lnd 
Ind  A*  =  »Ind  ^/  scc.  mod.     —  1. 

§.  15.  Congruentiu  a?*  =  A  (m.  /?)  denotante  nume- 
rum primum  uut  nullam  admittet  radicem,  aut  tot  radi- 
ces,  quot  unitates  habeat  divisor.  com  munis  rauxiuius  J 

nuuierorum  n  et  p  —  1.    Et  quidem  nullus  numerus  con- 

;t—  1 

grnentiac  satisfaciet  propositac,  nisi  potestas.4  J  uni- 
tati  fit  congrua. 

Si  enngrueutia  resolubilis  est  sequitur  ex  indicum  doctrina 
wind  a:  =  Ind  A  (m.  y  —  1),  cui  semper  satislieri  polest,  quando  » 
ad  /> — 1  est  primus  (§.  6.),  quo  in  casu  unam  modo  admittet  ra- 
dicem. Sin  n  et  p — 1  divisorem  babent  romm.  max.  d,  indicem 
ipsius  A  per  6  divisibilem  esse  oportet  6.),  qua  conditionc  locum 
babente  patet  congruentiam 

«Ind  x 
d 

admittere  o*  valorcs  dirersos  sec.  mod.  — ^—  vcl  p  —  1,  nempe  va- 

.  wind  x         . . 

lores  num.  — ^ —  sunt  Iii 

Ind  A  Ind  A  p-1  Ind  A  2fr- 1)  Ind  A  (tf-l)  (p~\) 
~~d~>  ~J      1      J~>  ~~J      *~      d  d    ~*  d  ' 

Jam  vero  s>  valorcs  ipsius  Ind  a:  sec.  mod.  p  —  1  sunt  congrui  etiam 
radiecs  respondentes  congrnentiae  &"  =  A  (m.  p)  sec.  p  erunt  con- 
gruae,  ergo  exstabunt  d  valores  diversi. 


Quando  denique  congr.  prop.  resolubilis  esse  debet,  num.  Ind  A 
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per  d  divisibilem  esse  oportebit  Tel  Ind  ^  =  0  (mod.  6).  Sit  a  radix 
quaecunque  primitiva  entque 

lud  A{p~\\  p-\ 

a****  =  A  (mod.  p),  a      *      =  A*  (m.  p). 

Ind  lud  A(p-\)  ti 

Jam  quum  — ^—  sit  integer,  erit  a      *       =1  adeoque  ^  d  =  1 

(mod.  p),  qua  deficiente  conditionc  congruentiae  &"  =  A  {m.  p) 
aatisfieri  nequit. 

Coro  II.  1.   Quando  n  =  2  congruentia  ar*  =  A  (mod.  /»)  re- 
solobilis  erit,  si  vfK/>— i)  unitati  congrun,  sin  vero  mious  non  reso- 
lubilis.  Ut  igitur  numerus  aliquis  quadruto  sec.  mod.  primum  cougruus 
p—i 

fiat,  potestaa  A  3  unitati  debet  esse  coogrua.  Qnum  jam  p  —  1 
sit  numerus  par  congruentia  &*=A  (m.  p)  aut  nullam  admittet 
radicem  aut  duas. 

Cor  oll.  2.  Quando  A=l  congruentia  je*  =  1  (tn.  />)  Sem- 
per poterit  resolvi,  si  vero     =  —  1  in  eo  modo  casu,  quo 

est  numerus  par. 

§.  16.  Congruentia  a^  =  A  (mod.  2)  unam  tantum- 
modü  radicem  admittet  nempe  1  quando  A  est  numerus 
impar,  baec  vero  xn~A  (mod.  4)  denotante  A  etiam  nunc 
numerum  imparem,  aut  nullam,  aut  unam,  aut  denique 
duas.  v 

Propositionis  prima  pars  tarn  obvia  est,  ut  demonatratione  non 
opus  sit.  Quod  vero  attinet  ad  allerem,  sit  primo  A  formae  4*-f-J. 
In  hocce  casu  1  est  radix  neque  vero  3  nisi  exponens  n  est  numerus 
par.  Sit  serundo  A  forma«  4«-f-3,  tum  1  congruenliue  non  sa- 
tisfaciet,  quia  4*-f-3  —  1=4«-+- 2  per  4  non  divisibilis  neque 
vero  satisfaciet  3  quando  n  est  par.  Si  vero  n  est  numerus  im- 
par manifesto  3  erit  radix.  Sequitur  ex  hac  consideratione  con- 
gruentiam  =  l  (mod.  4)  semper  duas  admittere  rudices  nempe 
1  et  3. 

§.  17.  Sequitur  ut  de  modulis  una  formarum  p*y  VLp*  compre- 
bensis  agatur.  In  §.  15.  inventum  est,  congruetilium  =  1 
(mod.  p)  habere  d  radices  sec.  p  incongruas,  deuotante  S  maximum 
commnnem  divisorem  num.  n  et  p  —  1.  Simili  modo  enunciabimus 
tbeorema  quod  sequitur. 

Congruentia  P*  gradus  a:*  =  1  (mod.  p")  admittet  S  va- 
lores  secundum  p"  incongruos,  denotante  d  divisorem 
communem  maximum  numerorum  pH~^{p  —  1),  qua  pro- 
positione  demonstrata  patebit  congruentium  propositam 
non  plures  quam  t  radices  admittere  diversas. 

Ponatur  6=zfcp&  ita  ut  k  factorem  p  non  involvut  adeoque 
k  ipsum  p  —  1  metiatur.    Jam  dico 

1.  Si  o  fuerit  radix  congruentiae  propositae  etiam  a+Ap*—& 
fore  radicem,  designante  h  numerum  queneunque  per  p  non  divisi- 
bilem. Ceterum  illico  observandum  est,  numerum  O  hunc  *» — 1 
superare  non  posse.    Sit  primo  n  —  0j>l  atque  0  =  1,  tum  erit 

(a  -4-  Ap~-0)t  —  a'  =  Ap»-e\(a  +  Ap^-ey-i  +  a(a  -+-  Ap*-*)'-* 

-t-aa(a-t-//»— ey-*  etc.-f-(o-f-i4/?— ö)'-1}. 
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Atqui  o -f-  hp»—&  =  a  (mod.        quoriiam  n  —  0>1,  ergo 
(o  +  ^e)HEa/-i  (mod.  />») 
«(a     //p»-9y-z  =  a'-i 


(«  +  ^-8)H  =  flH 

ergo  (a  -+-  /tp»-Oy  —  a'  =  Ap»-e  .  a'-*  .  /  (mod. 

quam  ob  rem  terminus  io  sinistra  parte  positus  crit  formac 

quuntque  0=1  habetur 

(o     ftp»-By  —  o'  =  a*-i/tp*-9t  (mod. 

=  0  (mod.  //*) 

quio  in  bocce  casu  £  per  />  non  vero  per  p*  divisibilis  est.  Tbeo- 
rema  igitur  valet  quando  n  —  0;>1  atque0=l.  Sin  0  non  est 
1  assumamus  propositionem  nostram  valere  pro  0  poteritquc  de- 
monstrari  etium  pro  0-f-l  locuni  habere.  Tum  autem  a  valore  1 
usque  ad  2,  hinc  ad  3,  omnino  ad  0  ascendi  poterit.    Sit  igitur 

(a  -f-  /t;>*-Qy  —  a*  =  tat-Wip»-0  (m.  p»+*) 

ponaturqoe  pro  /  ita  ut  tp  per  pB+l  non  vero  per  //Ö-w  sit  di- 
visibilis. Hubemus 

(a  -+-  /tp^-&yp  —  afp 

=  j(a+ fip"-ey  —  a< }  { (o -f- /tp*-oyo>-i)  +  «'(«+ Ap*-ey(p-2) 

•+-  a*'(a  -4-  /sp»-9)<(P-*)  ... 


verum 


«  -+-  tp»—**  =  a  (mod.  /?9),  ergo 
(a  + //>«-«)'C^-i)  =  a'O-D  (mod. 
a'(a  -4-  = 


(a  +  //p»-9y(P-D  =  u'(p-U 

adeoque  summa  erit  congrua  a'(/>-i)  .  /»  vel 

formae  a'fp— J)  .        Ajn*,  ergo 

(a     fipfi-syp  —  a'/>  formae  (a'-iy&//*-0*-#-  A>"-h) 

{o'C/'-ty-f- A>*|  vel  congrua  a!P-^fip*-Qtp 

secundum  modulum  »-|-2.   Erit  igitur 

(tt  -h  /tp»-**)*  —  a'f  =  u'P-iAp*-9tp  (m.  /»*«). 

Jam  vero  *  per        p*~8tp  per  et  (a  +  Apn-eyp  —  aip  per 

divisibilis,  quam  ob  rem 

(a  -H  Ap"-9)tp  —  a7»  =  0  (mod.  /t»^i) 
ita  ut  prop.  voleat  pro  0-f-l. 
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Sit  secundo  «  —  0=1  atque  0  =  1,  tum  trit 

(o  -f-  //>)'  —  «'  =  hp  { («  4-  Z^)'-1  H-  a(a  -+-  >fy>)'-2 

+  a*(o  -f-  -t- . .  -f-  a'"1 1 

Atqui 

(a+^)'-i-a'-i=/^j(a4-^)'-!1+a(a+^)'-J+  etc.  -r-a'-2| 
Heinde 

(o  -h  //>)'-»  =  a'-2  (mod.  />) 


(a-f-//ö'-*  =  a'-» 

ergo  summa  erit  coogrua  cc'-*(f — 1)  sec.  mod.  />  vcl  formae 
a*-\t —  1 )  -+*  A/>  adeoque 

(a-t-          —  «r_1  wit  formae  a'-2(*_i)  hp  +  Khp* 
quam  ob  rem 

(o-f-^)'-l  —  a'-i=sa'-»(*—  1)  AP  («"od- 
*el  (a  4-  =  a^-i-f-  a'-*(*  —  1 ) 

proraas  simili  modo 

(a  ==  a'-2  -f.  ar-3(*  —  2)Ap 

(a  -+-  ///>)'~3  =  a'-'  4-  a'-*(*  —  3)//' 


ergo 

(«-*-//>)'—  a'  erit  formae  Ap\ia'-i+  '^a'*  Ap  +  Kp*\ 
Tel  congrua  //p/a'-l  +  (mod.  />»). 

Jnm  vero  — £—  est  unm.  loteger  adeoqne  — j — ^~  Per  *  atque 

igitur  per  /»  divisibilis,  quam  ob  rem  babemu* 

(a -H /p)'  -a<  =  /p/a'-i  (mod. 

a'  =  0  (mod.  />*). 

Simili  modo  ut  anteo  ad  modulos  p»>  p»+i  poterit  ascendi.  In  Omni- 
bus igitur  casibua  habetur 

(a -+-  Ap»-ey  =  a'(mod.  p») 

atque  (a  ■+•  Ap»-*)*  s  1 

quae  congruentia  pro  modulo  /kh-1  non  valet. 

Ex  quo  fucillime  deducitur,  numerum  aliquem  radicem  congru- 
entiae  propositae  esse  non  posse,  nisi  in  forma  cootineatur 
u-f- fluando  enim  a'  ipsi  a  secundum  />  neqne  vero  sec. 
/>"— W  congruus  esset  radix  poni  liceret  a' '  =  a  -f-  A'pt*  ita  ut  sit 
/»<**  — 0.  Tum  erit  (a  4>")<  =  af  secundum  modulum  pt*-9 
neque  vero  secund.  pn  contra  hypotb. 

2.    Quaecunque  radix  congruentiae  x*  =  1  (mod.  »")  eideiu  sa- 
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tisfaciet  secund.  pf  jam  vero  baec  =  1  (mod.  p)  habet  k  radices 
diversas  (f.  15.).  Sint  hne  radices  Ay  Cy . .  .  Quodsi  a  est 
rudix  congr.  prop.  ipsi  A  secundum  p  congrua  etiam 

a  a  -+-  2^*-fl, .  . .  o  -f  -  (/>»  —  1  }p"-Q 

fore  radices  (ex  1)  patet.  Quam  ob  rem  exstant  p&  radices  congr. 
nostrae  ipsi  A  sec.  p  congruae.  ldem  valct  de  reliquis  C, . .  . 
ergo  satisfacient  omnino  ßcftG  give  o*  si  modo  demonstratum  fuerit 

3.  Semper  radicem  et  congruentiae  x*  =  1  (m.  /*")  ipsi  se- 
cundum p  congruam  invcniri  passe. 

Sit  a  radix  congr.  sec.  mod.  p"—1  probeturque  semper  exstare 
radicem  sec.  pn  numero  u  sec.  p  congruam.   Ex  praeced.  patet 

(«  -|-  /tp*-*-*)*  =  a'-f- tu*-i/fp—i-* 

sec.  mod.  p-  ergro  propter  a'=-l  (mod.  p"—*)  {a-\-ftp*—l—Gy  —  l 
per  p*~l  divisibilis  est.  Ut  autem  per  p-  Hat  divisibilis,  h  ita  de- 
bet  determinori  ut 

per  p  sit  divisibilis.  Quod  Semper  Geri  posse  inde  darum,  quod 
a'-i^  ad  p  est  numerus  primus.   Erit  igitur  a-h/^-i-e  radix 

quaesita,  siquidem  n  —  1  —  &  non  evanescat. 

Sin  h — 1  =  0  erit  t  per  ;/"-i  divisibilis,  vel  t  =  fp--\ 


t  —  f=zt(pH—i  —  1)  atque  t  —  t'  per/»  —  1  divisibilis.  Quia  autem 
A*  =  1  (m.  p)  erit  Av  =  1.  Quodsi  ponimus  A*' z=z\-\- Zip 
tur  At=zAf'P»-l  =  {l-i-//p{P—i=l  (m.  p-)  ex  quo  sequitur,  in 
hocce  quidem  casu  quameunque  radicem  congruentiae  jt'  =  1  (m.  />) 
ejusdem  sccund.  mod.  //"  fore  radicem.  Jam  vero  exstat  numerus 
congruentiae  =  1  (m.  /?)  satisfaciens ,  binc  ad  modulum  p*t  hinc 
ad       . . .  ascendi  poterit. 

§.  18.  Etiam  congruentia  x-  =  1  (mod.  fy?*)  admittet 
J  radices  diversas  et  »on  plures,  designante  6  di visor e in 
commun.  max.  num.  /,  p"-Hp —  1). 

Satisfaciat  cc  congruentiae  sec.  mod.  2,  ß  eidem  secundum  p». 
Si  ponimus  A'=«  (m.  2)  =  /?  (m.  erit  A'==a'  (mod.  2)  —  ^ 
(mod.;/")  vel  A'  =  1  (ni.  2)  =  1  (;/«),  ergo  A'  =  1  (mod.  V)- 
Jam  vero  congruentia  =  1  frn.  2)  unum  tantummodo  radicem  ad' 
mittit,  haec  vero  4^=1  (/»»)  ö  radices,  huic  denique  A'=a  (m.  2) 
=  ß  (m.  ;>")  unus  modo  valor  qui  sit  <!2/»*,  ergo  M  manifesto  ba- 
bebit  1.6=6  secundum  mod.  2p-  valores  incongruos. 

§.19.  Congruentia  a:*=A  (mod./»«)  admittit  d  radi- 
ces diversas. 

Quoniam  congruentiam  resolubilem  esse  supponimus  sit  x  ra- 
dix aliqua,  vel  x*  =  A  (mod.;;«).  Congruentiam  ^=1  (m.  p-) 
admittere  6  valores  sec.  modulum  incongruos  ex  §.  17.  patet  Sint 
bi  valores  a,,  a,,  a,, .  .  .  aj.  Jam  dico  residua  minima  producto- 
rnm  xa,,  xaiy  xati  . .  .  xa(f  radicibus  congruentiae  propositae  aequi- 


igitur  erunt  bae  singulae 
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Jam  vero  omnia  baec  producta  sec.  mod.  sunt  incongrua;  nam  si 
Jiaberetur  universim  xam=xam',  differentia  x(am — um>)  ergo  am — am> 
per  mod.  divisibilis  esset,  quoninin  bic  nd  x  est  primus.  Atqui  aM, 
sunt  radices  congruentiae  x*  =  1  alque  incongrua,  ergo  revera 
producta,  quae  modo  diximus,  sec.  mod.  sunt  incongrua.  Neque 
\ero  plures  quam  d  radices  exstahunt;  nam  quum  modulum  ad  % 
esse  primunt  supponamus,  numerus  a  ita  Semper  potest  determinari 
ut  sit  ax  =  x'  (mod.  ff*)  dcnotnnte  x'  numerum  congruentiae  propo- 
sitae  satisfacientem.  Hinc  sequitur  (axy  =  Aj  atqui  xe  =  A,  ergo 
ar=l,  ita  ut  valor  a  congruentiae  ä?  =  1  (pH)  satisüeri  debeut. 
Quaecunque  igitur  radix  congruentiae  x*~A  (pH)  productorum 
alicui  *«,,  *a„  xuSi  . . .  xaj  congrua  erit,  qua  ex  re  6  neque  plures 
exstant  radices. 

§.  20.  Ar^umentntio  §.  12.  praesertim  in  co  vertebatur,  ut 
congruentia  a?=l  (mod.  //)  non  plures  quam  t  radices  haberet  di- 
versas.  Quum  jam  in  §§.  16.  17.  18.  probatum  sit  baec  etiam  pro 
modulis  p»,  2p»,  4  locum  habere,  nihil  impedit,  quominus  etium  pro 
bis  modulis  demonstratio  §.  12.  adhibeatur.  Ex  quo  sequitur 
pro  modulis  /»,  f",  2p",  4  designante  p  numerum  primum 
imparem,  semper  radices  cxstare  primitivas,  i.  e.  nume- 
ros,  quorum  periodus  omnes  ad  modulum  primos  eoque 
non  mujores  compl ectatu r. 

Pro  reliquis  autem  modulis  radices  non  exstare  pri- 
mitivas, boc  modo  facillime  d emonstratur. 

Sit  modulus  formae  AaBbCc  . .  . .  signilicetque,  si  quidem  ex- 
stare possit,  N  radicem  pro  hoc  modulo  primitivnm ,  ita  ut 
AA*~KA— UB*-t(B—i)C—  *(C— i). ..  sit  infima  num.  A'  unituti  congrua 
potestas  secundum  modulum  AaßbOe .  .  .  Jam  vero  N  ad  modulum 
primos  est  nec  minus  ad  singulos  potestates  Aa,  ßAt  O;  ergo 

(§•  9.) 

A^-tM-i)  =  1  (mod.  A») 
A^HB-i)=  i  (mod>  ß>>) 
$C*-KC-\)  =  1  (mod.  &). 


Designetur  dividuus  communis  minimus  numernrum 

A—i(A  -  1),  ß>-Hß  —  1),  £*-!(  tf-  1)  .  .  . 
per  S,  eritque 

Ad  =  1  (m.  A")  =  l  (mod.  B*>)  =  1  (m.  f>)  

adeoque 

Ad=l  (mod.  A°B> &...). 

Quoniam  casus,  in  quo  modulus  est  numeri  prirai  potestas  aut  ejus 
duplum  exceptus  est,  numeri 

Ao-iiA—l),  — 1),  f>-J(C— 1)... 

tanquam  pares  nun  erunt  inter  se  primi,  ergo  borum  dividuus  com- 
munis minimus  producto  est  minor  vel 

d<ZA"-i(A  —  \)  ß*-i{B—l)  C*-i(C~l)... 

quo  facto  N  non  esset  radix  primitiva  contra  hyp. 
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§.  21.  Et  adbuc  quidem  ita  nobis  progressa  ratio  est  ut  dis- 
quisitum  fuerit,  num  exstent  necne  radices  primitivne ;  duoc  autera 
aliud  persequainur  genus  determinandi  scilicet  multitudiucin  radicum 
primitivarum.    Dico  autem  in  genere 

tot  numeros  ad  exponentem  /  pertinere.,  quot  sint  ad  t 
primi  ipaoque  non  majores  et  quidem  haue  propositio- 
nem  ad  modulos/t",  2^",  4  exteudi  licebit.  Krunt  igi- 
tur  tot  radices  primitivae,  quot  sunt  ad  p*-1^ — 1)  vel 
ad  2  primi  ipaoque  non  majores. 

Primo  obaervamus  t  numeroa  p*~ l[p  — - 1),  2  metiri  debere 
(§.  9.  sqq.).  Quodsi  numerus  uliquis  a  ad  exponentem  t  pertinet, 
residua  minima  putestatum 

a,  a* ,  ff* ,  .  .  .  et* 

erunt  inaequalia  quumque  congruentia  a:*  =  1  (mod.  m)  denotante 
tn  aliquem  ex  bis  p»,  2p",  4  pfures  quam  /  radices  diversas  admittere 
nequeat  16.  18.) ,  manifesto  omnes  congruentiae  illius  radi- 
ces cxbibeotur  potestatum  residuis  a,  a*,  «r*,  . .  quarum  quaeque 
unitati  sec.  m  fit  congrua.  Jam  res  eo  redueta  est.  ut  ex  potesta- 
tum residuis  ea  eligantur,  quorum  nulluni  ad  minorem  quam  P"m 
exponentem  pertineat.  Dico  autem  si  k  ad  t  sit  primua,  potestateui 
ak  sive  ejus  residuum  minimum  ad  exponentem  t  pertinere.  Hanc 
autem  proposilionem  probnvero,  si  demonstraverim,  potestates 

sec.  m  esse  incongruas.    Si  vero  baberetur  aV*  =  «V*  (m.  m)  de- 

>  signante  y,  ip  aliquem  ex  bis  1,  2,  3, ...  t  esset  (§.  10.)  yX*  =  tpk 

(mod.  /)  vel  y/.* —  ip&  —  (y — tp)k  per  t  divisibilis  ergo  y — quo- 

niam  k  ad  /  primum  esse  supposuimus.    Atqui  y —  V<*>  erg° 

ad  exponentem  t  pertinet. 

Quando  autem  a  et  /  divisorem  involvunt  cominunem  Jpotestas 

f-  A; 
jam  -jA»  ipsius  o*  unitati  fit  congrua.    Nam  quum  -j  sit  integer 

1  1 
erit  quia  «'  =  1  etiam  =  1  i.  e.  (a1)*  =  1.    Quodsi  designa- 

mus  numeros  ad  /  primos  per  kiy  k2)  kt,,.kp,  omnes  bae  po- 
testates 

«*»,  a*»,        . .  .  a*t* 

ad  exponentem  t  pertinebunt,  reliqune  vero  numeri  a  potestates  non 
pertinebunt,  ex  quo  sequitur  totidem  numeros  ad  exponentem  t 

Eertinere,  quot  sint  ad  /  primi  eoque  non  majores,  dummodo  pro- 
atum  fuerit,  unutn  certc  uumerum  a  ad  expoueotem  t  pertinere. 
Designemus  per  y'l  multiludioem  numerorum  ipso  modujo  mi- 
uoruui,  qui  ad  exponentem  t  pertineant  Dcinde  sint  omnes  numeri 
pn~\{j,  _  1)  divisures  t,  /',  f\  t'n  .  .  .  Quum  jam  quisque  numerus 
minor  quam  modulus  m  ad  aliquem  divisorum  illorum  pertineat, 
erit  manifesto 

y7  -f-  y  V  -4-  y'<"  -f-  y  V"  etc.  =  p*~Hp  —  1 ). 

Atqui  ($.  8.)  quando  y/  designat  multitudinem  numerorum  ad  t 
primorum  eoque  non  mujoruin 

y/4-  y/'-t-  y^-h  y*"'  etc.  =p»-i(p  —  1) 

adeoque 
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<pt-\-<l4'  +  yr+9fr  etc.  =  y't -f- 9> V -f- yT*  etc. 

Jam  ex  praecedentibus  patet  nulluni  summae  posteriori»  terminura 
prioris  aliquem  posse  superare,  neque  minor  esse  poterit,  quouiam 
summae  sint  aequales  ergo  y>t=z<f't  i.  e.  tot  numeri  ad  exponentem 
1  pertinent,  quot  sint  ad  t  primi  eoque  non  majores. 

§.  22.  Vidimus  io  f.  20.  pro  modulo  2"  ubi  *;>2  radices  pri- 
mitivas  non  exstare.  Etiam  ex  tlieoremate  quod  sequitur  baec  pro- 
positio probatur  nempe 

Si  potestas  a  1  i  q  u  a  numeri  2  aitior  quam  secunda  pro 
modulo  assumitur,  numeri  cujusvis  imparis  potestas  ex- 
ponentis  2"-2  unitati  fit  congrua. 

Clariss.  Gauss  boc  tbeorema  ex  prou.  §.  17.  derlvavit. 

Sed  quuniam  ad  iliam  demonstrandam  considerationibus  valde 
peculiaribus  opus  erat  atque  propositio  nostra  faciiius  poterit  demon- 
Ktrari  boc  modo  eam  probabimus. 

Assumamus  tbeorema  verum  esse  pro.  modulo  2*— 1  ita  ut  sit 
a2"~3  =  1  ( m.  2"_1),  designante  a  numerum  queneunque  imparem. 
Ponamus  igitur  •  =  1 -f- 2»-U  eritque  ««— ■=  (1 -f-2»-U)* 
=  1  +  'H+  22(»-  1U*.  Huoniam  vero  n  >  2,  2m  —  n  >  2, 
2{m—  1)>-»  erit  2"i 22(—iU*  =  0  (mod.  2»)  ex  quo  sequitur 
a2*-2  =  1  (mod.  2"),  ita  ut  tbeorema  valeat  pro  modulo  2«  si  verum 
est  pro  boc  2»  K 

Jam  vero  coogruentiae  a:7  =  1  (2*)  omoes  numeri  impnres  sa- 
tisfaciunt,  quia  quisque  numerus  impar  forma  exbibetur  4»ü  at- 
que  semper  (Amz^zi)'1  unitati  sec.  mud.  8  vel  2*  fit  congruus.  A 
modulo  2»  ad  2«,  ab  2«  usque  ad  2',  omnino  ad  2**  asceadi  poterit. 

§.  23.  Sequitur,  ut  dijudicetur,  ad  quemnam  exponentem  nu- 
merus impar  sec.  mod.  2*  pertineat,  deinde  quot  numeri  infra  2"  ad 
exponentem  t  exstent  pertinentes. 

Tbeorema.  Quivis  numerus  impar  forma  2,nA^z\  exbi- 
bitus,  ita  ut  sit  m^>l  atque  h  numerus  impar  ad  exponen- 
tem 2»-*»  pertinet  sec.  modulum  2",  ubi  »,>2  assumitur. 

Etiam  baec  propositio  ex  f.  17.  sequitur,  sed  ut  tota  dilucidior 
fiut  res,  demonstrationem,  quae  sequitur,  adbibeamus. 

Quoniam  numerus  propositus  a  est  formae  2*»^  =*=  1  erit«*  for- 
mae  l-f-2*+i«  (2"-U=fcl)  vel  formae  2«-»-U'H-l,  ita  ut  N  sit 
numerus  impar,  quia  m  >  I.    Hinc  erit 

a*  formae  1  -4-  %M*IF 
«•  formae  1  -+- 


aV*  formae  l+fr+P/iW 

- 

designantibus  h'\  h"\  . .  .  AU*)  numeros  quoscunque  impares.  Jam  sit 
aV*  minima  ipsius  a  potestas  unitati  congrua  sec.  mod.  2»  eritque 

f*t*m  =  0  (mod.  2"). 

Quum  vero  sit  numerus  impar,  erit  2r*H*  per  2»  divisibilis,  in- 
ferior ipsius  2  potestas  non  divisibilis.  ltaque  babemus  »-r-/t*=» 
adeoque  fi  =  u  —  m  atque 

«*—  =  1  (m.  2«) 

quam  ob  rem  a  ad  exponentem  2«-»  pertinet. 

Tbeil  II.  2 
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Exempl.  Sit  in  od.  2*  =32,  uum.  prop.  11  =2*  .3 — 1  tum 
pcrtiuebtt  11  ad  expoaeDtem  2J-*  vel  8.  scc.  mud.  32. 

Potestatcs  11.  11».  11».  11«.  II«.  11«.  11'.  11«. 

Residua  11.  25.   10.    17.   27.     9.     3.  1. 

§.  24.  Quando  2»,  ubi  »>-2,  pro  modulo  assumitur, 
Semper  t  numeri  ad  exponentem  /  pcrtinebunt.  Ipsitm 
verb  /  numerum  2"— 2  mctiri  debcrc  cx  §§.  9.  22.  intclli- 
gitur. 

Uuisnue  numerus  ad  exponentem  pertincns  2»-«  forma  debet 
exbiberi  "Zm/t  rb:  1  (§.  23.),  qua  re  quacsti»  liuc  rcducta  est,  ut  de- 
lerminetur  quot  numeri  modulo  2*  minores  formts  "2m/t      1  conti- 

neautur.    Debet  autem  h  ita  determinari  itt  sit  primo  "ZmA-+-\<^'ZM 

1  __ 
vel   //  <£  2"-"  —  —   tideoque    h  ^  2«-*«  —  I  ,    secundo  ut  sit 

2«//  —  1  <  2*  vel  h  <  2«-«  -f-       adeoque  //  ~  2"-'"  —  l ,  mnni- 

festo  enim  h  tanquam  impar  ipsi  2"— m  acquivulerc  ncquit.  Valores 
igitur  numeri  h  erunt  Iii 

1,  3,  5,  7,  9....  2*-»-  1 

fucillime  vero  ex  induetione  iutelligitur,  multitudinem  borum  ter- 
minorum  esse  2"— *"»—'.  Itaque  formis  2'"//  rb  1  coraprebendontur 
o«— «— l  _  2  vel  2"—«  numeri  minores  mmltilo  2",  ergo  2"-"»  numeri 
ad  exponentem  2"-"»  perfinebunt. 

hxempl.  Ad  cxnonentem  \  seeuudum  mod.  10  pertinent  \  nu- 
meri nempe  3,  5,  II,  13. 

Potestatcs  sunt  Rcsidua  minima 

3«.    3*.    3».    34  3.  9.  11.  1 

5«.   53.   5».    5*  r».  9.  13.  I 

11'.  11».  II«.'  11*  II.  9.    3.  I 

13'.  13».  13».  13*  13.  9.    5.  I 

§  25.  l't  pro posrtio lies ,  qua«  sequuntur  spectanrque  ad  perio- 
dic potestatura.  radiecs  primitivas  et  rcsidua  qundrutieu  mugis  inier  se 
connexne  sint  atque  theoremuta  quid  simile  liabcant.  satis  iippareat, 
priusquam  ulterius  progrediiutir .  notioncs  qnasdam  de  residuis  qua- 
drnticis  jtraemittemus. 

§.  26.  Ex  congruentia«-  nutionc  sequitur  quidrata  u2,  (m—n)2 
seeuudum  modulum  m  esse  cungrua.    Qua  re  potestatum 

1»,  2»,  3,»,  \\  5=:  («•  — 2)S  (»»—  1)* 

residua  minima  nun  omni.t  erunt  inaequalia  quumque  quadratum  ali- 
quod,  cujus  radix  ipsum  m  supcral ,  quadrato  alicui  cujus  radix 
<T«J  cungruum  debet  firri  paiebit  numerus  exstarc,  qui  quadrato 
non  sint  congrui  neque  minus  numerus  revera  quadrato  alicui  con- 
gruos.  Uli  numeri  moduli  propositi  n o u-resi d u  o,  Iii  vero  resi- 
dua vocantur  quadrntica.  YX  primo  quidem  criterium  aliquod  inve- 
niendum,  utrum  numerus  aliquis  moduli  propositi  sit  residuum  au 
non  residuum.  Etianisi  in  §.  15.  Coroll.  1.  jam  invcnimus,  nume- 
rum aliquem  esse  residuum  nut  non -residuum  moduli  eujusvts  pri- 
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mi  prouti  potestas  A  3  unitati  sec.  //  congruus  sit  nut  incongruus 
tarnen  nunc  aliud  assequamur  ratiocinandi  genus  buic  ipsi  uiatcriae 
iiiiijfis  idoneum. 

§.  27.  Quuodo  p»,  2p»f  \  pro  roodulis  assuronutur  nt- 
que  a  significet  numerum  ad  quemque  borum  primiim  de- 
nique  <pm  exprimnt  multitudiiiem  ad  modulum  priraoruni 
eoque  nun  majorum  numerurum,  tum  dico 

1.  Si  a  sit  residuum  quadraticum  moduli  illarum  for- 
oiarum  aliqua  co inprehensi,  seinper  potestutem  aWM  uni- 
tati  congrunm  esse. 

2.  Vice  versa  si  etWm  uoitnti  congrun  sit,  Semper  a 
rcsiduum  quadraticum  esse  moduli  propositi. 

Demonstratio.  Prima  pars.  Quia  a  est  moduli  m  residuum 
quadraticum  inveniri  poterit  quadratum  aliquod  a3,  cui  u  secund. 
///  sit  congruus  vel  a*  =  a  (mod.  m) ,  qua  rc  (u*)Vtm  =  a\<fm  u  ^ 
tflm  =  aVf'm.  Atqui  quum  a  ad  m  primum  esse  suppooamus  u'fM=l 
(mod.  m)  (§.  9.)  adeoque  e/Wm  =  1  (mod.  »). 

Uanc  proprietatem  valere  pro  modulo  quocunqne  inde  mnnat, 
quod  nihil  jmpcdit,  uuomiuus  urgumentatio  nostra  ad  quemvis  ad- 
hibeatar  modulum.  Longe  vero  aliter  res  scse  habet  in  altcro 
cusu. 

Secunda  pars.  Congruentia 

afl'm  =  1  (mod.  m) 

ndmittit  <pm  radices  ($.  9.)  tot  enim  exstant  nuineri  ad  modulum 
priini  eoque  minores;  baec  vero  altera 

(ar*)Wm  =  1  (mod.  m) 

Iqim  habet  radiccs  neque  plures  (§§.  16.  17.  180,  quia  numerorum 
{tpm  et  <§>m  divisor  communis  maximus  est  \<pm.  Jam  vero  ar>  ut 
modo  dixiinus,  <pm  valorcs  iuvolvitin  congruus,  ergo  a:3  {y>m  valores 
incoogruos  sec.  mod.;  t'acile  enim  perspicitur,  quadrata,  quorum  ra- 
dices  summ  um  m  constituunt  esse  congrua,  quadrata  auteui,  quurum 
radices  J<jp»»  non  superant  sec.  m  incongrua  esse.  Xam  quum  M=zp" 
vel  2/*»»,  erit  \y>m  =  fp*~x{p — 1).    Uuodsi  esset  >.*  =  /x7  itu  ut 

sit  quum  k  tum  p>~^\ym  haberctur  (A-4-/*)  (Ä — p)~0.     Hi  uutetn 

factores  numerum  primum  p  non  simul  involvunt,  quia  diflerentia  per// 
dividi  nequit  amboquc  pares  sunt  quuitdo  modulus  est  2/V\  quoniam 
iu  hocce  cusu  et  X  et  fj>  est  numerus  impar,  nam  (.£•');'/ »' — 1  tan- 
quam  per  parem  2p»  divisibilis  ipse  erit  par  adeoque  a'  ioipar.  Ex 
quo  patet  aut  unum  aut  alterum  iacturein  per  modulum  divisibiiem 
esse.    Sed  hoc  fieri  nequit  quia  et  x.-f-/i  et  X — p>  modulo  miuor  est. 

Quum  igitur  congruentia  (.ra)"/M  =  l  (mod.  m)  admittat  \<pm 
neque  plures  radices,"  statim  perspicitur  numerum  a  cou^ruentiue 
aWm  =  1  satisfacientem  quadrato  alicui  sec.  m  congruum  tore. 

§.  28.  Licet  observari  quando  formae  pni  2p»  pro  modulis 
assumantur  potestatem  aWm  unitati  aut  positive  aut  negative  sump- 
tne  congruam  fieri.  Nam  quum  aVm—  1  ergo  (<*l'/«-|-l)  («rl7« — 1) 
per  m  divisibilis  sit  ($.  9.),  aut  unum  aut  alterum  factorem  per  m 
divisibiiem  esse  oportebit.  Xempc  ambo  factorem  m  tanquam  diffe- 
reotiam  2  constituentes  non  simul  involvunt,  quandoque  modulus 
est  *lf>*  «mbo  erunt  pares,  ut  ex  §.  praec.  patet,  quam  ob  rem  erit 

2* 
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aut  ai'fm  -f-  1  =  0  aut  aWM  —  1=0  i.  e.  aut  aWm  =  —  1  aut 
Si  igitur  (§.  27.) 

1)  a  est  residuum  qiiadraticum  moduli  p»>  2p"  semper  potestas 
ffiP*-1^— l)  unitati  coogruu  erit. 

2)  Si  alP*~'lP—D  unitati  congrna  est,  Semper  a  erit  residoum 
quadraticum. 

3)  Quando  a  est  non  -  residuum.  erit  aif^iP— 11  =  —  1. 

4)  Quando  denique  potestas  alr-Hp— *)  =  —  1  seinper  erit  a 
non  »residuum  quadraticum. 

Aliam  bujus  nrnpositionis  demonstrationem  dedit  celeberr.  Legen- 
drein  opere  quod  iuscribitur  Essai  sur  la  tlicorie  des  nombres, 
quae  tarnen  co  limitutur  casu,  in  quo  modulus  est  numerus  primus. 

§.  29.  Hoc  residuorum  vel  non  •  residuorum  critcrium  pedeten- 
tim  fert  ad  propositiones,  quae  sequuutur  demonstrandas,  quas  ad 
modulos  pn,  2pn  extendi  licebit. 

Productum  ex  duobtis  residuis  erit  residuum,  ex  re- 
siduo  in  n o  n -  residu u m  erit  non- residuum,  productum 
vero  ex  duobus  non-residuis  revera  residuum  est  qua- 
draticum. 

1)  Sint  «r,  h  residua  quadratica  eritque  a\'lm  =  1,  biffm=\  ubi 
(ptn = p*-x{p  —  1),  ergo  («<&)W«»=1  i.e.  ab  residuum  (ex  §.28.2). 

2)  Quando  a  est  residuum,  6  autem  non  -  residuum,  erit 
aWm  =  1,  bWm  =  — 1,  ergo  =  —  1  i.  c.  ab  non -residuum 
quadraticum  (§.  28.  4). 

3)  Quando  denique  ambo  a.  b  sunt  n on- residua  erit  <arW*!= — I, 
bWm  = —  1,  ergo  I  i.  e.  ab  residuum  (§.  28.  2). 

§.  30.  Si  alii  quam  qui  in  forma  pM>  2/v",  4  continentur 
moduli  nssuinuntur  atque  a\fm  unitati  sec.  m  est  con- 
grua,  nibilo minus  a  non-residuum  esse  poterit. 

Sit  modulus  mz=z  Aait,,Cc  .  .  .  atque  al'fm  =  1  (mod.  m)  i(a  ut 
sit  .»ya»  =  i^— »(.i— 1)  ß*-t{#—\)  &-KC—  1)..M  quod  itu 
designemus  productum  {aßy  . .  .  Sit  deinde  A  numerus  primus  im- 
par.  Assumamus  a  esse  non-residuum  moduli  Aa,  quod  Semper 
exstare  manifestum  est,  quo  facto  erit«l«=  —  1  (mod.  Am)  (§.28.) 
adcoque  al"&Y  •  •  =-+-1  (mod.  An)  quia  unum  certe  borum  /?,/%... 
numerum  par  ein  esse  oportebit.  Tum  vero  a  est  non-residuum 
mod.  Aa,  etiamsi  congruentia  a'fm=\  (m.  m)  locum  liabeat.  Quam 
ob  rem  a  etiam  moduli  Aa/IbCe%-..  vel  m  erit  non-residuum; 
nam  si  residuum  esset,  cujusque  borum  Aa,  Bb^  & .  .  .  residuum 
esse  oporteret.  Et  adbuc  qnidem  modulum  2«  (h^>2)  excepimus, 
sed  pro  boc  etiam  propositio  demonstrntur  facillime.  Est  enim 
m  =  1»,  (fm  =  2"—*,  l(pm  =  2«— 2  atque  si  #ar  designat  numerum 
queneunque  imparem  (§.  22.)  a**"9—!  (mod.  2").  l'atet  autem 
non  omnes  numeroi*  impares  moduli  2"  esse  residua;  nam  otnnes 
forma  8X.-4-3,  5,  7  comprebensi  numeri  sunt  non  -  residua,  quoninm 
cujusque  numeri  imparis  tanqu:tm  formae  4/-ztrl  quadratum  scmper 
formam  babet  8/fcH-l  neque  vero  8£-|-3,  5,  7. 

§.31.  CJnitas  negativa  sumpta  Semper  est  residuum 
quadraticum  aut  non-residuum  moduli  in  aliqua  forma- 
rum  p",  2p»  exbibiti,  prouti  p  est  formae  4/sH-l  aut 
formae  4/»-f-3.    Ceterum  — 1  non- residuum  est  moduli  4. 

Nam  poiestas  ( —  \)\Pm-x(p-~U  unitati  positive  aut  negative  sump- 
tac  congrua  est,  prouti  \pn^i{p — 1)  est  par  aut  impar,  ergo 
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($.28.)  —  I  resp.  residuum  aut  non-residuum.  Erit  autem  l/*"~x(f* — I) 
pur  aut  i  in  par  prouti  {(/»—!)  par  aut  iropnr  i.  e.  prouti  p  formae 
\m  -+- 1  aut  furmae  4»-|-  3. 

Non-residuum  denique  moduli  4  est  —1,  quia  ctijusvis  numeri 
imparis  quadratum  tanquam  formae  SA  -f- 1  secuud.  mod.  4  uuitati 
positive  sumptae  fit  congruum. 

§.  32.  Priusquam  ad  determinandam  residuorum  vel  non-resi- 
duorum  niultitudinem  progredimur,  nönoulla  de  radicibus  congruen- 
tiae  secundi  gradus  x*  =  1  dicenda  suot,  nuippe  quae  in  sequenti- 
bus  muximi  sit  mumeDti.  In  Universum  quidem  hoc  argumentum  in 
§.  16.  jam  tractavimus  sed  ratione  mndo  habita  numeri  pro  modulo 
assumpti  primi;  nunc  vero  de  quibuscunque  modulis  agamus. 

§.  33.  Congruentia  x*  =  l  (mod.  m)  designante  m  du- 
merum  alicujus  formarum  p",  2pn  vel  4  duas  tantummodo 
radices  admittit  nempe  1  et  — 1  vel  m  —  1. 

1)  Uuando  modulus  m  est  numerus  primus  p  diflfereutia  x* —  1 
=  (x  —  J)  (x+l)  per/t»  debet  esse  divisibilis  ergo  aut  unus  factor 
aut  alter  (§.  1.),  quam  ob  rem  quoniam  oportet  esse  x  modulo  mi- 
norem,  ipse  x  erit  aut  1  aut  p —  1. 

2)  Uuando  modulus  est  numeri  primi  imparis  potestas  puta  pH 
etiam  tum  productum  (x — \){x-\-\)  modulus  metietur.  Jam  vero 
ambo  factores  numerum  primum  p  non  simu)  involvunt,  quia  diflerentia 
eorum  scilicet  2  per  p  dividi  nequit.  Enjo  aut  .r —  1  aut  x-\-\ 
per  //"  debet  esse  divisibilis  vel  ar=l  aut  =  —  1  (m.  p*)>et  quo- 
niam x  modulo  est  minor  x  =  1  aut  x  z=  pH — 1. 

3)  Si  modulus  est  duplum  numeri  primi  potestatis  manifesto 
praeterquam  quod  ambo  factores  x — 1,  jc  -f-  1  numerum  primum 
p  non  simul  involvunt,  etiam  ambo  crunt  pares,  qua  re  mudulus  aut 
unum  metietur  aut  alterum  i.  e.  x  =  1  aut  =  —  1  (m.  2p*)  ergo 
ur=rl  aut  2//»— 1. 

4)  Radices  duas  modo  cxstare  congruentiae  x*  =  1  (mod.  4) 
scilicet  1  et  3  demonstratione  non  egeat. 

§.34.  Congruentia  xx  =  1  (mod.  2"),  in  qua  n>2 
semper  quattuor  neque  plures  admittet  radices  nempe  1, 
2—1  —  1,  2"-i+l,  2«  — 1. 

Quia  x% —  1  per  mod.  2"  debet  esse  divisibilis,  x  erit  nume- 
rus im  par,  x~+-\  par  ita  ut  poni  liceat  or-t--l  =  2£,  quo  facto 

habetur  {x-\)  (x  H-  1)  =  4X(*  -  1 ),  =  ^=r-  ^dsl 

/♦  est  numerus  par,  k — 1  impar  debet  esse  /•  per  2"-?  divisibilis  vel 
ic  formae  2"— 20,  x  formae  2"— '0—1.  Si  vero  k  est  impar, 
k  —  1  par,  erit  k  —  1  =  2n-~20',  x=2"— 104-1.  In  omnibus  casi» 
bus  x  est  modulo  minor,  ergo  hue  quattuor  inveniuutur  radices 

2*-i  — i,  2-— i,  i,  a— i-f-i. 

$.  35.  Restat,  ut  modulos,  qui  in  aliqua  formarum  2/v«,  2» 
non  sint  comprehensi,  consideremus.  Exhibeatur  mudulus  forma 
AaBkC*  etc.  eritque  perspicuum.,  si  numerus  uliquis  sit  residuum  mo- 
duli propositi  etiam  residuum  forc  singulorum  factorum,  qua  re  ex 
congruentia 

x7  =  r  (mod.  A*B*>C»  .  . .) 

dcducuntur  bae 

*»a  =  r  (mod.  A°),  »*=r  (mod.  £f*),      =r  (m.  C°)  etc. 
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Ponnmus 

t  =  m  (mod.  A«),  ==  »  (ra.  ifA)  =  q  (in.  6*)  etc. 

eritquc 

l*=r  (m.  A")  =  r  (mod.  /? *)  ==  r  (m.  f>)  etc. 

ergo 

=  r  (mod.  AaBbO  .  .  .). 

Notum  est,  UDum  solum  numerum  t  infra  modulum  AniiL0-  .  .  ex- 
stare,  qui  congruentiis 

t  =  m  (m.  .*»)  =  /*  (m.  /?*)  =  q  (in.  £>)  etc. 

aimul  satisfaciat.  Quaestio  igitur  qtiot  vulorcs  ndmitt.it  t  eo  redueta 
est,  ut  decidatur  quot  radices  lialieant  singulae  congruentiae  tn*  =r 
(m.  A"),  w*  =  r  (m.  Bb)  q7  =  r  (mod.  V.v)  .  .  .  Mint  Iii  valore«, 
quoruiu  muititudo        33.  3*.  determinatur  (si  modo  r=z\)  deineeps 

m,  m\  m'\  etc.;  #»,       »"etc.;  q,       7"  etc.  

manifestoque  quoniam  combinari  oportet  kos  muititudo  ipsius  /  va- 
lorum  i.  e.  radicum  coogruentiae 

x*=r  (m.  A'ß'C'..) 

muititudo  crit  produeto  aequalis 

{m-\-m'-\-  m"  etc.)  (»-*-»'-*-»"  etc.)  (q     q'     q"  cic.)  .  .  . 

Ex  iis  quae  adliuc  de  congruentia  jc*  =  1  sunt  tradita  sequitur, 
radicum  multitudiucm  semner  majorem  esse  quam  2  dummodo  oe 
modulus  sit  furmae  />,       2/;"  vcl  4. 

§.  36.  Uuod  sequentia  cum  theo  rem  ate  Wilson  iano  ut  di- 
citur  arete  cohnerent  facillimcque  ex  propositionibtis,  quae  ad  con- 
gruentiam  jc*  =  \  spectant,  iliius  thenrematis  argumentutio  peti  po- 
tent, lioc  ipsum  sed  a  suttimo  Gauss  in  Disq.  Aritlim.  hoc  modo 
generali us  cuiinciatum  probemus. 

Produr. tum  ex  omtiibus  numeris,  numero  quocunqiic 
dato  A  minoribus  simulque  ad  ipsum  primis  congruum 
est  secundum  A  utiitati  vel  negative  vel  positive  «ump- 
tac.  K t  quidem  negative  sumenda  est  unitas,  quando  A 
est  formac  //"  aut  bujusce  '2pn,  designnntc  p  numerum  pri- 
mum  imparem,  iusuperque  quando  A  =  \-,  positive  autem 
in  omnibus  casibus  reliquis. 

Dcsigneutur  numeri  ad  A  primi  eoque  minores  ita 

<?i>  Q%>  Qt>  QP-h  Qt" 

quo  loco  statim  observandum  est,  horum  multitudinem  sive  p  esse 
purem.    Jam  dico 

primo.  Producta  alicujus  illorum  in  reliquorum  quemque  sei*, 
mod.  A  incongrua  esse.  JSi  enim  (><,  qv  designant  tres 
quosettnque  atque  esset  qiqv  =  qiqv  (01.  A)  productuin  qi{qv  —  Qv:) 
ipse  A  metiretur  ergo  diflerentiam  qv  —  Qk»  (f.  3.).  Atqui  hoc  lieri 
nequit  quoniam  qv — QA"*CA. 

secundo.    Producta  de  quibus  agitur  sive  eorum  residua  mi- 
nima ad  A  erunt  prima.    Quando  enim  ex.  gr.  produetum  qi-qv 
cum  A  haberet  cummunem  factorem  primum,  hie  ipse  aut  Qt  aut 
metiri  deberet,  quo  facto  modulus  A  cum  uno  horum  Qt,  Qk>  factorem 
communem  involveret  coutra  ca,  quae  supposuimus. 
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tertiö.  Quodsi  numerorum aliquis  ad  A  primorum  ex.  gr.  Qu 
in  reliquoa  omnes  atque  etiaui  in  se  ipsum  multiplicetur,  residua  inde 
genita  minima  ad  A  erunt  prima  quumque  eorum  multitudo  sit  /*, 
plurea  autem  numeri  ad  A  priori  infra  A  non  exsteut,  residua  haec 
numeris 

Qu  0a»  (?«»•••  Qp-**  Qp-h  Qp 

ordioe  neglecto  aequivalebunt.  Jam  vero  inter  lioa  reperitur  1,  qua 
re  sernper  unum  et  quidem  modo  uount  iMorum  producto- 
rum  unitati  secundum  A  congruum  fore  patebit.  Nume- 
ros, quorum  productum  sec.  mod.  aliquem  unitati  tit  congruum, 
Kulerus  socio«  si bt  vocavit.    In  aerie  igitur 

Qu  Q*>  Qu  •  •  QM-2i  Qp-h  Qp 
cnioue  numero  in  eadem  serie  socius  aliquis  respondebit,  quo  loco 
anbintelligendum  erit,  numerum  borum  aliquem  etiaui  sibi  ipai  so- 
cium  esse  posse. 

quarto.  Itaque  atatim  decidendum  est,  quot  numeri  seriei  ex- 
steiit  propositae  sibi  ipsis  aocii.  Quando  vero  modulus  est  unius 
formarum  2p»  insuperque  quando  est  4  duo  tantummodo  numeri 
infra  A  reperiuntur,  quorum  quadrata  unitati  fiant  congrua  uempe 
1  et  A  —  l  (§.  33.).   Mint  hi  o,  et  Qp.   Quo  facto  in  aerie 

Ca>  Qu  •  •  •  Qp-s  Qu-l 

quisque  numerus  unum  a  se  diversum  habebit  socium  neque  plures, 
quumque  multitudo  liorum  sit  par,  productum  vero  ex  bims  termiois 
unitati  congruum  mauifesto  omnium  productum  et  ipsum  unitati  fit 
congruum.    Atqui  Q  ,Qp  =  1  .  (A —  1)  =  —  1  (mod.  A)  ergo 

QiQsQ,  •  •  •  QP-*Qp-iQp  =  —  l  (mod.  p»,  2p»,  4) 

quinto.  Quando  denique  A  est  nullius  formarum,  quas  modo 
diximus,  sequitur  ex  §.  35.  quattuor  certe  numeros  exstare  infra  A 
(omoino  multitudo  erit  potestus  numeri  2  altior  quam  prima  et  $.  35.) 
quorum  quadrata  unitati  fiant  congrua.  Hujusmodi  numeris  remotis 
reliquiinua  productum  unitati  congruum  est.  Priorum  aliquo  desig- 
nato  per  qq  erit  etiam^  A  —  q&  eadem  proprietate  aflectus;  nam 
A  —  q&  ad  A  primus  est  non  minus  quam  utque  (A — o^)*=o^* 
(mod.  A),  qua  re  (A  —  q^)*  non  minus  unitati  congruus  quam  o^3. 
Bini  igitur  numerorum  sibi  ipais  sociorum  productum  constiluent 
unitati  negative  sumptae  congruum.  Et  quoniam  dimidia  ejusmodi 
pars  numerorum  est  par,  productum  numerorum  sibi  ipsis  sociorum 
unitati  congruum  est,  ergo  bocce  quidem  casu 

QxQiQ,  .  .  .  Qp-2Qp-iQp  =  1  (mod.  ./). 

Exempl.  1.    Sit  modulus  18  =  2.3*  formae  2p*.  Productum 

1.5.7.11.13.17  =  — 1  (mod.  18) 

2.    Pro  modulo  21  =  3  .  7  productum 

1.2.4.5.8.10.11.13.16.17.19.20  =  1  (m.  21) 

Co  roll.  Si  modulus  A  est  numerus  primus  p  omnes  numeri 
inde  ab  unitate  usque  ad  p  —  1  ad  p  erunt  primi  ergo 

1.2.3.4.5...  .p  —  1  =  —  1  (mod.  p) 

quo  modo  vulgo  enunciatur  theoreniu  Wilsonianum. 
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§«  37.  Summa  omnium  numerorum  ad  numerum  quen- 
cuncjue  A  primorum  eoque  non  majorum  sempcr  per  liunc 
A  divisibilis  erit 

Quuodo  numerus  quicunque  tn<ZA  ad  A  est  primus  etiam 
A  —  tn  ad  A  primus  erit  atque  ambo  «v,  A  —  m  sunt  inter  se  di- 
versi;  nam  bi  esset  n  =  A  —  m  liaberetur  A  =  "Im,  m  =  ^A,  quo 
facto  \A  ad  A  non  esset  primus.  Quure  bioorum  summa  per  A 
divisibilis  est  vel  potius  ipsi  A  aequalis,  ergo  summa  omnium  per 
A  divisibilis  erit  et  quidem  tot  vicibus  cootiocbit  A  quot  unitutes 
habet  numerorum  ad  A  primorum  dimidia  p;irs.  Manifesto  argumen- 
tatio  supponit,  duos  certe  numeros  ad  A  primos  exstare,  qua  re  exci- 
piendns  est  casus,  in  quo  A  =  2. 

§.  38.  In  sequentibus  ea  modo  consideremus  residua  quadra- 
tica,  qu;ie  ad  modulum  sint  prima,  quo  facto  solos  ad  hunc  ipsum 
primos  numeros  ad  quadrata  eievari  oportebit,  ut  residua  de  quibus 
ugitur  babeantur.  Ktiamsi  hoc  expressis  verbis  non  dicetur,  tarnen 
semper  erit  sübintelligendum. 

§.  39.  Multitudo  residuorum  quadraticorum  moduli 
/»",  2p",  4  sec.  bunc  i  ncongruorum  nec  non  multitudo  non- 
residuorum  aequivalebit  multitudinis  dimidiae  parti  ad 
modulum  primorum  eoque  miuorum  numerorum. 

1.  Qnando  modulus  est  numerus  primus  iropar  py  borum  modo 
quadratorum 

1»,  2%  3*,...(/>-3)»,  (/>-2)«,  ip-l)* 

residua  minima  considerari  oportebit.    Jam  vero  quadrata,  quorum 
radices  summam  p  constituunt,  erunt  congrua,  quoniam  omnino 
=  (p  —  m)2  sec.  mod.  p.    At  vero  omnia  baec 

1>,  2«,  8», . . .  f^)' 

revera  erunt  incongrua  secundum  p.  Sint  duo  quaeiibet  <w2,  «*. 
Uuodsi  liaberetur  m*  =  »*  (mod.  /»),  esset  (m  -|-  n)  (m  —  *)  per  p 
divisibilis  ergo  aut  m  -\-  n  aut  m — n  (§.  1.)  quoü  fieri  nequit, 

3uooiam  et  m-+-n  et  m  —  »<T/>.  Qua  re  exstaut  \{p  —  1)  resi- 
ua  manifcstoque  totiilcm  non  -  residua. 

2.  Quando  modulus  est  numeri  primi  imparis  potestas  aliqua  puta 
p *.   Sint  numeri  ad  pn  primi  eoque  minores 

C15  ?*>  °»j  •  •  •  •  £«-2»  Qf*—U  Qf* 

ita  ut  £,  sit  minimus  o(u  maximus  reliquique  vulgari  online  sint  po- 
siti.   Tum  vero  ita  eos  ordinär!  licebit 

Jam  quadrata,  quurum  radices  summam  pH  constituunt,  sec.  p"  erunt 
congrua,  quoniam  in  Universum  m2  =  (pn  —  *»)*  sec.  mod./»".  At 
vero  quadrata  corum,  qui  moduli  dimidiam  partem  non  superant, 
revera  erunt  incongrua.  Sint  bujusmodi  numeri  duo  quilibet  a>  A. 
Uuodsi  esset  a*  =  b% ,  productum  (a-\-b)  (a  —  h)  per  pm  dividi 
posset;  jam  vero  ambo  tactores  primum  p  non  iuvolvunt.,  quia  si 
fieri  posset,  diflerentin  2£  per  //  divisibilis  esset  q.  e.  a.  Ergo  aut 
unus  factor  aut  ultcr  per  p»  dividi  put  erit;  sed  etiam  hoc  üeri  ne- 
quit,  nuod  «  +  «—£«</;". 

3.  Pro  modulo  2p*  multitudiueui  residuorum  quadraticorum  esse 
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lP^~Hp  —  1)  simili  modo  probatur,  dummodo  ratio  babeatur  ejus 
rei,  quod  anbo  «r-f-A,  * — b  sunt  parea.  , 

4.  Si  modulus  est  4  duo  modo  exstant  numeri  ad  4  nrimi  1 
et  3.  3  vero  residuum  esse  nequit,  quia  quadratum  numeri  imparis 
exhibetur  forma  An  -f.  1  neque  vero  4»  -f-  3. 

$.  40.  Multitudo  residuorum  quadraticorum  moduli  2« 
(*>2)  ad  eumque  incongruorum  est  2"—*. 

Primum  dico  quadrata 

1%  3»,  5»,  7»,  ...(2—2-1)' 

see.  modulum  2*  esse  incongrua.  Nam  doo  quaelibet  sint  b*, 
Uuodsi  baberetur  productum  («H-A)  (« — 6)  |>er  modulum  di- 

visibilis  esset.  Atqui  ambo  factnres  numeruin  4  non  simul  involvunt, 
quia  tum  differentia  eorum  2b  per  4dividi  uosaet,  quod  liert  nequit, 
quooiam  b  impar.  Ex  quo  sequitur  a  —  o  per  2,  a  b  per  2"— * 
divisibilem  esse  oportere.  Sed  etiam  hoc  iieri  nequit,  quod  summa 
a  b  «<  2f— i.  Et  quum  quodque  mujus  quadratum  radicem  bnbeaf, 
quae  cum  alicujus  seriei  propositue  quadrati  radice  auinmam  2"~i 
constituit  sequitur  talia  quadrata  revera  esse  congrua.  Multitudi- 
nem  vero  bor  um 

1*,  3»,  5»,  7V..(2"-2-l)» 

esse  2"— *  facile  ex  inductione  intelligitur. 

Exempl.  1.   Pro  modulo  32  babentur  2«-»  =  4  residua  seilt- 
cet  1 .  9  .  25  . 17. 

2.  Pro  modulo  64  baec  octo  residua 

1.9  .  25  .  49.17  .  57  .  41.33. 

§.  41.  Vidimus  in  15.  congrueotiam  x*  =  1  (mod.  p)  de- 
siguante  p  numerum  primum  imparem  admittere  tot  radices,  quot 
unitates  babeat  divisor  communis  muximus  numerorum  n  et  p  —  1. 
Jam  quum  numeros  ad  eundem  exponentem  pertinentes  examinaturi 
simu*  accuratiusque  perscquuturi,  aliam  etiam  bujus  prnnositioois  de- 
moustrationem  tentemus,  ex  qua  multa  alia  attentione  baud  indigna 
üponte  manabunt. 

l.Quicunque  numerus  unumquemque  aliorum  duorum 
metiensj  horum  maximum  divisorem  communem  metietur. 

Sint  numeri  dati  a>  6  divis.  comm.  maximus  ö*  atque  x  tertius 
numerus  ipsos  ät,  b  metiens.  Ponatur  «7=0%,  b^ztik1  quo  facto  k  e^t 
k'  eruot  inter  se  nrimi.  Nam  si  factorent  communem  0  involverent, 
poni  Hceret  a  =  oQ  .  X,  b  =  SO  .  X'  essentque  «,  b  per  o*0  divisi- 
biles  q.  e.  a.  quoniam  ß  divisor  communis  maximus  est.  Porro  quod  x 
metitur  t$  et  b  bos  ita  exhiberi  oportebit  a=x<p,  b=x<p\  Demon- 
strari  autem  poterit  y,  <p'  multiplo  esse  numerorum  k,  k'.  Nuui 

<U-  =  *y,  d/r'  =  x<p'  ergo  -p  =  ^  vel  k<p'  =  kf(p  atque  Xy  per  X/ 

divisibilis,  jam  vero  Xr'  ad  k  primus  est,  qua  re  k'  ipsum  y'  metiri 
debet,  similiterque  k  ipsum  <jp.  Quoniam  gp  est  multiplum  numeri  k 
oportet  esse  (p  formac  km,  ergo  6k  =  xkm  vel  6  =  quam  ob 
rem  x  numerum  ö*  metitur. 

Quondo  igitur  numerus  %  divisorem  communem  maximum  S  nu- 
merorum a,  b  non  metitur  bos  ipsos  a,  b  simul  metiri  nequit. 

'  2.  Sit  a  radix  congruentiae  xn  =  1  (mod.  /») ,  ipsum  «  ad  ex- 
ponentem  pertinere  oportebit  sec.  f>,  qui  numeros  »,     —  1  simul 
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metiafur  ($.  9.  sqq.),  qua  re  liic  exponeus  numerum  ö*  aietiri  debet 
(1).  Quodsi  omne*  ipsius  d  divisorcs  uoitutc  et  ä  nun  exclusi* 
suot  hi 

r*,  t\  t'\  tf" ,  . . . . 

o  am  es  congruentiue  nostrue  rndices  partim  pertincbunt  ad  exponcu- 
tem  t,  partim  ad  t\  partim  ad  t"  etc.  Ad  exp.  /  auteui  tut  uuineri 
pertinent,  qunt  sint  ad  /  primi  eoque  non  majores  (§.  21.)  vel  <pt 
siuiiliterque  de  reliquis,  ergo  multitudo  radicum  erit 

yt  H-  y*'  -f-  (pf"  -r-  9 >f"  etc  

vel  <T  (§.  8  ). 

Haec  consideratio  rationem  suppeditat  inveniondi  congruentine 
alicujus  radices;  at  tota  in  co  verntur  difhcultas  ut  numerus  ad  ex- 
punenlem  proposilum  pertincns  rcperiatur.  Nam  o  tun  es  numerus  ad 
exponenfem  aliqurni  pertincntes  tacillime  iuveniri  posse,  si  modo 
unus  exstet,  ex  praered.  intellitritur. 

Excmpl.  Congruentia  =  l  (mod.  19)  sex  admittet  radi- 
ces, nempc 

ad  exponeutem  1  pertinet  1 
2   .  .18 
.    3   •  7,  11 

•  .   6  .  8,  12. 

§.  42.  Licet  observari,  si  t  designnt  numerum  imparem  atque 
uuineri  ad  exponentein  t  pertinentes  sunt  «,  a\  a\  a*"  etc.  ad  cx- 
ponentem  2/ pertinere/' — a, p — a\p — a'\p — «"'etc.,  quo  locoobser- 
vaodum  est  ad  exponentcm  1t  totidem  pertinere  quot  ad /.  Pertineat 
cnim  a  ad  exponentem  t  eritque  =  1  (m.  p),  ergo  quoniam  £ 
impnr  (//  —  a)1  =  ( — o)f  =  —  1  atque  (p — a)2*  =  1.  Quodsi  p  —  a 
ud  inferiorem  pcrtinerct  exponentem  /'  ita  ut  sit  (//  —  ff)r=l  lia- 
berelur  (p— a]2t-t'=\.  Sit  primo  f  par  eritque  (p—a)it—t'~fr'2t ~^=1 . 
Atqui  a  pertinet  ad  exp.  t,  qua  re  (§.10.)  numerum  t  ipsnm  1t  —  f 
ergo  inetiri  oporteret.  Jtaquc  quoniam  f  est  par  etiam  ?  per  2* 
divisibÜis  esset  q.  e.  a.  quin  /'<^2f.  Sit  secundo  f  impnr  eritque 
(p  —  tr)*-''  =  (—  =  1,  ergo  a^'-*1  =  —  1,  =  1  qua 

re  t  num.  2/'  inetiri  debcret,  ergo  f.  Erit  igitur  t'=<pt  ita  ut  sit  <p 
iwpar;  jam  vero  (/>—«)'=— 1,  ergo  (j>—ayit==[p—aY'=(—al)V= — I 
contra  praecedentia. 

In  excmplo  §.  41.  ad  exponentem  3  pertineat  7,  11  ergo  ad 
exponentem  0  h\  19  —  7,  19  — 11  vel  12,  8. 

Ad  exponentem  1  unus  modo  numerus  pertinet  nempe  1  quam 
ob  rem  ad  exponentem  2  pertinebit  solus  p  —  1. 

$.  43.  Productum  ex  omnibus  terminis  periodi  du- 
meri  cujusvis  secundum  modulum  pn  vel  1pn  vel  4  unitati 
congruum  est  positive  vel  negative  sumptae.  Et  quidem 
positive  sumenda  est  unitns,  quando  terminorum  multi- 
tudo impar,  quando  vero  par  negative. 

Modulum  pH  vel  1p*  designemus  brevit.  gratia  per  m  sitque  pe- 
riodua  baec 

a,  «*,  ff»,  . . .  «' 

Productum  P  potestuti  a  2    aequivolere  ex  Seriem ui  doctriaa  con- 
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...  .  t  •+•  I 

stat.    Quando  lgitur  t  est  numerus  lmpar,  erit  — ^ —  integer  et  quo- 

/(M-l> 

niam  a*  =  1  erit  etiom  Pr= «  2  =1  (mod.  /*).  Si  vero  £  est 
par,  erit  £1  integer  atque  «'  =  1,  («2      1)  («2  — 1)  =  0.  Pror- 

_£_ 

sus  simili  modo  uti  jam  saepius  argumentati  surous  erit  uut  «2-r-l 

aut  a2  — 1  per  moduluin  divisibilis.    Atqui  a2   unitati  non  con- 

t 

grna,  quia  <**  est  iofimu  unitati  congrua  potestas,  qua  re  a*  =  —  I 

adeoque  7»=«  2    ==  (—  l)'+i  =  —  1. 

,  Si  denique  modulus  est  4  argumcotationis  prima  pars  pro  lioccecasu 

t_ 

vulet;  quod  vero  nttinet  ad  secundam  crit  («r2  -hl)  («2  — 1)  per 

4  divisibilis  et  quoniam  ambo  factores  numerum  4  non  simul  involvunt 

t_ 

tanquam  differcntiam  2  constituentes,  out  a~  =1  aut  =  —  1  esse 

t 

oportet    \on  autem  erit  «2  =1  sec.  bypotb.,  ergo  a2  =  — I, 
ttt+\) 

atquo  a   2    = —  I. 

Kxcmpl.   Pro  modulo  25  periodus  numeri  2  est  liaec 

2'  .2'  .2*  .2*  2"  .2'»  .2*°. 

Residua  sunt 

2  .  4  .  8.16.7.14  .  3.6. 12  .  24.23.21.17.9.18.11.22.19.13.1 

productumque  est  =  —  1  (mod.  25). 

§.  44.  Quando  a  est  radix  primitiva  moduli  pn  vcl  2pny  ita  ut 
sit  aPm-tip—U  inlima  ipsius  a  polesfus  unitati  congrua,  periodus  oiu- 
ncs  numerus  comprebendet  ad  moduluin  primos  euque  nun  majores 
et  quoniam  in  Locce  casu  — 1)  Semper  est  pur,  produc- 

tum  numerorum  ad  aliquem  primorum  eoque  minorum  secuuduui 
bunc  unitati  negative  sumptoe  erit  congruum.  (U.  f.  36.) 

Si  a  ad  exponentein  \pn~ l(p  —  1)  pertinct,  erit  a  residuum 
quadraticum  moduli//"  vel  *lp*  (f. 28.)  nec  minus  residua  crunt  «a, 
*4,  .  .  alP*~ltP— W  et  quidem  omnia  bis  exbibentur  residua,  quod 
multitudo  eorum  lP"~*(p  —  1)  (§.  39.).    Sequitur  boc 

Tbeorcma.  Productum  residuorum  quadraticorum 
moduli  in  aliqua  formarum  //",  *2p"  exbibtti  congruum  est 
unitati  positive  vel  negative  sumptae.  Positive  autem 
sumenda  est  unitas  vel  negative  prouti  $p»-l(p— 1)  impar 
vel  pnr  i.  e.  prouti  p  est  formae  4*-f-3  vel  formae  \»-\-  I. 

Alis«  magisque  peculiarem  demonstrationem  tentabimus  in  pu- 
ragrapbo  qoae  sequitur. 

§.  45.  Numeri  ud  mod ul um  quem  in  Universum  per  m  dcsigne- 
mus,  primi  eoque  mioores  sint 

0„  m  —  Of,  m  —  Q2,  «  — 

nrum  multitudinem  tanquam  parem  esse  2/u.  supponemus.  Quo 
o  residua  quadratica  congrua  erunt  potestatibus 
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•  •  •  0/**- 
Quodsi  ♦ 

1.  />  est  formae  4ä-4-1  erit  (§.  31.)  — 1  residuuni  qua«  ob 
rem  residua  etiam  ita  exhibentur 

-0,',  -0,%  -0,», . . -0f^i\ 

vel  ita 

0, (m-0,),  0,Ow-0,),...0tu-,(i*-0,u-,),  0^-0^). 

flioc  patet  productum  numerorum  ad  m  primorum  congruum  esse 
producto  residuorum  ipsius  m.  Jam  vero  illud  productum  uoitati 
negative  sumptae  congruum  (§.  30.)  ergo  tbeorema  probutum  est 
pro  inodulo,  cujus  factor  p  forenae  4«-f-l. 

Si  vero  p  est  formae  An  -f-3  erit  — 1  non  residuum  (§.  41.), 
quam  ob  rem  non*  residua  sunt  bis  congrua 

> 

-0,%  -0,V.,.-0M» 

vel  bis 

0,(«-0,)}  0a(»-0s)...0/i(«i-0iu) 

produetumque  non-residuorum  <n  coogruum  erit  producto  numerorum 
ad  modulum  primorum  i.  e.  unitati  negative  sumptae  (§.  36.).  Jam 
vero  productum  residuorum  P  in  productum  non-residuorum  P*  con« 
tfruit  producto  numerorum  ad  mod.  primorum  i.  c. —  1,  atqui 
P'  =  —  1,  ergo  PP  =  —  P,  —  P=  —  \  vel  P=  1. 
Kxcmpl.  1.   Pro  modulo  25  babentur  residua 

1.4.9.16.11.24.14.6.21.19 

quorura  productum  =  —  1  vel  24. 

Bx.  2.    Pro  modulo  18  sunt  residua 

1  .  7  .  13  quorum  productum  =  1. 

§.  46.    Productum  residuorum  quadratienrum  moduli 
2M  (*>2)  unitati  secundum  modulum  2»— 1  congruum  est. 
Desigoemus  residua  moduli  2*— 1  per 

Qu  Qu  Qu  •  •  •  0u 

3uorum  multitudinem  esse  2"~ 4  patet  ex  §.  40.,  quo  loco  observan- 
um  multitudinem  esse  1  quando  n  =  3.    Quo  facto  residua  moduli 
2"  congrua  erunt  bis  terminis 

Qu  Q%t  •  •  Qf*-h  Qf*\  Qf*t  Qt*-i  •  •  •  £i 

sec.  mod.  2"— 1  quoniam  multitudo  residuorum  ipsius  2"  est  2»  *  vel 
duplum  multitudinis  residuorum  mod.  2*—*  atque  quodcunijue  ipsiua 
2"  residuum  congruum  esse  debet  alicui  ipsius  2»— 1  residuo  sec 
mod.  2"—*.  Quodsi  productum  residuorum  moduli  2*  designamus  per 
/'n,  residuorum  hujusce  2»— 1  per  Pm—i  habetur  congrueotia 

PM  =  Pn-i1  (mod.  2--»). 

Jam  tbeorema  verum  esse  assumamus  pro  modulo  2*- 1  ita  ut  sit 

Pn-i  =  1  (mod.  2«-2) 

eritque  Pn-i  formae  l-t-2*-^,  /V-i*  formae  l+2»-iy-r-22C«^»SP*. 
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Qoia  n>2  est  2{n  —  2)  =  «  —  1  adcoque  7V-ia  =  1  (mod.  2«-») 
ergo  ex  praeced. 

A  =  1  (mod.  2»-i). 

Quando  igilur  propositio  nostra  vnlet  pro  modulo  2"— i  etiam 
pro  lioccc  2M  valebit. 

Jum  vero  vulet  pro  modulo  2*,  manifesto  eniin  unum  modo  ex- 
stat  residuum  1.  Hioc  ad  modulum*  2*,  hinc  ad  2%  iu  Universum 
ad  2"  ascendi  polerit. 

Exempl.  1.  Residua  moduli  32  sunt  1iupc  quattuor  1.9.25. 17 
quorum  pmduetum  unituti  seeuodum  10  est  congruum. 

2.  Kesidua  moduli  64  hacc  sunt  octo  1 .  9  . 25 . 49 . 17 . 57  .  41 . 33 
quorum  produetum  =  1  sec.  mod.  32. 

§.  47.  Residuorum  quadraticor um  ad  modulum  quen- 
cunque  «f  primorum  multitudiui  aequivalebit  numerorum 
ad  modulum  primorum  divisae  per  numerum,  qui  tot  uni- 
tates  habet,  quot  radices  congruentia  ^r*=r  (mod.  m). 

Congruentia  haec  habeat  O  radices  diversas.  Ex  quaque  da- 
rum radicum,  quas  omnes  ud  modulum  primas  esse  supposuimus, 
unum  idemque  gigoitur  residuum  minimum.  quam  ob  rem  disquisitio 
eo  redueta  est,  ut  deterininetur  quoties  0  in  multitudine  numero- 
rum ad  m  primorum  contineatur.  Ex  quo  pedetentim  sequitur  theo» 
rema. 

Ceterum  observandum  est,  si  mudulus  factores  modo  primos 
impares  involvnt,  residuorum  multitudinem  esse  ^j-,  designante 

r/m  multitudinem  numerorum  ad  m  primorum  et  k  multitudinem 
factorum  ipsius  m  primorum. 

Ex  hoc  theorrmate  facillime  dedueuntur  prop.  §§  39.  40. 

Exempl.  Congruentia  ac*  =  r  (mod.  1053=3.5.7)  admittit 
2*  vel  8  radices,  deinde  2.4.6  =  48  ergo  multiludo  resid.  moduli 

105  erit  -g==6«   Sunt  vero  baec 

1.4.16  .  64  .  46  .  79. 

§.  48.  Quivis  numerus  per  numerum  primum  p  non  di- 
visibilis,  qui  ipsius  p  est  residuum  vel  non-residuum, 
erit  residuum  etiam  vel  non-residuum  moduli  pn  vel  2pn. 

Primo  perspieuum  est  quemvis  numerum,  qui  residuum  sit  vel 
non-residuum  ipsius  //*  etiam  residuum  fore  vel  non-residuum  mo- 
duli p.  Jam  vero  (§.  39.)  multitudo  residuorum  moduli  pH  vel  2p* 
est  lp"~l{p  —  1)  quaeriturque,  utrum  inter  bujus  residua  omoia  om- 
nino  residua  moduli  p  (etiam  sec.  p  congrua)  reperiantur,  necne. 
Secund.  p  incongrua  ipsius  p  residua  exstant  Up — 1),  totidem 
manifesto  inter  p  et  2p,  totidem  inter  2/'  et  3/;  ete.  Qua  re  resi- 
dua moduli  p  iofro  p"  inveniuntur  p""1 .  ±{p  —  1 )  =  \pn~ Hp  —  1). 
Omnia  igitur  residua  moduli  p  infra  p»  inter  residua  moduli  pn  vel 
2p»  reperiunlur. 

Aliam  bujus  dissimillimom  proposifionis  orgumentationem  dedit 
su mm us  Gauss  in  Disq.  Aritlim.  pag.  99  sqq. 

§.  49.  Quando  potestus  aliqua  uumeri  2  altior  quam 
secunda  puta  2»  pro  modulo  assumitur,  omnes  uumeri 
impares  formae  8£-f~  1  erunt  residua,  reliqui  vero  non- 
residua. 
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Multitudo  resiiluorum  moduli  2*  est  2*-*  (§.  40.)  quaeriturque, 
nuro  omnes  oumeri  infra  2«  formae  8X.--+-1  inier  baec  reperiaotur. 

Debet  autem  /•  ita  detcrminari  ut  sit  8/~r-l<2*  vel  *<2»- »—  i- 

adeonue  k  nura.  2«-*  —  1  ooo  superet.    Si  igitur  pro  k  ponuntur 

valores 

0,  1,  2,  3,  . .  .  2«-«  -  1 

habetur  multitudo  2*—*,  erg°  «»»«es  mimcri  foroiac  8Xr  — f-  1  qui  mi- 
nores sunt  mudulo  in  residuis  ipsius  2"  reperiuntur.  I'rop.  sec. 
pars  jam  in  §.  30.  breviter  perstrit-ta  est. 

§.  50.  Pro  inodulo  ;:Hquo  qui  forma  p»  vel  2p»  nou  conlinetur 
residuorum  quadraticurum  produetum  non  qnidein  Semper  utiitati 
congruum  est  sed  tarnen  numero  alicui  cougruum  erit,  qui  in  moduli 
residuis  invenitur. 

Redigatur  inoduliis  sub  formam  AaBbO  .  .  .  desigtiantibus  A, 
ff,  C\  .  .  numeros  primos  diversns  intcr  se.  »Sed  nnum  modo  casum 
brev.  gratia  cnnsidcreuius,  quo  quidem  A%  ff,  C .  .  sunt  numeri  primi 
impares;  quicunque  enim  est  modulus,  disquisitio  facüliiue  ex 
§§.  45.  46.  peli  poterit. 

1.  Sint  omnes  moduli  factores  primi  formae  Au~\-l  vel  omucs 
formue  4«-f-3.  Residua  moduli  m  etiam  siugulurium  potcstulum 
./",  ZJ4,  C*\  .  .  erunt  residua.  Jam  vero  residua  moduli  Aa  infra 
An  rxstaut  \Aa~~\A —  1),  residua  moduli  m  infra  ih 

|)  ß/-i(B-  1)  Tr-i(C-  1)  .  .  . 

(§.  47.)  designante      multitudiuem  fnetorum  moduli  urimorum. 

Ex  quo  sequitnr  mulritudinem  residuorum  moduli  m  infra  m 

timltiplum  esse  multiiudinis  residuorum  moduli  A"  infra  A",  mani* 

//A-i(Zf-  I)  c<-HC-\)  etc. 
festo  enim  numerus  5^  ;  est  integer;  quomam 

quixque  lioriim  ff — 1,  C — 1,  D  —  \  etc.  quorum  multitudo  k — 1 
est  uumerus  par.    Quodsi  buue  numerum  ita  cxbibemus 

\(ß-  \)ß'*-i.l(C-\)C±-i.  l(/)-l)D<i-i  etc. 

perspieuum  erit  quando  omnes  ff,  C.  D  etc.  sint  formue  \h~\-\ 
luinc  numerum  esse  purem,  impuretn  vero  quando  omnes  formae 
\h  Ja  in  pnidiirtnin  residuorum  moduli  A"  infra  Aa  est  =  rfcl 

sec.  Aa  pronti  A  est  formae  4w-r-3  vel  f.  \n-\-\  (§.  45.)  ndeoque 
produetum  resiiluorum  moduli  m  infra  «w  erit  congruum  poiestati 

(dt  IJKÄ-D/äf*-*  •  \iV-M'—i  *tc 

ergo  semper  unitati  positive  sumptae  congruum.  Idem  valet  de  re- 
liquis  ffA,  />,  Dd  .  .  quam  ob  rem  prooueto  mod.  m  residuorum 
desiguante  per  P  babebimus 

I>=  1  (mod.  A*) 

=  1  (mod. 

—  1  (mod.  &) 


ergo  etiam  1  (mod.  AaBLCc .  .=*•).  Hinc  habemus  theore« 
ma:  Si  modulus  est  nullius  formarum  />",  2/^»  atque  omnes 
ejus  factores  primi  sunt  impares  omuesque  formae  ejus- 
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dem,  scmper  produetum  hujus  motluli  residuoriim  unitati 
positive  sumptae  erit  coogruum. 

2.  Si  Donnulli  factores  sunt  formuc  \n-\-  1  reliqni  vero  formae 
produetuut  residuorum  moduli  m  unituti  congruum  est  se- 
cundum  qunmque  pntestntum,  q  warum  radices  forma e  4«-f-3.  Sint 
formae  i«-f-3  Iii  A.  ß,  C.  formae  autem  4/*-f-l  Iii  77,  A~.  L . . . 
ha  ut  fit  m  =  A*ß*C*  .  .  Ji*X*M  eritque  P=  1  (inod.  .7«)  ==  l 
(mod.  ßb)=\  (mod.  f5)  ergo  etiam  7*==  1  (m»d.  AnßbO' .  .  .). 
Quodsi  unus  modo  factor  //  exstat  forma*»  4»-t-l  prodnetum  7* 
erit  congruum    (l)  potestati   (— 1)|M-iM— « •  «tc.  crg0 

=  — J  secund.  mo«tulum  /Z7',  quam  oh  rem  congrueotias  rcsolvi 
nportebit  7>=  1  (mod.  Aaß*t*  .  ..),  7*=  — 1  (mod.  //»),  quo  facto 
7*  unitati  ueque  positive  neque  negative  sumptae  erit  congruum  sec. 
mod.  Anßbdc  .  .  77A  =  *».  Si  vero  plurefc  factores  exstent  formae 
l/#-f-l  nempe  77,  A,  L  . .  .  produetum  residuorum  moduli  **  est 
congruum  potestati 

(_  1)JM-1M— 1 .  t(/I— i)J?*— i . . .  j(Ä-i)*:*-« .  \{L-\)U~\  etc. 

secundum  modulum  7/Ä  vel  coogruum  unitati  positive  sumptae,  quo- 
niam  in  hoccc  casu  exponens  est  par.  Idem  vulet  de  modulis  A*, 
U  etc.,  qua  re  habetur 

P=  1  (mod.  77*)  =  1  (mod.  Ä*)  =  1  (mod.  /,')  etc. 

ergo  7*=  1  (mod.  HhXkMJ .  .)  adeoque 

P=  1  (mod.  A«B>& . .  H*K*Lt  ..=»). 

Ex  quo  tandem  sequitur  theorema: 

Si  in  moduli  fuetoribus  duo  vel  plures  reperiuntur 
formae  4«-f-l,  semper  produetum  residuorum  moduli 
ejusdem  quadraticorum  unitati  positive  sumptae  secun- 
dum bunc  erit  congruum.  lu  eo  casu,  quo  unus  modo 
factor  exstat  formae  4»-f-l  produetum  de  quo  agitur  re- 
siduo  moduli  alicui  ab  1  et  — 1  vel  m — 1  divers o  con- 
gruum fit,  nempe  produetum  residuorum  et  ipsum  est 
residuuin. 

hJxempl.  1.    Pro  modulo  33  =  3.11,  cujus  factores  primi 
ejusdem  sunt  formae  produetum  residuorum 

1  .  4  .  16  .  25  .  31 

unitati  congruum  est. 

2.  Pro  modulo  105  =  3  .  5  .  13  residua  sunt  liaec  duodeeim 

1  .  4  .  16  .  49  .  64  .  121  .  61  .  04  .  166  .  139  .  181  .  79 

quorum  produetum  unitati  coogruum,  quoniam  duo  13  et  5  formae 
sunt  4*Hh  1- 

3.  Pro  modulo  35  =  5.7  qui   unum  modo  factorein  involvit 
formae  4*-f-l  produetum  residuorum  • 

1.4.9.16.29.11 

congruum  est  29.    Invcnitur  boc  residuum  sequenti  modo.  fcrit 

7>=  — 1  (m.  5)  =  1  (m.7) 

qua  re  7*  ita  cxbiberi  licet  P=  — 1  +  50,  ergo  50  =  2  (m.  7) 
vel  50-2  erit  per  7  divisibilis.    Atqui  50  —  2  =  (7  —  2)  0  —  2, 
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quam  ob  rem  debet  esse  20 -f- 2  vel  0-4-1  per  7  divisibilis.  Po- 
namus  0-f-  1  =70'  eritque 

Pz=—\-\- :>(~&—  l)  =  —  6  (mod.  35)  vcl  =29  (mod.  35). 

§.  51.    Theoremn  paragr.  45  manifesto  ita  etiam  poterit  enun- 
ciari: 

Quadratum  prnducti  omnium  numerorum  ad  modulura 
vel  2^»  primorum  ejusque  dimidia  parte  minorum 
unitati  est  congruum,  quando  //  est  formae  4*-r-3. 

Maximus  ad  m  primus  numerus  debet  esse     ~     nam  ***  ~  1 

ad  m  certe  primus.  Si  igitur  numeros  de  quibus  agüur  detigua- 
mus  per 

®i»  ®»»  ®a»  •  •  •  •  o 

■ 

ex  praec.  intclligitur  semper  esse 

(0,0,0,  .  .  .  ^~)%  ==  1  (mod.  m) 
Hinc  sequitur  productum 

(0,0,0...  — ^-Hl)  (0,0,0,..— ^-1) 

per  m  divisibile  esse.  Quoniam  autem  Iii  factores  tanquam  diffe- 
rcntiam  2  constituentes  factorem  primum  p  nou  simul  involvunt  am* 
boque  pares  sunt,  aut  unus  aut  alter  per  m  dividi  poterit  i.  e. 

0,0,0,  . .  .  2~  aut  =  1  aut  =  —  1. 

Quando  modulus  est  numerus  primus  impar  habetur 

1  .2.3.1...         =  zfc  1  (mod.  p) 

4 

Nunc  vero  statiui  dijudicaodum  est,  ulrum  signo  superiorc  utendum 
sit  an  inferiore. 

§.  52:  Uuod  p  est  formae  4»  -f-  3  erii  —  q  Tel  m  —  q  non- 
residuum,  si  q  est  residuum  (§.  31.  29.).  Ni  igitur  pro  residuis  iis, 
quae  sunt  majora  moduli  diuiidia  parte  ea  substituantur  negativa, 
quue  illis  sunt  congrua  quorumque  valores  absolute  sumpti  erunt 
minore*  moduli  dimidia  parle,  manifesto  series  omnium  ipsius  m  re- 
siduorum absolute  sumplorum  complectetur  omnes  numerus  ad  mo» 
dulum  primos  ejusque  dimidiu  parte  minores.  Et  quia  productum 
ipsnrum  residuorum  unitati  congruum  est  {*%,  45.)  habetur  boc  tbeo- 
rema : 

Productum  omnium  numerorum  ad  modulum  p*  vel 
1pn  primorum  ejusdeinque  dimidia  parte  minorum  uni- 
tati congruum  erit  positive  aut  negative  sumptae,  prouti 
'multitudo  residuorum  ipsius  m>  quue  sunt  moduli  dimi- 
dia parte  majora  est  numerus  pur  aut  impar. 

Productum  igitur  1.2.3.4...  denotante  p  numerum 

primum  .formae  4j»+3  unitati  positive  aut  negative  sumptae  con- 
gruum est  prouti  multitudo  residuorum  ipsius  p,  quae  sunt  majora 
quam  \p  est  par  out  impar. 
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Exempl.  1.    Pro  modulo  19  babcntur  residua 
1  .4.9.16.6.17.11.7.5 
vel  1.4.9.-3.6.-2.-8.7.5 

ergo  productum  1.2.3.4.5.6.7.8.9  =  —  1  (mod.  19)  - 

2.  Pro  modulo  23  vero  hacc 

1  .  4  .  9  . 16  .  2  . 13  .  3  . 18  . 12  .  8  .  6 
vel  1  .4.9.  — 7.2.-  10.3.-5.  — 11  .8.6 

ergo  productum  1.2. 3. ..11  =  1  (m.  23). 

3.  Uuando  modulus  est  27  exstaut  residua  haec  oovem 

1  .  4  .  16  .  25  .  22  . 10  . 19  .  13  .  7 

produetumque  =  1  (mod.  27). 

§.  53.  Quudratum  produeti  omnium  ournerorum  im  pa- 
ri um  inde  ab  unitate  usque  ad  p — 2  designante  p  numc- 
rum  nrimum  formae  4» -+-3  semper  unitati  con^uum  est. 

Numerorum 

1.3.5.7.9.../?— 2 
mulitudo  erit  5(/>  —  1);  jam  vero  p  —  2  =  —  2, 

/>-4  =  -4,/>-6  =  -6  etc.  *±*  =  -Z=± 

* 

adeoque 

1.3.5.7.9...p-Js(-l)  4  . 1  .2.  3.  4.  5... V-^- 
ergo 

/»  =(1.3.5.7.9.../*  —  2)'  =  (-l)  2  .(1.2.3..^)'. 
Atqui  est  numerus  par  atque  (f.  51.)  productum 

« 

(1.2.3...  =.  1  ergo 

I»  =  (1 .  3  .  5  .  7  . . .  p  —  2)a  ==  1  (mod.  p). 

Ex  hac  consideratione  manabit  etiam  baec  propositio,  quo  loco 

V  —  TL 

observandum  est  nuiuerum  v  4     esse  parem  vel  imparem  prouti  p  sit 

formae  8Xr-f-3  vel  formae  8£-|-7.  Productum  omnium  nume- 
rorum  imparium  inde  ab  unitate  usque  ad/?  —  2  desig- 
nante/r  numerum  primum  formae  4»-|-3  produeto  omnium 
numerorum  inde  ab  unitate  usque  ad  \(p — 1)  »ositive  aut 
negative  sumpto  congruumestj  prouti  p  est  formae  8A-|-3 
vel  formae  8X?-f-7. 

Alia  Lujus  tbeorematis  deinonstratione  propositionem  nancisce- 
mur  in  doctrina  numerorum  attentione  haud  indignam. 

Productum  1.2.3.4.5.../*  —  1  est  —  —  1.  (mod.  p)  sec. 
theoreiaa  Wilsonianum  ergo 

1.3.5.7.9..//  —  2.  1.2.  3.  .^.2J  =  —  1 

Th€Ü  ll.  3 


M 

4 

at(|tie  si  ponimus  1  .  2  .  3  .  4    . .  —5 —  ==  A,  2  *  = 

7>— » 

/V  =  — *  (mod. //);  at  vero  /'=(— 1)  4  .  X 
;>  -  3  />— a  ;>  -3 

qua  rc  PAeeK-I)  4  A*=(-l)  4    adeoquc  (-1)  4  fi~—  1  (mod./>). 

Quodsi  />  est  formac  8X?-r-3  erit  par,  im|»ar  vero  qnando  p 

forraae  8*-H".    Hinc  crit  /i  =  —  1  aut  —  p  ==  —  l  prouti  />  forma 

/'  1 

cnmprehcnditur  8* -fr- 3  auf  hacce  8£-r-7.  Est  itfüur  2  2  =  —  l 
(inod.  p  =  8*  -fr-  3)  =  1  (mod.  />  =  8X-|-7)  ergo  propter  §.  28. 

Numerus  2  est  refciduuin  quudruticura  moduli  priroj 
formac  8£-f-7,  non-residuum  vero  tormae  8/r  +  3> 

§.  54.  In  Universum  quadratum  produe.li  omoium  numerorum 
imparium  indc  ah  uuitate  usque  ad/'  — 2  dcsigoante  num.  pri- 
mum  queucunquc,  unitati  positive  vel  negative  sumptae  erit  eon- 
gruum,  prouli  p  est  forma«  4« +  3  vel  hujuscc  4w-f-l. 

Rcsidua  moduli  //  cxhibentur  potestatibus 

<'^V,  <*fV.  <*f-V,  

omnino  ex  potestate  y—^— )  residuum  gignitur  quadraticum,  deno- 
tante  k  numerum  imparem,  cujus  niinimus  valor  1  cujusque  maximus 

Ponamus  (^-^— )a  =  r  eritque  (/#  —  /.•)*  =  4r  vel  /r*=4r,  ita 

ut  poni  liceat /•*  =  4r— />,  quo  facto  habetur  r  =  P-~—.  Resi- 
dua igitur  erunt  liaec 

p  +  l    p  +  -2)» 

T~J       4    *       4     '  4 

Productum  horum  dcsignetur  per  P  eritque  (§.  45.)  /»==hl  prouti 
/»  forraae  \n  -f-3  vel  nujusce  4/»-r-l,  ergo 

7».  4  2  =/\  2?-i  =  d=2P-i  i.  e. 
(/>•+•!)  (/>-*- 3*)  (/>-f-5>)  (/>-*- 7*) .  ./>-*-(/> -2)*  =±2^* 
adeoque  =±1  (f.  0.),  qua  re  etiain 

(l  .  3  .  5  .  7  .  9  . .     — 2)»  =zb  1  (mod.  p) 

prouti  p  est  formac  4vi-f-3  vel  hujusee  \n-\-\. 

§.  55.  Propositio  in  §.  52.  cnunciata  etiam  ex  sociorum  doerrina 
facillime  petitur  hoc  modo. 

In  §.  36.  demoDstratum  est  cuique  numero  seriei 

1  .2.3.4.5  p  —  1 

socium  aliquem  in  eadem  seric  sed  unnm  modo  respondere.  Quodsi 
numeri  bujus  seriei  socii  sibi  designantur  in  Universum  per  a,  ß 
ita  ut  sit  aß=i  (mod./;)  habetur  a(/>  —  ß)  =  —  l  (m. p).  Vocari 
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•  ■ 

liccat  numeros,  quoruin  produetum  unitati  negative  sunptae  fit  con- 
gruum,  socios  oppositos,  quo  facto  in  serie 

1.2. 3.  4.«.  ^ 

cuivis  namero  socias  respondebit  vel  socius  opp<)*itus  in  eadem  Se- 
rie et  quidem  unus  modo.  Nam  cuique  horum  nuroerorum  in  seric 
1.2.3.4.../V —  1  socius  respondet  ergo  in  priore  aut  socius 
aut  socius  oppositus.  Si  vero  esset  aß'=aß"  ita  ut  a,  /?',  ß"  moduli 
dimidia  parte  sint  minores  atque  aß'=aß"= —  1  baberetur  a(p —  ß') 
=  a{p —  /?")  =  1,  quo  facto  quum  p —  ß'>  tum  p  —  ß"  ipsi  u  socius 
esset  contra  §.  36.    Etiain  uullus  horum 

2  3   4  p~l 

quorum  multitudo  par,  sibi  ipsi  socius  esse  poterit  vel  socius  opposi- 
tus. Nam  praeter  1  et  p — 1  nullius  quadratum  unitati  congruum  est 
(§.  36.)  atque  etiam  nullius  quadratum  unitati  negative  sumpiae 
erit  congruum,  quoniam  — 1  est  non-residuum  formne  4jf-f-3. 
(§.  31.).   Qua  re  produetum  binorum  terminorum  seriei 

2.3.4..      .     .    ^  fy 

unitati  aut  positive  aut  negative  sumptae  erit  coogruum,  quadratum- 
que  hujus  produeti  Semper  unitati  cobgruum.  Ergo 

(2. 3. 4. 5. 6. ..^=-^  =  1  (m.p  =  4«H-3) 

Nunc  vero  aliud  criterium  sesc  offert  congruentiae 

1  .2.3.4.  ..£=^  =  ±1. 

Signo  enim  superiore  vel  inferiore  utendum  erit 
prouti  multitudo  numerorum  seriei 

2.3.4.5...  ^— ^ — 

quibus  socius  oppositus  aliquis  respondet,  est  par  vel 
i  mpar. 

Exempli  gr.  pro  modulo  23  babentur  congruentiae 
2.11  =  —  1,  3.8  =  1,  4.6  =  1,  5.  9  =  — 1,  7.10  =  1 
ergo  produetum 

1.2.  3.  4.  5...  11  =  1. 

Utrum  niimero  alicui  respondeat  socius  an  socius  onnositus  facile 
ex  fractionum  continuarum  doctrina  decidi  poterit.    Nam  si  a  de- 

sigoat  numerum  aliquem  ex  his  2.3.4...        ,  evolvatur  fractio 
P 

—  in  fractionem  continuam  entque  si  fractio  convergens  quae  ip- 

sam  ~  antecedit  designatur  per  —y  ag  —  Ap—dtzl  vel  a#  =  =+=l 

(mod.  p).  Quodsi  g  moduli  dimidia  parte  est  minor,  ipsi  a  re- 
spondebit resp.  socius  vel  socius  oppositus.    Si  vero  &>{p  erit 

3* 


4 
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«(;>  —  $)  =  ^  1  (raod.  />)  ntqae  tum  a  et  /»  —  g  sibi  crunt  socii 
oppositi  vel  socii. 

§.  56.  Summa  rcsiduoruni  quadrnticorum  moduli  ali- 
cujus  formarum  *lpH  s cm  per  per  liunc  divisibilia  est, 
e x c c p t o  c  a  s  u  in  q  u  n  //  =  3. 

Dcsigncntur  residua  per 

Co  Qi,  Co  •  •  •  Qp- 

Jam  4  tunquam  qnadrutum    residuum   est   moduli  cujusvis.  ergo 
29!)  etiam  Iiis  residua  crinit  rougrua 

\nt;  Ani,  .\q„  .  . 

mauifestoque  omnia  sunt  iueongrua.  qiiouiaiti  si  baberetur  4p*=4(>ji, 
esset  \(qa — q1)  per  inoduluin  divisibili»,  vcl  pro.luctum  1((>x — ^)  divi- 
sibile.    Quodsi  modulus  est  pn  boc  ficri  nequit  quin  />"  ad  4  primus 

atque        (?aOw.  si  vero  modulus  est  2/>"  erit  =— ^^"^ 

quo  fueto  denuo  pn  ad  2  primus  est.  Summa  igttur  S  residuorum 
congrun  est  \$  vel  4 S  =  «V,  ex  quo  sequitur  3A  =0.  Atqui  quum 
casum  in  quo  // =  3  exceperimus,  semper  moduius  ad  3  primus 
erit,  nuam  ob  rem  babetur  «V  =  0  (m.  //*  vel  2/>"). 

Nota.  Uuando  //  est  formae  -i«  — f-  1  tbeorema  facilius  ctiam 
probutur  boc  modo.  Si  r  est  residuum  ctiam  — r  erit  residuum, 
qua  rc  in  acric 

bina  signi  rationc  non  habitn  erunt  acqualia,  ergo  summa  omnium 
per  nioduluin  d'uisibilis. 

Kx.  gr.    I*ro  modulo  25  residua  sunt 

1.4.  9.  16.  11.  21.  Ii.  6.  21.  1» 

vcl  baec 

1.21,  4.21.  9.  16,  11  .  Ii,  6.19 
2.    Residua  moduli  19  sunt 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

t 

sumniaque  per  19  divisibilis. 

§.  öl.  Summa  omnium  terminorum  p e r i o d i  numeri 
cujusvis  a  est  =0  sec.  mod.  queneunque,  qui  ad«  —  1 
est  numerus  primus. 

Sit  periodus  baec 

eritque  summa  *  ex  serierum  doctrina  a .  adcoque  s{a — 1) 

=  a{a* — 1).  Atqui  «'  =  1  ergo  s(a  — 1)  =  0,  vel  jt  =  0  quoniam 
modulus  ad  a — 1  primus. 

§.  5S.  Thcoreiaa.  Productum  omnium  radicum  con- 
gruentiae  ^«=1  (mod.;/)  designautc  p  numerum  primum 
unitati  positive  aut  negative  sumptac  est  congruum 
prouti  divispr  communis  maximus  numerorum  n  et  p  —  1 
est  iinpar  aut  par. 

Divisor  communis  maximus  numerorum  n  et  p—\  sit  (J  habebit- 
que  congruenlia  de  qua  agitur  d  radices  ($.  41.).  Quarutn  quaelibet 
ad  exponentem  6  pertinens  sit  iv\  talis  ein  in  semper  exslat.  Termini 
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w,  to%3  f^*,  te9j  . . .  tod 

periodura  constituent  omnesque  congruentiae  propositac  satisfacient 
Deque  plures  radices  exstant.  Ergo  productum  radicum  erit  =±1 
(§.  43.)  prouti  d  est  impar  vel  par. 

Congruentia  a:  ~  =  1  (m.  p)  admittit      —  radices,  quae  om- 

nes  residua  ipsius  p  sunt  quadraticu  ex  quo  sequitur  theorema 
§.  14. 

§.  59.  Summa  omnium  radicum  congruentiae  =  1 
(m.  p)  Semper  per  modulum  divisibiiis  est. 

Pertineat  w  ad  exponentein  d  statimque  propositio  sequitur  ex 
f.  57.  qüoniam  in  hocce  casu  to — 1  tauquam  minor  quam  p  ad  p 
est  primus. 

§.60.  Summa  quadratorum  omnium  numeromm,  qui 
congruentiae  .r"  =  1  (mod.  /;)  satis  faciunt  sc  in  per  per 
modulum  p  divisibiiis  est,  dummodo  excipietur  casus, 
in  nun  congruentia  duas  tantutnmodo  admittit  radiccs. 

1.  Sit  6  i.e.  divisor  communis  maximus  numerorum  n  et  p-l  impar. 
Radices  deindc  congruentiae  nostrae  sint  tr,  tff,  nf\  taf"  etc.  erunt- 
que  ctiam  bae  radices  «Z1,  /r"*,  u/"*,  etc.  et  quidem  omnos 
sunt  incongruae.  Nam  si  liaberctur  tf>*  =  *S*  esset  (tr  —  tc*)  [tr-t-tt/) 
ergo  per  p  divisibiiis  vel  w  =  —  u'  (mod.  p)>  ito  ut  etiam 
— «/  esset  radix.  Jam  n  erit  impar,  nam  si  esset  par,  quia  etiam 
p  —  1  par  Dumcrum  S  tanquam  imparem  et  \/t  et  \(p  —  \)  metiri 
oporteret  quo  facto  2o*  numeros  n  et  p — 1  metiretur  contra  hyp.  quia 
d  est  maximus  ipso  mm  n  et  p—  1  divisor  communis.  Quia  ijjitur  n 
impar  erit  ( — =  —  w'n  =  —  1  ucqtie  vero  — ir?  satisiacict 
congruentiae  nostrae  contra  praeced.  Quadrath  iptur  to*y  to'2, 
w"%,  tc"*,  etc.  exbibentur  omnes  radiccs  diversae  adcoque 

u>-\-w'-{-w"  etc.  =  w*  -f- uf*  •+- vf%  etc. 

Atqui  uf-\r  te/f  etc.  (§.  59.)  per divisibiiis  est,  ergo  etiam 
w* -h  u/2  +  etc. 

2.  Sint  denuo  radices  congruentiae  &*  =  1  (mod.  /?)  vel  quo«! 
idem  valet  bujusce  .a:<f  =  1  (mod.  j;)  w,  «»',  w",  i//"  etc.  atque  J 
par.  Congruentiae  (.r*)»^  =  1  satisfaciunt  \S  radices  incongruac, 
quarum  summa  (§.  59.)  per  modulum  erit  divisibiiis.  Hac  radiccs 
mauifesto  inter  bas 

«0»,        u>"*9  ttP'i . . . 

inveniuntur.  Quae  quum  omnia  quadrata  congruentiae  (a?*)l<f=l 
satisfacinnt,  erit  perspieuum  banc  quadratorum  summam  congruam 
esse  duplo  radicum  congruentiae  (.r7)W  =  1 ,  quae  sec.  p  sint  iu- 
congruae.  Hoc  vero  duplum  per  //  divisibiiis  est,  ergo  etiam  summa 
quadratorum  radicum  congruentiae  ,r^=  1. 

Pro  theorema  non  valcre  facile  perspicietur. 

§>.  61.  Productum  ex  omuibus  numeris  ad  cuudcin  ex- 
ponentem  t  pertinentibus  unitati  congruum  est  sec.  mod. 
p*  vel  2//",  de  not  ante  ;/numerum  primum  imparem,  cx- 
cepto  casu  in  quo  £  =  2.  Tum  enim  unus  modo  exstat 
numerus,  ab  1  diversus. 

Pertineat  a  ad  exponentem  t  eecund.  modulum  p»  vc!  2/>\ 


Digitized  by  Google 


38 

quem  brev.  grat.  pür  m  desi^uabimus.  Tum  nuinerjs  ad  /  priuiis 
eoque  non  majoribus  designatis  per 

®„  0„  ©„...©/u 

omnes  ad  exponcntem  t  pertinentes  numcri  cxbibentur  potestatibus 
(§•  21«) 

«0i,  «0«,  .  .  .  «0^ 

quam  ob  rem  productam  erit  congruum  buic  potestati 

«01+01+0*+  •  -  -*-0^u 

sec.  mod.  m.  Jam  vero  0,  -*-0,  -H  0,  -f- . .  4-  0p  =0  (mod.  rt 
(§.  37.)  atque  «'  =  1  (mod.  m)  ergo  etiam  «0.+0.+0,-+-  •  +0^  =  1 
(mod.  m). 

Coroll.  Quando  «  ad  exponentem  p»-*{p — \)  pertinet  vel 
radix  est  primitiva  hoc  tbeoremn  itu  cuunciari  oportcbit: 

Productum  ex  Omnibus  radicibus  primitivis  unitati 
congruum  est  sec.  mod.  p»  vel  2p»  exccpto  casu  in  quo 
P  —p* 

§.62.  Summa  omnium  numerorum  ad  eundem  exponen- 
tem t  pertinentium  sec.  modulum;/  designante  p  numerum 
primum  est  =0,  quando  /  per  quadratum  aliquod  divisi- 
bilis  est,  quando  vero  t  per  nullum  quudratum  d i vidi  po- 
terit,  summa  erit  =d=l  prouti  multitudo  factoruin  pri- 

morum  ipsius  t  est  Par  . 

1  impar 

Demonstratio. 

Primus  casus.  Factore  primo  aliquo  cujus  quadratum  expo- 
nentem t  metiatur,  per  a  designuto  dico  si  k  sit  numerus  ad  t  pri- 

mus  etiam  ad  t  primum  fore«  designante  <p  numerum  inte- 

grum  quencunque.    Kam  primum  numeri  l,  k-\-^  factorem  o  non 

siinul  lnvolreut,  quundoquidcin  —  ex  hyp.  per  a  divisibilis  est  ergo 

si  fieri  posset,  numeri  f,  k  factofem  communem  «  involvercnt  contra 
ca,  quae  supposuimus.  Quodsi  numeri  de  quibus  agitur  alium  factorem 

primum  communem  0  babcrent,  tum  esset  =     (mod.  0) 

adeoque  «^~|-/y  =  0,  metireturque  0  produrtum  ak  ergo  k  quia 
0  ab  a  diversus  est.  Tum  autem  denuo  k  et  t  non  esseut  primi 
intcr  se.    Ex  quo  sequitur  omnes  bos  numeros 


A +-,....  — 


od  ipsum  /  fore  primos.  Jam  sit  a  numerus  ad  expoociitem  t  per- 
tinens  pertinebuutque  (§.  21.)  omnes  bi  ad  eundem  exponeutcm 


... 


al,  a    «,  «    «,  a  «, 

quorum  multitudo  est  u. 

Summam  liorum  ita  exbiberi  licet 

t_       v       *  ia-w 
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Jam  vcro  omnes  Li  ««,  ««,  *«y,,.a   "     sec.  inod.  prop.  sunt 

ml  int 

incongrui;  oam  si  baberetur  ita  ut  uullus  numerorum,  «r,  tri 

(M  nt)-£> 

hunc  a  —  1  superaret,  esset  a  «  =  1;    atqui    m  —  tri  <  «, 

(m  —  m')^-  <C  f,  quo  facto  inferior  ipsius  «r  potcstas  quam  /*«  wni- 
tati  congrua  fieret  contra  bvp.    Termini  igitur 

t_      2t      3t  (fr-Dt 

/»«,  ««,  .  .  a    «  ,1 
t_ 

periotlum  constituent.    Sed  numerum  a«  ipso  p  minorem  accipere 

L  * 
oportebit.    Si  enim  a°  -f-  mp  ad  exponeutem  a  pertinct  ctiam  att 

ad  enndem  pertinebit,  quandoquidem  si  a«  ad  a' <a  pertineret, 

manifesto  jam  potestas  (««      mp)«'  unitati  esset  congrua.  Erit 


summa  terminorum  quos 
etiam 


igitur  a« —  1  ad  p  primus  adeoqne  (§.  57.)  » 
modo  diximus  per  p  erit  divisibilis,  ergo  eti 

Quia'a3  est  divisor  exponentis  /  multitudo  numerorum  ad  /  pri- 
mornm  ipsins  a  erit  multiplum;  quando  uutem  alius  numerus  ad  / 
primus  ab  illorum 

quoque  diversus  k'  assumitur,  simili  modo  productum 

+«'«+<>«  +  ..'+«    «  ) 

per  j>  divisibilis  erit.  Hoc  modo  progredi  licebit,  quoad  omnes  ad 
t  primi  sunt  cxbausti,  quo  facto  omnes  bubebuntur  numeri  nd  expo- 
nentem  t  pertineutes,  quoruinque  summa  per  //  divisibilis  erit. 

Secundus  casus.  Sit  t  per  nulluni  quadratum  divisibilis  vel 
formae  ußyd .  .  .,  deuotantibus  o,  /?,  d  .  .  .  numeros  primos  intcr 
se  diversos.  Sed  pro  quntluor  modo  tactoribus  deinonstrnturos  nos 
esse  tbeorema  obscrvandum  est,  quandoquidem  nibil  impcdiet,  quo- 
minus  argumentatio  ad  quotcuuque  extendatur  fuctores.  Dico  pro- 
ductum 

(aaßy  +,rikttY  4-         -H  .  .  .  -4-  a<<h-U«ßy) 

(*«&f-f-  «2«W-f-  a**ß<t+ .  . .  -f-  «(y-n«^cf) 

(««yj-f-aSn^^«!«^  ctc.  +  „(ß-Uayt) 

[aßyd  -f-        -f-         ctc.  -f-  «(«-t) W) 

designante  a  numcrom  ad  cxponcntem  /  pertineutera  summae  om- 
nium  numerorum  ad  exponeutem  /  pertinentium  sec.  p  esse  congruum. 
Uuencunquc  enim  bujusce  produeti  teruiiuum  exbiberi  licet  boc  nm-li» 
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quam  formam  habere  facile  perspicietur.  Cujus  potestatis  exponens 
ad  t  =  ußyä  priinus  erit,  quoniam  nullus  horutn*  «,  ß,  /,  6  mefiri 
eum  potest.  Omnes  igitur  producti  de  quo  agitur  termini  ad  expo- 
nentem  t  pertinent  (§.  21.)  et  quidem  omoes  sunt  iucoogrui.  Nam 
si  Laberet  ur 

a>t>aßy-hy'aßd-+-ip"uy<t-l-tp'"ßy(f  ^ßy^aß^fayö-^-fßyd 
esset  (§*  10.) 

( V  -  z)«ßr    (V  -       + -       +  V  -  /DÄr* = o 

secunduiu  modulum  /.    Atqui  ex.  gr.  ty-<o*,  V/  —  et 

(t// — /ja/fy'  per  <7  nou  divisibilis  neque  vcro  summa  de  qua  agitur, 
adcoque  haec  summa  ctiam  per  t  dividi  ncquit.  Jam  vero  niulti- 
tudo  illius  producti  terminorum,  ut  ex  combioationum  doctrina  patet, 
erit  (a — l)  (ß — 1)  (y — 1)  (d — 1)  atque  etiam  multitudo  nume- 
rorum  ad  t  primorum  est  (u  —  1)  (ß — 1)  (y  —  1)  (S — 1),  qua  re 
omnes  omnino  ad  expouentem  t  pertinentes  numeri  produeto  exhi- 
beutur. 

Quia  a  ad  exponentem  f  =  aßyd  pertinet,  termioi 

periodum  constituent,  et  quoniam  ut  autea  wßY  —  1  ad  p  primum 
aeeipi  licet,  summa  liorum  per  p  divisibilis  erit,  adeoque 

(mod.  p) 

Ex  eadem  causa  reliquorutn  factorum  quisque  unituti  negative 
sumptac  est  congruus.  Uuuudo  igitur  multitudo  factorum  o,  ß,  /, 
ä...  est  par,  produetum  i.  e.  summa  omnium  numerorum,  qui  ad 
exponeutem  t  pertinent,  unituti  positive  sumptac  congruum  lit,  quando 
vcro  impar  uuitati  negative  sumptac.  In  nostro  quidem  casu  unitas 
positive  erit  sunicnd.K 

Excmpl.  Ad  expouentem  6  sec.  mod.  10  pertinent  numeri  8, 
12  quorum  summa  =  1  (mud.  19). 

Coroll.  Quando  /  =  /; — l  tbcorema  ita  debebit  enuuciari: 
Summa  omnium  radicum  primitivarum  moduli  primi  est 
=  0  quando  p  —  1  per  quudratum  aliquod  divisibilis  est, 
quando  vero  per  uulluto  quudratum  divisibilis  summa 
crit=±l  prouti  multitudo  factorum  ipsiusj?— 1  pri- 

,  par 

morum  est  fmh,r. 

i  m  p  a  r 

Excmpl.  2  est  nie] ix  primitivu  mod.  19  et  IS  per  quadratuin 
divisibilis,  qua  re  summa  radicum  primitivarum 

2»  .2»  .2»  .2"  .2'»  .2" 

per  19  divisibilis. 

§.  63.  Hanccc  opportunitatem  praetermittere  non  debeo,  quin 
tbeorema  dcmoostrpiu,  quod  primo  quidem  aspectu  demonstratu  diffi- 
cillimum  videtur.  Est  vero  boc:  — 3  est  residuum  quadraticum 
numeri  cujusque  primi,  qui  fo rma  conti  netur  12Xr-f-7  vcl 
12/:  + 1,  non. residuum  vcro  formarum  12X,-|-5,  124 -f- 11. 
Quofucto  sequiturex.  §.31.,  3fore  residuum  numeri  primi 
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fo rinne  12Xr-f- 1  vcl  124-f-U,  non-reaiduura  vero  darum 
12>t  +  5,  12X+7. 

Primo  observamus  ad  exponentem  3  pertiuere  duos  numerus, 
nuoniam  tot  sunt  ad  3  primi.  Debet  autem  3  ipsuni  // —  1  ttietiri, 
designantc  p  modulum  primum,  qua  re  ;/  erit  formae  3X- -f-1,  quae 
has  invoivit  12X--)-l,  12X--+-7.  iNumeri  ad  expnuentein  3  pertinen- 
tes  scc.  mod.  /»=12X--f-l,  7  siot  a,  ß  eritque  (§.  0*2.)  u-\-ß~ — 1 
ntque  (§.61.)  aß  =  l  sec.  j».  Ex  quo  scquitur  ß9-+-ß  =  — 1, 
•^s+4jJs- 4,  4^+^-fl=-3  i.  e.  (204-1)*==  —  3. 
Uunudo  igitur  3  ipsum  /» — 1  metiatur  i.  e.  quando  p  est  uaius 
formarum  l^-J-l,  12X-H-7  Semper  —3  erit  residuuw  quadraticuui 
bujosce  numeri  primi. 

Ceterum  obserrari  licet,  semper  numeros  ad  exponentem  3  per« 
tinentes  inveniri  possc.  Repertis  enim  residuis  mod.  p  quudraticis, 
iutelligetur,  quod  quadratum  residuo  — 3  vei  p  —  3  respondeat; 
hujus  radix  sit  w  eritque  2/? 1  =  d=  w  (mod.  //),  quae  congruen. 
tia  primi  gradus  facillime  putorit  rcsolvi. 

Exempli  gr.  Ut  numeri  ad  exp.  3  sec.  31  determinentur  per- 
tinentes  residua  inveniri  quadratic*  mod.  31  oportebit  Sunt  liaec 
1  .  4  .  9  .  16  .  25  .  5  .  18  . 2  .  19  .  7  .  28  .  20  .  U  .  10  .  8.  Residuo  28 
respondebit  quadratum  II3  ergo  congruentia  resolvendu 

2/?-f-l=rbll  (mod.  31). 
Est  vero  2/?  =  _  }!{ j ,  0  =  _  j?  j  ^25! 
ita  ut  5  et  25  ad  exponentem  3  sec.  mod.  21  pertiueant. 


II. 

Ueber  Cauchy's  Interpolationsmethode. 

Von 

1 

dem  Ufrausgeber. 


*.  »• 

Interpolationen  siud  fiir  die  Physik  und  Astronomie,  überhaupt 
für  alle  Naturwissenschaften,  welche  die  Anwendung  der  Mathema- 
tik gestatten,  von  so  grosser  Wichtigkeit,  dass  jeder  Versuch,  die 
bei  denselben  vorkommenden  Rechnungen  zu  erleichtern  und  über- 
haupt die  Methode  im  Allgemeinen  zu  vervollkommnen,  willkommen 
sein  muss.  Cauchy's  von  Herrn  Moijrno  in  seinen  Lec,ons  de 
calcol  differen tiel  et  de  calcul  integral,  rldigles  d'a- 
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pres  ies  mlthodes  et  les  ouvrarcs  publies  011  fiieWits  de 
M.  A.-L.  Caucby.  Tome  I.  Paris  1840.  p.  513  mitgetbeille 
lntcrpolationsmethode  scheint  uns  in  den  vorher  angedeuteten  Be- 
ziehungen so  Vieles  zu  leisten,  überhaupt  in  jeder  Rücksiebt  so 
vortrefflich,  in  Deutschland  aber  noch  so  wenig  bekannt  zu  sein, 
/  dass  wir  es  für  unsere  Pflicht  halten,  durch  eine  ausführliche  und 
deutliche  Darstellung  derselben,  die  wir  in  diesem  Aufsätze  zu  ge- 
ben versuchen  werden,  zu  ihrer  möglichst  allgemeinen  Verbreitung 
nach  Kräften  beizutragen,  woLei  wir  zugleich  auch  vorläufig  be- 
merken, dass  wir  bald  in  einem  andern  Aufsatze  eine  von  uns  ver- 
suchte Anwendung  dieser  schönen  Methode  auf  einen  physikalischen 
Gegenstand  mitthcilen  zu  können  hoffen. 


Wir  gehen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  von  der  ver- 
änderlichen Grösse  a:  abhängende  Function  y  sich,  indem 

«,  r,  *>,  s, .  . . . 

gewisse  ihrer  Form  nach  gegebene  Functionen  von  und 

0,  6,  c,  </,... .  • 

gewisse  constante,  ihren  Werthen  nach  aber  unbekannte  Coeflicien- 
•ten  bezeichnen,  in  die  convergirende  Reihe 

y=.au-\-bv-\-cw-\-  dx  -+-  

entwickeln  lasse,  und  stellen  unsx  wenn  eine  hinreichende  Anzahl 
aus  Versuchen  oder  Beobachtungen  abgeleiteter  Werthe 

yi»  y%s  y»,  y«, — 

der  Function  y  gegeben  ist,  welche  den  ebenfalls  gegebenen 
Werthen 

der  veränderlichen  Grösse  a:  entsprechen,  die  Aufgabe: 

1)  zu  ermitteln,  wie  viele  Glieder  der  Reihe 

au,  bv,  cw.  dz,  .... 

vom  Anfange  an  man  beibehalten  muss.  um  durch  deren 
Summirung  einen  hinreichend  genäherten  Werth  der 
Functioo  y  zu  erhalten,  dessen  Abweichung  von  dem 
wahren  W7erthe  dieser  Function  uls  unmerklich  betrach- 
tet werden  kann,  d.  Ii.  sich  innerhalb  der  G ranzen  der 
unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hält; 

2)  die  Wrerthe  der  constunten  Coeff  i  cieu  te  u 

<jr,  h,  C, 

der  beibehaltenen  Glieder  der  obigen  Reihe  zu  bestim- 
men. 

§.  3. 

Zuvörderst  wollen  wir  die  Bedeutung  einer  Bezeichnung  er- 
klären, von  welcher  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  häuGg 
Gebrauch  machen  werden. 
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Wcdu  nämlich 

*M   "%1  *1>  »4»  •  •  • 

and 

vu  "u  fj*  «Ul  •  ••«'« 

überhaupt  gewisse  gegebene  Grössen,  in  beiden  Reihen  in  gleicher 
Anzahl,  bezeichnen;  so  soll  den  Symbolen  Sun  und  2t'„  immer  die 
folgende  Bedeutung  beigelegt  werden.  Das  Symbol  A//„  bezeich- 
net jederzeit  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  («rossen 

ft2y  »4,    .    .    .  W„, 

wobei  man  sich  jedoch  diese  Summe  immer  auf  solche  Weise  gebil- 
det zu  denken  bat,  dass  man  die  Grössen 

M\1    **J»  *V4»  •  •  • 

jenaebdem  sie  positiv  oder  negativ  sind,  reit  -f- 1  oder  mit  —  I 
inuitiplicirt  und  alle  auf  diese  Art  erhaltenen  Producte  zu  eiuander 
addirt.  Wenn  man  nun  aber  ferner  gunz  mit  denselben  Factoren, 
mit  denen  mau  vorher  die  Grössen 

*rs,        u4,  .  .  . .  uH 

inuitiplicirt  hat,  dann  auch  respective  die  Grössen 

v\ i       v v 4,  ....  i'n 

inuitiplicirt,  und  alle  auf  diese  Art  sich  ergebenden  Producte  zu 
einander  addirt;  so  soll  die  Summe,  welche  man  dadurch  erhält,  , 
im  Folgenden  immer  durch  2vn  bezeichnet  werden,  wobei  mau  also 
wohl  fest  zu  halten  hat,  dass  2>„  keinesweges  die  Summe  der  ab- 
soluten Werthe  der  Grössen 

"ll   "*»    Vt1  ^4» 

bezeichnet.    In  einem  ähnlichen  Verhältnisse  wie  die  durch  Swu 
und  ~vn  bezeichneten  Grössen,  sollen  im  Folgenden  auch  die  durch 
und  S\vH  und  StttH  und  2S,vm,  u.  s.  w.  oder 

ähnliche  Symbole  bezeichneten  Grössen  zu  einander  stehen. 

Indem  wir  nun  der  Auflösung  unserer  Aufgabe  näher  treten, 
bemerken  wir  zuvörderst  sogleich,  dass  die  Bedingungen  derselben 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung 

yz=au-{-  bv  -+-cw-\-  (/x  -+-  

weon  wir  die  den  Werthen 

der  veränderlichen  Grösse  a:  entsprechenden  Werthe  der  Functionen 

u,  tf,  tp,  s,,  .  •  .  . 

durch 

vit  wi>  *ti  *4;  •  •  •  •  **n\ 

»t,  t»,  vt,  vA,  r«; 
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90 lt  Wj,  w, ,  *r»4 , .  . .  .  w„ ; 
X, ,  *2,  34,  .  .  .  .  3* ;  t 

u.  s.  w. 

bezeichnen,  zwischen  den  constanten  Coeflicicuten 

€f}  lt,  (f,.... 

unmittelbar  die  folgenden  n  Gleichungen: 

y,  =«//,  -\-hvx  -\-cwx  -\-dxx  H-  , 

- 

ya  —  ff«,  -h  ctef,      fh3  -+-  , 

y,  =  «r»,  -f-  bvt  -f-  c/f ,  4-  f/a ,  -f-  .  .  . 
u.  s.  w. 

yw  =  aun  -f-  Atv,  -+-  cwn  -+-  dxn  -+-  

liefern ,  welche  in  Bezug  auf  a,  b.  c,  ✓/,....  nls  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannte  lineare  Gleich  ungen  zu  betrach- 
ten sind. 

Vernachlässigen  wir  nun  als  eine  erste  Annäherung  vorläufig 
die  sämmtlichen  Coeflicicuten  b,  c.  </,... .,  oder  reduciren  wir.  was 
dasselbe  ist,  die  Reihe,  durch  welche  y  ausgedrückt  wird,  auf  ihr 
erstes  Glied;  so  ist 

y  —  au 

der  allgemeine  genäherte  Werth  von  y,  und  wir  haben  daher  jetzt 
das  folgende  System  von  Gleichungen: 

y,  =  <tw,,  y,  =  au2,  y,  =  «», ,  .  .  .  y„  =  attH. 

Multiplicircn  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  mit  gewissen 
willkiihrlicheu  Coeflicienten,  nämlich  respective  mit  den  Coeflicicuten 

Ic      k      k      /♦  k  • 

so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

akt*tl  ^=  kxVx i 
ak^u^  =  /"aya. 

u.  s.  w. 
ö /•„//„  =  >C'Myw  5 
durch  deren  Addition  sich  ferner  die  Gleichung 

o{k\ux  4-  ktut  -f-  •  •  •  •+•  knun) 

=  klyl  -h  x3ya  H-  *«yi  -+-  ••  •-+- 

also 

_  ^'i.y i  H-  *;y3  -f-  *,y,  h  h  biy« 

^?t«i  +  k2u2  ■+■  ktut  H  h  knUn. 

V 

ergiebt.  Itazeichnen  wir  nun  die  in  den  durch  Versuche  oder 
lleobachtungeu  gefundenen  Werthcn 

yu  y«,  y„  y«>...y« 
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vou  y  steckenden  Fehler  respective  durch 

*IJ  fl5  *»1  e*i  •  •  •  f*> 

so  dass  also  die  wahren  entsprechenden  Wcrthc  von  y 

sind:  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  der  wahre  Werth  von  a 
offenbar  eigentlich 

*i  <y .  ■+■  *x )  h-  *»(y>  -*-  *  2)  •+-  ^i(y »  -+-Oh  h  *«(y»  *«) 

~  A -t  m  ,  -f-  i -3        k,  u ,  H  H  X,i»w*  ' 

und  der  in  der  Bestimmung 

*i.yt  -h  *»y»  -t-  *,y,  -t-  h  *»y« 

Ä         ^ !  W  ,       ^2  Ws  -H  A  ,  M  ,  H  h  XwWm 

von  «r  steckende  Fehler  ist  daher  augenscheinlich 

ly ,  -+-  Äy3  -h  Ay ,  -F-  . . .  -f-  Xwf» 
-4-  

Die  Coefficienten 

^IJ  ^ ti  ^4>  •  *  •  ^» 

sind  allerdings  ganz  willkührlich;  jedoch  hat  man  des  Folgenden 
wegen  zu  beachten,  dass  man  den  absoluten  Werth  keines  dersel- 
ben grösser  als  die  Einheit  anzunehmen  braucht,  weil  es,  um  dies 
in  allen  Fällen  zu  bewirken,  bloss  nötbig  ist,  dass  man  alle  Coef- 
ficienten  durch  den  absoluten  Werth  desjenigen  uuter  ihnen,  wel- 
cher den  grössten  absoluten  Werth  hat,  dividirt,  wodurch  der 
WTerth  von  a  und  des  in  demselben  steckenden  Fehlers  offenbar 
gar  keine  Aenderung  erleidet. 

Bei  der  absoluten  Dnkenntoiss,  in  welcher  man  sich  rücksicht- 
lich der  Fehler 

•  ■ 

*i>  *a*  *i>  *4»  •  •  •  •** 

befindet,  kann  man  nun,  um  die  willkührlichen  Coefficienten 

^1»  ^j>.  ^4>  •  •  • 

auf  die  vortbeilhafteste  Weise  zu  bestimmen,  offenbar  nichts  weiter 
thun,  als  dass  man  dieselben  so  zu  bestimmen  sucht,  dass  der  ab- 
solute Werth  des  Nenners  des  Bruchs 

Xyi  -f-Ayt  +      _-t-  •  •  •  -fr-  kntn 
Xi«i  -+-  k2u3  -i-ijU,  h  .  -h  knUn' 

I 

durch  welchen  der  in  der  Bestimmung 

a  k,y t  -f-  k2y,     ktt/j  H  .  -f-  k„yn 

von  a  steckende  Fehler  im  Allgemeinen  ausgedrückt  wird,  seinen, 
grössten  Werth  erhält.  Dies  erreicht  man  aber  dadurch ,  dass  man 
die  in  Rede  stehenden  Coefficienten  so  bestimmt,  dass  der  Nenner 

klul  -f- -t-  . . .  -f-*«** 
io  die  Summe  der  absoluten  Werthc  der  Grössen 

»  * 

Wl>  ÄJ}  *4J 
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übergeht,  d.  Ii.  man  muss  für 

/*a,  A-s .  kAi  .  . .  Icn 
die  Grösse  •+-  l  oder  —  1  setzen,  je  nachdem  die  Grössen 

**H  *»?  **4>  •  •  •  *'n 

positiv  oder  negativ  sind,  wobei  zugleich  erhellet,  dass  wenn  man 
dies  tbut,  auch  der  absolute  Werth  des  Zählers 

nie  die  Summe  der  absoluten  Wcrthc  der  Grössen 

d.  h.  das  Maximum,  welches  dieser  absolute  Werth  überhaupt  er- 
reichen kann  °),  übersteigt.  Wendet  man  also  jetzt  die  Bezeich- 
nung, deren  Bedeutung  im  vorigen  Paragraphen  ausfuhrlich  erklärt 
worden  ist,  an;  so  lietcrt  wcgcu  der  oben  bewiesenen  Gleichung 

__  *»yt  -t-  *ay»  -M',y,  -i  h  *«y« 

w,  -+-  i'7y-2  n  **** 


offenbar  dir  Formel 


die  vortheilhaftestc  Bestimmung  von  nr,  so  weit  sich  wenigstens  bei 
der  völligen  Unkenntniss ,  in  welcher  man  sieb  rücksicotlicb  der 
Werthe  der  Fehler 


f Ii    **1    C»l    *4*  •  •  •  f 


befindet,  hierüber  urtheilen  lässt,  und  für  y  erhält  man  nun  den 
genäherten  Ausdruck 

•*yi 

y=  sä;  "> 

oder,  wenn 

gesetzt  wird,  den  Ausdruck 

Wäre  überhaupt  »=1,  also  yz=.a,  d.  h.  y  eine  constante 
Grösse,  wenigstens  näherungsweise.,  so  wäre  oflenbar 

Sv„  =  », 

und  folglich     =  also 

y — *  n 

d.  i.,  weil  in  diesem  Falle  offeubar 

_ 

*)  Wo  man  fest  ui  halten  bat,  dass  nach  dem  Obigen  in  allen  Fällen  der 
absolute  Werth  keines  der  Coeflicieuteii  X,,  Xt,  X,,  X  4,  . . .  X«  grosser 
als  die  Einheit  angenommen  zu  werden  braucht. 
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-y*  =  y.  -+-  y  *    y  >  -J-  y«  -+-  •  •  -r-y„ 

ist. 

„  _  y»-Hy*-fr-y«  -t-y«H  fr-y» 

wodurch  wir  also  in  dem  vorliegenden  Falle  unmittelbar  auf  das 
bekannte  Princip  des  arithmetischen  Mittels,  dessen  man  sich  in 
den  Naturwissenschaften  so  häufig  bedient,  geführt  werden. 
Wir  wollen  jetzt  in  völliger  Genauigkeit 

y=«'  -yn-r-Ay, 

also 

* 

* 

'  Ay=y—  -y» 

setzen,  und  wollen  die  den  Werthon 

•^"i  i  & 3,  ,t3  ,  .zr4, . .  .  acn 

von  <r  entsprechenden  Werthc  von  Ay,  die  8'cn>  wc'l  mtrn  die  den 
in  Hede  stehenden  Werthen  von  a:  entsprechenden  Werthe  von  y 
und  tt  kennt,  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  von  Ay  jederzeit  be- 
rechnen lassen,  respective  durch 

Ayu  Ay»>  Ayt»  Ay4* .  • .  Ay« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grossen  sich  sämmtlieh 
innerhalb  der  Gränzcn  der  unvermeidlichen  Beobachtun^sfehler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Cocfficienten  «,  b, 
c,  ...  .j  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung 

setzen.    Halten  sich  nber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobacbtuogs- 
febler,  so  muss  man  weiter  das  folgende  Verfahren  einschlugen. 
Weil 

y  =  au  -fr-  bv  -fr-  ctff  -fr-  dx  -fr-  .  .  . . 
ist,  so  ist  offenbar 

-V*  =  a  -fr-  b  Zv»  -\-c2wn  -fr-  U  2%H  -fr-  , 

und  folglich,  wenn  man 

v  =  u>  ^'„-fr-A",  , 
to  =  u'  2te>„  -fr-  A^j 
*  =  nf  2xn  -fr-  A*< 
u.  s.  w. 

setzt,  da  offenbar  jederzeit 

2vH  =  &vH, 

also  nach  dem  Obigen 

u'—u„  =  u'Stfn  =r  n 

ist, 

Ay = ^  A^-r- c  &te-\-  d  ^\  3  -fr- ...  • 
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Die  den  Werthcn 

x2 ,  .t,  ,  or4,  ....  • 

von  e ii tspre cli enden  Werthe  von  &v,  A«S  As»  .  .  .  welche  wir 
rcspcclive  durch 

A^n  A'V  A''n  Ap4»  •  •  •  A«'«i 

A^i»  A'^  A«'!»  A**«»  •  •  •  A"'«; 
A*m  A*»>  A*i>  A*4>  •  •  •  A*«> 

u.  s.  w. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

A»==  v  —  s/üfrn, 

A«>  =1/'  —  tf^iün, 

A* = *  — 

u.  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

Ay  =  ^Ar'  H-  ^A"'  ■+■  ''A*  H-  

jetzt  offenbar  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  auwenden,  welches 
wir  vorher  auf  die  Gleichung 

y  =  au  -+-  lv  -f-  cw     </*  -+- 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 

und 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


gesetzt  wird, 

Ay=^Ay^ 

also  näherungsweise 

y  =  «'-y*  -f-  v'2t  fry* 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

Ay=^,Ay«-r-  A'y> 

also 

A8y = Ay — 1  Ay» 

setzen,  und  wollen  die  den  Wcrthcn 

&it  ^tt  x\t  xn  •  •  •  •  x* 
von  x  entsprechenden  Werthe  von  A*y>  die  s,c»  mittelst  des  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respective 
ilurch 
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I 

A*sti>  A*y».  A*y«»  Asy4>  •  •  •  A'y« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlicli 
iunerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtuns/sfebler  hal- 
ten, so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  4, 
c,  rf,  .  .  . .  nicht  weiter  vorzuschreiten,  und  kann  mit  hinreichender 
Annäherung; 

also 

setzen.    Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sä  minilich  innerhalb  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler ,  so 
muss  man  ferner  das  folgende  Verfahren  einschlagen. 
Weil 

Ay=  f/^v  -+-  cfaw  -f-  dfcx  ■+■  . . . . 
isf,  so  ist  offenbar 

zt  Ay*  =     A^«  -r-  c2t  Alf*  -f-     A**  -+-  — > 

und  folglich,  wenn  man 

A*  =  ^iA*--r-Aa*» 

u.  s.  w. 

setzt,  da  offenbar 
also  nach  dem  Obigen 

&Vm  =  t/Sx  &vm  =  A» 

ist, 

A3J/  =  c^»tp  -fr-  </A*a  +  .  .  .  . 
Die  den  Werthen 

von      entsprechenden  Werthe  von  A*1"»  A**>  >  welche  wir  rc 

spective  durch 

A,*,m  A*«>a>  Aa^t»  A'^4,  •  • .  A*«'«; 
A**i»  A***>  A1*.*  A3*4,  •  •  •  A**«; 

u.  s.  w. 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

A*«"  =  Aw  —      i  A^«' 
A»*  =  ^*  — r/J.A*«, 
u.  s.  w. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

• 

Tbeil  II.  4 
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- 

jetzt  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  wir  oben 
uuf  die  Gleichung 

y  =  an  -+-  l*v  -f-  cw  -f-  d%  -f-  .  .  .  . 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 

und 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 



gesetzt  wird, 

also  näherungsweise 

V  =  »'-y«  H-  t^S,  Ay«  -f-  «/^,  A  *y« 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

A*y=«^A'y..-+-A,y> 

also 

A'y=Aay-«^Aay* 

setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 

•^"l  J  »^JJ    «#4>  •  *  •  « 

von  ac  entsprechenden  Werthe  von  A*y»  die  8|ch  mittelst  des  obi- 
gen  Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respective 
durch 

A'y.i  A'y**  A'y«,  A'y^ .  -*A*y« 

bezeichnen.    Findet  man  nun,  duss  diese  Grössen  sich  säinmtlich 
iunerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  hal- 
ten ,  so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Cocflicientcn  «, 
c,  </,....  nicht  weiter  vorzuschreiten ,  und  kann  mit  hinreichender 
Anuäherung 

A,y="^\A3y*> 

also 

y  —  u'2yn      v'St  Ay»     ^ Ab- 
setzen.   Halten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Bcobachtungs- 
fehler,  so  muss  man  weiter  auf  folgende  Art  verfahren. 
Weil 

Aay=cA*"'-r-  </A**h- 

ist,  so  ist  offenbar 

2*  A'y«  =  c27k>Wn  d£,A'*» 


•  •  •  .J 
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und  folglich,  wenn 


A1*  =  «''^,A'*»-T-A,*. 
II.  s.  w. 

< 

setzt,  da  offenbar 

■ 

also  Dach  dem  Obigen 
i«. 

A'y=:rfAB*-l-  

Die  den  Werthen 

von  entsprechenden  Werthe  von  A**»  •  •  welche  wir  respective 
durch  « 

A**i>  A***,  A*3,,  A'*«>  •  •  •  A'*«; 

u.  s.  w. 

■ 

bezeichnen  wollen,  kann  man  mittelst  der  Formeln 

U.  8.  W. 

jederzeit  berechnen,  und  kann  also  auf  die  Gleichung 

A*y  =  ^A,*-r-  

jetzt  wieder  ganz  dasselbe  Verfahren  anwenden,  welches  wir  oben 
auf  die  Gleichung 

y=au-+-Lv  +  cw-*-dx-\-  .... 

angewandt  haben.    Wir  werden  nämlich 

und 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

 tf.A**« 

gesetzt  wird, 

A'y^'^A'y», 

also  näherungsweise 

y  =  u'Zy»  -f- 1/ v,  Ay*  4- AV«  -t-  A'y« 

setzen. 

In  völliger  Genauigkeit  wollen  wir  nun  aber 

A'y=^,A,y«-r-A4y, 
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A'y^A'y-^.A^« 

setzen,  und  wollen  die  den  Wertben 

von  .r  entsprechenden  WertUe  von  &*y,  die  sich  mittelst  des  obi- 
gen Ausdrucks  dieser  Grösse  immer  berechnen  lassen,  respective 
durch 

AVp  A4ys>  A4y>^        - .  •  A4y« 

bezeichnen.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich 
innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beolmchtungsfehler  hal- 
ten .  so  braucht  man  mit  der  Bestimmung  der  Coefficienten  by 
r,  nicht  weiter  voriuschreiteo ,  und  kanu  mit  hinreichender 

Annäherung 

A,y  =  *'-2iA\y«> 

also 

y  =  u'Zy„  +  t>'2lhy„  +  w'2i\*yn-+-z'2th*yn  * 

setzen.  Hulten  sich  aber  die  in  Rede  stehenden  Grössen  nicht 
sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungs- 
fehler,  so  muss  man  wieder  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  oben 
anwenden,  und  auf  diese  Art  überhaupt  immer  weiter  gehen,  bis 
man  auf  eine  Reihe  von  Grössen  von  der  Form 

AOTy,,  bry„  A"*yn  AMy  A-y* 

kommt,  die  sich  sämmtlich  innerhalb  der  Granzen  der  unvermeid- 
lichen Beobachtuugstehler  halten. 

§.5. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptmomente  der  vorhergehenden  Inter- 
polationsmethode hier  nochmals  in  der  Kürze  übersichtlich  zusam- 
menfassen, ohne  die  Erklärung  der  Bedeutung  der  gebrauchten 
Symbole  zu  wiederholen. 

1.  Angenommen  wird,  dass  die  Function  y  sich  in  eine  con- 
vergirende  Reihe  von  der  Form 

y  =  ou  -f-  ttv  -f-  cto     tlx  — f-  .... 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Wertben 

der  veränderlichen  Grösse  &y  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  «,  t\  w,      .  .  .  ,  abhängen,  entsprechenden  Wertbe 

Vx>     yi>  y4>  —  y« 

der  Function  y  gegeben  sind. 

2.  Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  u'  mit- 
telst der  Formel 


und  die  Grössen 

Ay.»  Ay*>  Ay»,  Ay4> .  .  Ay» 

mittelst  der  Formel 
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Ay=y-  «-y*. 

indem  man  in  derselben  für  a:  nnch  und  nach 

• 

setzt  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sieb  sämmtlich  inner- 
halb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Bcobachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  —  u'2yn 

setzen. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grösseu  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Bcob- 
achtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  und  v'  mittelst  der 
Formeln 

und  die  Grössen 

A*y.»  A'y.»  A'y.»  Aay«>  •  •  •  A'y« 

mittelst  der  Formel 

A*y = Ay  —    1  Ay«> 

iudem  man  in  derselben  für  x  nach  und  nach 

t 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner, 
halb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 


y  =  u'Zyn  -h  &y„ 

setzen. 

4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  siel 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
aehtungsfehler  halten,  so  bestimme  man  faw,  UDt*  m'tte'8' 

der  Formeln 

h!C=U>—  tSZWn,  A * *>  =  A"  —        1 A^«>       =  TQ^Wn 

und  die  Grösseu 

A*y.>  A'y».  A*y.>  A'y*, .  •  •  A'y» 

mittelst  der  Formel 

A,y=A'y-*^»Asy«> 

indem  man  in  derselben  für  a:  nach  und  nach 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beohachtungsfehler  halten, 
so  kaun  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y = i*2yH  -+-  t/2t  Ay«  H-  «^*,  Aay« 

setzen. 
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5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  säinmtlich  innerhalb  der  G ranzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
nchtungsfehlcr  halten,  so  bestimme  man  fax,  fa*x,  fa'x  und  x'  mit- 
telst der  Formeln 

fax  =  z  —  v2x„,  fa+x^zfax  —  t/S^x»,  fa'x  =  fa*x  —  */2tfa*xmy 
und  die  Grössen 

A4y*>  A4y»>  AVa>  AV4> . . .  fa*y* 

mittelst  der  Formel 

fa*y=faty-x'2tfa>ym, 

indem  man  in  derselben  für  ar  nach  und  nach 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  sich  diese  Grössen  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfebler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  —  u'2yN  -4-  t/Z.fayn  -+-  u/2%fa*yn  -h  »'S, Ab- 
setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gaben  kaun,  ist  klar. 

§.6. 

Auf  die  vorhergehende  Weise  lehrt  Herr  Moigno  a.  o.  O. 
nach  Cauchy  die  Anordnung  der  Rechnung.  Man  könnte  aber, 
wie  es  uns  scheint,  auch  auf  folgende  Art  verfahren,  wobei  wir 
bemerken,  dass  nach  dem  Obigen,  wie  leicht  erhellet, 

U.  8.  W. 

ist. 

1.  Angenommen  wird  wieder,  dass  die  Functiou  y  sich  in  eine 
convergirende  Reihe  von  der  Form 

y  =z  tm-\-  bv     cw  -\-  dx  -\-  .... 

entwickeln  lässt,  und  dass  die  den  n  gegebenen  Werthen 

der  .veränderlichen  Grösse  .r,  von  welcher  die  Function  y  und  die 
Functionen  v,  v,  «>,  x,  .  .  .  .  abhängen,  entsprechenden  Werthc 

t/i>  y*,  yi-  y4»  y« 

der  Function  y  gegeben  sind. 
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2.  Dies  vorausgesetzt,  bestimme  man  zuerst  die  Grösse  u  mit- 
telst der  Formel 

•  =  5S.' 

und  die  Grössen 

Ay.>  Ay»  Ay»>  Ay«»  •  •  •  Ay« 

mittelst  der  Formel 

Ay=y— ««, 

indem  man  in  derselben  für      nach  und  nach 

OC j ,  «^»j  <2%»  •  •  •  ^ n 

setzt.  Findet  man  nun,  dass  diese  Grössen  sich  sämintiich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unveränderlichen  Beobnchtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y= 


setzen. 

3.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfehler halten,  so  bestimme  man  \r  und  I»  mittelst  der 
Formeln 

und  die  Grössen 

A*yi»  Aaya»  A'y.»  A'y«»  •  •  A'y« 

mittelst  der  Formel 

A'y=Ay— 

indem  man  in  derselben  für  x  nach  und  nach 

<3?|,  «2?  2 i  <2Tj,  »Z^4,  •  •  • 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämnttlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobucbtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Genauigkeit 

<•  y  =  au-+-  b\v 

setzen. 

*  4.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
achtungsfebler  halten,  so  bestimme  man  A*S  A*«'  c  mittelst 
der  Formeln 

and  die  Grössen 

I 

A'yu  A'ya>  A'y,,  A'y  AV/« 

mittelst  der  Formel 

A'y  =  AJy-<A3'", 
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indem  man  in  derselben  für  a:  nach  und  nach 

1  »  "^4J  •  •  •  •  " 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grössen  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobnchtungsfebler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =  au-+-  bfcv  -f-  cfa%w 

* 

setzen.  • 

5.  Findet  man  aber,  dass  die  in  Rede  stehenden  Grössen  sich 
nicht  sämmtlich  innerhalb  der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beob- 
aclitungsfehler  halten,  so  bestimme  man  A*>  A**«  A'*  una*  mit' 
telst  der  Formeln 

A*=*— Aa*=A*-        A",  A  *=A**— A**n 

und  die  Grösseu 

A4y.>  A4y„  A4y.»  Ä4y*>  • .  •  A4y* 

mittelst  der  Formel 

A4y=A,y-^A,*) 

indem  man  in  derselben  für  or  nach  und  nach 

setzt.  Findet  man  dann,  dass  diese  Grösseu  sich  sämmtlich  inner- 
halb der  Gränzen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  halten, 
so  kann  man  mit  hinreichender  Annäherung 

y  =z  au     h -+-  c&  *  w  -f-     1  x 

setzen. 

6.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  liegt 
deutlich  vor  Augen. 

Die  beste  Art  der  Ausführung  der  nöthigen  Rechnungen  und 
manche  Abkürzungen  bei  denselben  werden  sich  einem  Jeden  leicht 
von  selbst  darbieten,  weshalb  wir  hier  darüber  der  Kürze  wegen 
nichts  weifer  sagen.  Häufig  wird  man  insbesondere  schon  vorher 
berechnete  Grössen  bei  den  folgenden  Rechnungen  wieder  in  An- 
wendung bringen  können. 

§  r 

Bei  weitläufigen  Rechnungen  ist  es  immer  nöthig,  wenigstens 
im  höchsten  Grade  vorteilhaft,  im  Besitze  vou  Bedingungsgleichun- 

gen  zu  sein,  mit  deren  Hülfe  man  die  Richtigkeit  der  geführten 
ecbuung  prüfen  kann.    Solche  Bedingungsgleichungen  lassen  sich 
aber  aus  dem  Vorhergehenden  eine  grössere  Anzahl  ohne  Schwie- 
rigkeit herleiten,  wobei  man  nur  immer  die  den  gebrauchten  Sym- 
bolen beigelegte  Bedeutung  wohl  vor  Augen  zu  behalten  hat. 
Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  zuvörderst 
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ist,  so  ist  offenbar 
und  folglich 

£VÄ  =  1 . 
Weil  ferner  nach  dein  Obigen 

A*=0  — 
A*7  =  w  —  ti'2tnH, 

U.  8.  W. 

ist,  so  ist  offenbar 

~A*«  =  — 

U.  S.  W. 

Wegen  der  Gleichung 


ist  aber  offen her 

und  folglicb,  weil  augenscheinlich  2uH  =  SttH  ist, 
also  nach  den  Vorhergehenden 

2&vn  =  0,  2Aw«=o,  ^A*«  =  o, . 

Nach  dein  Obigen  ist  ferner 

j  &v_ 

also  offenbar 

d.  i.  nach  deai  Vorhergehenden 

St/H  =  Oy  St*mz=l. 

Weil  nun 

A*«*  =  A»  —  A*"«» 

Aa*=A*-^iA^, 

o.  s.  w. 

ist,  so  ist  offenbar 

~A**« = -A*»  -  A»«> 


58 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

Sfrw*  =  0,  SfrMn  =  0,  

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Gleichungen 

frwn  =  2,  A*>«  —     v  '„2,  A"V 
2,  A'*«  =     A*«  -  ^«2,  A*«> 

U.  8.  W.. 

■ 

Wegen  der  Gleichung 

1  A£_ 

v  — S.Ac« 

ist  aber  offenbar 

und  folglich,  weil  augenscheinlich  .2,^0«=  «V.A"« 

also  nach  dem  Vorhergehenden  • 

2ttfwm  =  0,  S.A'»«^,  

Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

also  offenbar 

JA»«*  ^A't*«   v    ,  SaA'«*» 

d.  i.  nach  dem  Vorhergeheoden 

Weil  nun 

U.  8.  W. 

ist,  so  ist  offenbar 

u.  s.  w.  4 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

v^»ÄW==0,  

Ferner  ergiebt  sich  ans  den  obigen  Gleichungen 

^A1**  =  ~,A'**  - «^-.  A**«> 
u.  s.  w. 

also  nach  dem  Vorhergehenden 
Endlich  erhält  man  auch 
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U.  8.  W.  * 

Wegen  der  Gleichung 


irr 


ist  aber  offenbar 


und  folglieh,  weil  augenscheinlich  2, \*wm  =  Äaiy«  ist, 

also  nach  dem  Vorhergebenden 

-»A,*»  =  °  

Nach  d)em  Obigen  ist  ferner 

also  offenbar 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

Zs'„  =  0,         =  0,  2,s'„  =  0,  =  1. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 
Man  kann  aber  auch  noch  andere  Bedint/sglcicliun^en  lindeu. 
Weil  nämlich  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


Ay=y— **'-y* 

ist,  so  ist  offenbar 

~Ay»  =  2yH  —  ~*,*2yni 
und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

ist, 

Weil  ferner  nach  dem  Obigen 

A*y  =  Ay  —  «^i  Ay« 

ist.  so  ist  offenbar 

«2A'y« = ~ Ay*  —  2i/n2x  Ay*» 
A*y* = -i  Ay»  —  *  ■      Ay« ; 

und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 
ist, 
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Auf  äbn  liebe  Art  ist  uaeb  (fem  Obigen 

A's^A'y-^.A-*.. 

und  folglich 

2,A'y«  =  2,  A'y«  -  2,«^»  A'y« ; 

also  ist,  weil  nach  dem  Obigen 

^Aay»  =  0,  J,Aay»  =  o,  2«/„  =  o,  2,«/„  =  o,  J,^„  =  i 

ist, 

Ferner  ist  nach  dem  Obigeu 

A4y=A,y-^.A,y») 

folglich 

2A4y« =-A*y»  -  5*'AA% 
-^1  A4y«  =  - 1  A'y« — -Si*'»^»  A*y»> 
«2»  A4y«  =   A'y»  ~ -i^iA'y-i 
2,  A4y*  =    A'y«  -        A'y« ; 

ulso,  weil  uaeb  dem  Vorhergehenden 

^A'y«  =  o,  ^,A'sft.=o.  ^A'y^  =  0; 
-2V„ = o,       =o,  2,v«  =  o,       =  i 

ist, 

2AV»=o»  ^A4y«=o,  2,A4y«=o>  2,A4y*  =  o. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar. 

Die  Vortheile,  welche  die  in  diesem  Aufsatze  entwickelte  Inter- 
polationsmethode gewährt,  hier  noch  besonders  aus  einander  zu 
setzen,  halten  wir  für  völlig  überflüssig,  da  dieselben  zu  sehr  ganz 
von  selbst  in  die  Augen  springen.  Jedenfalls  bilden  aber  die  vor- 
her bewiesenen  Bedinguugsgleichuogen  ein  nicht  zu  übersehendes 
Hauptmoment  bei  dieser  schönen  Methode,  die  wir  den  Physikern 
zu  recht  häufiger  und  fleissiger  Anwendung  empfehlen  möchten. 
Auch  hoffen  wir,  wie  schon  im  Eingänge  erwähnt  worden  ist,  bald 
selbst  eine  Anwendung  derselben  auf  einen  wichtigen  physikalischen 
Gegenstand  im  Archive  mittheilen  zu  können. 
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in. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  a2y2+b2x2=a2A2 
auf  einfache  Weise  entwickelt  aus  der  Grund- 
eigenschaft v  +  v=2a. 

Von 

Herrn  Dr.  Fr.  Heincn, 

Directnr  der  Realschule  zu  Düsseldorf. 


Es  seien  in  unten  stehender  Figur  M  der  Mittelpunkt  einer 

P 


Kllipse;  F,  F  ihre  Brennpunkte,  FPz=.  t>,  FPmv'  die  nach 
einem  Punkte  P  derselben  gezogenen  Leitstrahlen,  das  von  P  auf 
die  grosse  Axe  =  2«r  gefällte  Perpendikel  PQ  ~  y ,  das  Stück 

Mfi  der  grossen  Axe  =  a: ,  und  AfF=  MFzzzVa* —  6*z=ze. 
Alsdann  ist 

PF1  —  FQ%  =  PF*  —  FQ\ 
oder  PF2  —  PF*  =  FQ?  —  FQ*, 
oder  *>*—«/*  =  (e  -f-  &)* — (« —  ar)', 
oder  (tf-f-t/)  (f  —  f/j  =  \e  . 
also,  weil  e> 2*  ist,  (1) 


f  — 1/  = 


Aus  (1)  und  (2)  folgt  o  =  *H-^.  (3) 
Es  ist  aber  auch  FP=  V F(P  -+-  QP1 


oder  v  =  V{e-^a:)1  -hya 
mithin  wegen  (3)  und  (4) 


(4) 
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-4-.^r-  =  *a  •+-  r'  va 

oder,  weoii  man  a2  —  6*  statt       setzt  und  reduzirt 


IV. 

Trigonometrische  Auflösung  der  in  Bd.  I.  Heft  2. 
S.  219  behandelten  Aufgabe;  und  über  eine  Be- 
ziehung, welche  zwischen  vier  Punkten,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  Statt  findet. 

Von 

Herrn  Doctor  A.  R.  Luchterhandt 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Königsberg  in  der  Neumark. 


1. 

Trigonometrische  Auflösung  der  in  Bd.  I.  Heft  2.  8.  219 

behandelten  Aufgabe. 

Es  seien  A  und  D  die  beiden  der  Lage  nach  bekannten  Punkte, 
und  *die  beiden  andern  B  und  C  aus  den  beobachteten  Winkeln 
AB/J=zß,  ABC=:uy  BCD=y  und  ACD=d  ihrer  Lage  nach 
zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  die  Seiten  des  Dreiecks  ABD  nach  beiden 
Seiten  hin  verlängert,  so  wird  die  Ebene  des  Dreiecks  in  7  ge- 
trennte Räume  zerlegt.  Da  nun  im  Allgemeinen  der  Punkt  C —  ab- 
gesehen davon,  dass  er  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ADB,  oder 
deren  Verlängerung  gelegen  ist  —  in  jedem  dieser  Räume  sich  be- 
finden  kann,  so  wären  7  verschiedene  Kalle  im  Einzelnen  zu  be- 
trachten. Dazu  kommt  noch,  dass  der  Punkt  B  auf  der  einen  oder 
der  andern  Seite  der  Linie  AD  liegen  kann.  Um  nun  zu  einer, 
von  der  speciellen  Lage  der  Punkte  B  und  C  unabhängigen,  all- 
gemein trigonometrischen  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  zu  ge- 
langen, ist  es  nothwendiff,  über  die  Richtung,  nach  welcher  hin 
man  die  beobachteten  Winkel  positiv  rechnet,  eine  einfache,  unzwei- 
deutige Bestimmung  zu  machen.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  für 
jeden  dieser  Winkel  einen  Schenkel  als  den  ersten  an  und  denken 
uns  den  Beobachter  in  die  Spitze  desselben,  mit  dem  Gesiebte  nach 
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der  Oeffnung  gestellt;  liegt  alsdann  de/  andere  Schenkel  zur  lin- 
ken Hand,  so  soll  der  Winkel  positiv,  gegentheil*  negativ  genom- 
men werden.    Es  seien  nun  für  die  Winkel 

ABC=a,  <4BD  =  ß1  BCD  =  y,  AC/J  =  & 

beziehlich  AB,  AB,  BC  und  AC  die  ersten  Schenkel. 

Man  sieht  sogleich,  dass  Alles  darauf  hinausläuft,  eins  der 
Dreiecke  ABD  oder  j4CI)  zu  bestimmen;  wir  wählen  das  erstere, 
nennen  O)  den  Winkel  ADB  und  bemerken ,  dass  derselbe  mit  ß 
stets  gleiches  Zeichen  hat. 

Aus  der  Betrachtung  der  Dreiecke  erhält  man  alsilann  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

AK  sin  y        RC        sin  (a-t-y  —  d)    BD  _  sin  y 

~HD       sin  (y -f-/J)'  AB  sin(y-^cr^~,  BC       sin  (a~\-y  —  ~ßY 

hieraus 

»sin  (y-j^Q          sin  y  sin  (g-4-y —  d) 

sin  y  sin(y  —  d)  sin  («-Hy — ß? 

und  weiter 

 sin  y  sin  (<r     y  —  & ) 

Lot«  V  —  s\nß  sin  (y^fsin  (« -P^T)  ~  Cot»  P- 

Bestimmt  man  noch  den  Hülfswinkel  £  aus  der  Gleichung 

Cote  *  sin  y  sin  (cr-hy-cf)  

^oig  5—  sin  «in  (o-|-y-ef)  sin  /?  ' ^ 

so  wird 

und  aus  (^)  und  (/?)  lässt  sich  nun  $p  ohne  alle  Zweideutigkeit 
linden.  Die  übrigen  Stücke  der  Figur  ergeben  sich  dann  ohne 
Schwierigkeit. 

II. 

lieber  eine  Beziehung,  welche  zwischen  4  Punkten,  die 
in  einer  Ebene  liegen,  statt  findet. 

Sucht  man  die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  vier  Punkte, 
deren  Coordinaten  ar,,  y,,  *, ;  ,ra,  y3,  dr,,y„  xs;  «r4,  y4,  *4 
sind,  in  einer  Ebene  liegen,  so  gelangt  man  bekanntlich  zu  dersel- 
ben, wenn  man  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene: 

Ax  -+-  By-\-  Cx  -f-  D  =  0 

für  die  Coordinaten  a;,  y,  %  nach  einander  die  Coordinaten  der  4 
Punkte  setzt,  also  die  Gleichungen 

Ajcx  -h  Byx  -f-  Cxt  -+-/>  =  <), 
Ax%  H-  Z?y,  -4-  C%%  -h  Z>  =  0, 
4-  Byt  H-       -+-  Z>  =  0, 
AxA  -+-  /?y4      £!s4  H-  Z>  =  0 
bildet   und   aus  denselben  die  Grössen  A,  B,   C,  D  elirainirt. 
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Führt  man  dies  aus,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleich uo ff  zwischen 
den  Coordinatcn  der  gegebenen  4  Punkte,  die  wir  zu  unserem 
Zwecke  unter  die  Form 

—  y»*4)H-(yi*4  —  y4**)-Myi*s  —  y**»)l 
H-«^»l(y«a4— y4»i)  +  (y«*i  —  yi*4)-f-(yi*»  —  y«*i)l 
-+-  ^«{(y»*i  — -yi*2)-r-(yi*4  —  y4*i)-My4*»  — y**4)l 
=  a^Ky**!  —  y.**)4-(y,*,  — y,*,)-4-  (y,*a  — ya*,)l 

bringen.  Nehmen  wir  nun  an ,  dass  «Jus  zum  Grunde  liegende-  Co- 
ordinatensystem  ein  rechtwinkliges  ist  und  betrachten  die  Projectio- 
nen  der  4  Punkte  auf  die  y%  Ebene,  bezeichnen  dieselben  mit 
(1),  (2),  (3),  (4)  und  setzen  voraus,  dass  (4)  derjenige  Punkt  sei, 
welcher  innerhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks 
Ä(1  2  3)  liegt,  so  kann  man  nach  bekannten  Sätzen  die  obige 
>  Gleichung  auch  so  ausdrücken:  # 

A(2  3  4)-t-.r,  A(13  4)4-^,  A(l  2  4)  =  .r4  AO  *  3) . . .  (1) 

oder  wenn  man  bedenkt,  dass  * 

A(2  3  4)  +  A(l  3  4)  +  AO  2  4)  =  A(l  2  3) 

ist,  auch  folgendermaßen: 

-*4)A(*  3  4)-K*,-.r4)Aa  3  4)-H^,-^4)A(l  *  4)=0...(2) 

Nennen  wir  nun  den  Punkt,  welcher  innerhalb  des  von  den 
drei  anderen  Punkten  gebildeten  Dreiecks  liegt,  den  inneren  Punkt, 
so  können  wir  den  in  der  Gleichung  (1)  in  analytischem  Gewände 
ausgedrückten  Satz  also  aussprechen: 

Wenn  man  drei  Punkte  und  einen  innern  derselben 
auf  eine  beliebige  Ebene  projicirt,  und  sich  die  Pyrami- 
den gebildet  denkt,  welche  einen  der  gegebenen  Punkte 
und  die  Projectionen  der  drei  anderen  zu  Eckpunkten 
haben,  so  ist  diejenige  Pyramide,  welche  den  inneren 
Punkt  zu  einem  Eckpunkte  hat,  gleich  4er  Summe  der 
drei  anderen  Pyramiden. 
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V. 

lieber  einen  Lehrsatz  aus  der  Wahrscheinlich 

keitsreclinimg. 

Von 

Horm  Doctor  Ä,  R.  Luchterhamlt 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Königsberg  in  «ler  Neumark. 


-  Poisson  giebt  iu  seinem  Lelirbucbc  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, S.  31  nach  der  Uebersetzung  von  Schnuse,  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit J7f  aus  einer  Urne,  in  der  ursprünglich  n  weisse  und 
b  schwarze  Kugeln  enthalten  sind,  in  fi  Ziehungen  m  weisse  und 
n  schwarze  Kugeln  in  einer  beliebigen  Ordnung  zu  ziehen ,  wenn 
die  jedes  Mal  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die  Urne  zurück- 
gelegt wird,  den  Ausdruck: 

n_     1  . 2 . 3  .♦.../*♦  1 .2 . 3  a .  I .  2  . 3 . .  ..£.1.2.3  (c  —  fi) 

1.2.3  m. 1.2.3  ft.1.2.3  c~.\ .2.3  (a—tn)  1.2.3....(£— n) 

^fi(fx  —  i)  fr*  — 2)  (*»-f-l) 

l*2«3....*«9t 

a(a  —  1)  (ff  — 2)  (o~m+  1)^—1)  (/*  —  2)  (&  —  n+\) 

X  c(c-l)(r-2)  (c-^-f-l) 

worin  c  =  <ar-r-6  gesetzt  ist. 

Ks  heisst  dann  ebendaselbst  in  der  Note:  ,,Nach  /u-  Ziehungen 
von  m  weissen  und  n  schwarzen  Kugeln  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, bei  einem  neuen  Versuche  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen,  von 

den  Zahlen  m  und  tt  abhäugig  und  =     ,  wo  a  =  a  —  m  und 

r'rrrc  —  («*  +  *»)•  Aber  für  eine  Person,  welche  bloss  wüsste,  dass 
aus  der  Urne  fi  Kugeln  gezogen  sind,  aber  nicht,  wie  viele  weisse 
uod  wie  viele  schwarze,  wäre  die  Wahrscheinlichkeit  des  ^ug«'» 
einer  weissen  Kugel  bei  einem  neuen  Versuche  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit -p-  sehr  verschieden ,  und  nach  einer  uns  eben  von 

F.  Mondesir,  ehemaligem  Schüler  der  Ecole  Polytcohnique,  mitge- 
teilten Bemerkung  ist  die  in  Rede  stehende  Wahrscheinlichkeit 
von  den  Zahlen  m  und  n  unabhängig  und  wie  vor  den  Ziehungen 

=  — ."      Poisson   bemerkt  dann  ferner,   dass  Mondesir  in  dem 
c 

Journal  der  Mathematik  von  Liouville  den  allgemeinen  Beweis  für 
diese  Behauptung  bekannt  machen  werde. 

IL  5 
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Da  nun  gewiss  vielen  Lesern  des  Archivs,  gleich  mir,  das 
.luurual  vod  Liouvillc  nicht  zu  Gebote  steht,  so  halte  ich  es  nicht 
für  unangemessen,  hier  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  obi- 
gen Behauptung  mitzutheilcn. 

Jemand,  der  überhaupt  nur  weiss,  duss  aus  einer  Urne  mit  a 
weissen  und  b  schwarzen  Kugeln  /*  Ziehungen  stattgefunden  ha- 
ben, und  dass  keine  der  gezogenen  Kugeln  in  die  Urne  zurückge- 
legt wurde,  kann  offenbar  nur  folgende  -r~  1  Voraussetzungen 
über  das  Herausgekoromensein  von  weissen  und  schwarzen  Kugeln 
machen.  Ks  sind  nämlich  entweder  f*  weisse  und  keine  schwarze, 
oder  /u — 1  weisse  und  1  schwarze  oder  fi — 2  weisse  und  2  schwarze 

 oder  endlich  keine  weisse  und  fi  schwarze  Kugeln  gezogen 

worden.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  einer  dieser  halle  stattge- 
funden habe,  bestimmt  sich  nach  der  obigen  Formel,  wenn  man 
darin  für  m  und  n  die  entsprechenden  Werthc  setzt.  So  giebt  die- 
selbe für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  fi  =z  m  -i-  n  Ziehungen  3 
weisse,  und  folglich  fi  —  3  schwarze  Kugeln  gezogen  worden  sind, 
wenn  man  m  =  3  und  n  =  fi  —  3  setzt,  den  Ausdruck: 

SK°} —         1.2.3  lf*-<f) 

g(g-l)(a-2),..,(g-(f+l)^-l)^-2)  (b—p  +  d-t-l) 

X  c{c-l)  (c-2)  {c-ft+l)  " 

Wenn  das  Ereigniss,  dem  diese  Wahrscheinlichkeit  entspricht, 
eingetroffen  wäre,  so  blieben  in  der  Urne  überhaupt  fi — c  Kugeln, 
und  darunter  a  —  3  weisse,  und  es  wird  folglich  die  Wahrschein- 
lichkeit, bei  einem  ueuen  Zuge  eine  weisse  Kugel  zu  erhalten, 
durch  den  Quotienten 

a—d 

C  —fi 

ausgedrückt.  Die  Wahrscheinlichkeit  H'(3),  dass  diese  beiden  Er- 
eignisse zugleich  eintreffen,  bestimmt  sich  bekanntlich  durch  das 
Product  der  Wahrscheinlichkeiten  der1  einzelnen  Ereignisse,  und  ist 
demnach 


11  l°J—        1.2.3  {fx  —  tf) 

a(a-\)  (g-2)....(«-cT)  h(h-\)  (A-^-f  J+l) 

r(e-l)  (r-2)  (c-p) 


Setzt  man  nun  hierin  nach  einander  3—fi,  (i  —  1,  (i  —  2.... 2,  1,0 
und  nimmt  die  Summe  dieser  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich  offenbar 
der  Ausdruck  für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  die  wir  mit  W 
bezeichnen  wollen,  und  es  ist  also: 

w=  n\p)  +  n'tfi  - 1)  -f  -  n'(ti  -  2)  -+-  -h/^i)-*-  /T(0). 

Bevor  wir  nun  die  Werlhe  der  JI'  einsetzen,  wollen  wir  noch 
bemerken,  dass  die  Formel  {^4)  für  3z=zfi  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar ist,  und  dass  man  in  diesem  Falle  für  die  beiden  darin 
vorkommenden  Ausdrücke 
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die  Einheit  nehmen  inuss.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  mau  nun, 
unter  Absonderung  des  gemeinschaftlichen  Factors 

Mf  ,  a  

lw  —      — 1)  (c  —  2)....(c  —  ft)' 

für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  W  den  Ausdruck 
W=M\{a— 1)  («—2)  (o— 2)....(a-fArhl)6 

(«  - 1 )  («  -  *)  (•  -  /*  -h  *>  *<*  - 1) 

^7^^~2)  (« -  0  (*-2) . . . . («-/M-3)  4(4-1)  (A-2) 


+  1)  4(4  —  1)  .(//  —  |*-r-2) 

-+-4(4-  1)  (£-2)  — 

Bedenkt  man  nun,  dass  für  a-\-ß  =  y  die  bekannte,  auch  von 
Poisson  a.  a.  0.  erwähnte  Relation 

/tr-iHr— 2)  (r-iM-i)=a(«-i)  («-2)  («— /*-r-i) 

H-/*«(a-l)  (a-2) ....  (a-/u-+-2)/J 

- 


+  ^(£-1)  (0-2)  (/?-^  +  2) 

+   (ß-f+l) 

statt  findet,  und  dass,  wenn  man  darin  a  =  a  —  1,  /?  =  4,  also 
y  =  «? — 1  setit,  die  rechte  Seite  gleich  der  Grösse  ist,  womit  in 
unserem  Ausdrucke  für  W  die  Grösse  M  zu  multipliciren  ist,  so 
ergiebt  sich 

M  =  M(c  —  1 )  (c  —  2)  (r  -  /u), 

und  wenn  man*  für      seinen  Werth  einsetzt, 


was  bewiesen  werden  sollte. 
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VI. 

Vom  Kapitalismen  der  Zinsen  im  Laufe  des 

Jahres. 

Von 

I 

Herrn  Doctör  Rüde  II 

zu  Rcrlin. 


Ist./;  der  jährliche  Zins  eines  Thalers,  so  nennt  man  r=l-|-/j 
den  Zinsfuss,  und  ein  Kapital  A'  geht  am  Ende  des  Jahres  durch 
das  Hinzutreten  der  Zinsen  in  Ar  üher,  so  dass  man  den  Zinsfuss 
als  denjenigen  Paktor  betrachten  kann,  mit  welchem  man  ein  Ka 
pital  A  zu  uiultipliciren  hat,  um  den  durch  das  Hinzutreten  der 
Zinsen  hervorgegangenen  Werth  desselben  am  Ende  eines  Jahres 
zu  erhalten.  Nach  demselben  Ziusfusse  geht  das  Kapital  Ä"  in  m 
Jahren  in 

(I)     Am  =  Ar» 

über.  Diese  Formel  gilt  zwar  zunächst  nur  für  den  Fall,  wo  die 
Zinsen  am  Ende  eines  jeden  Jahres  zum  Kapitale  geschlagen  und 
für  die  fernere  Dauer  des  Geschäfts  verzinst  werden;  kann  aber 
auch  auf  die  Kapitalisirung  der  Zinsen  jedes  beliebigen  andern 
Zeitintcrvuils  angewandt  werden,  wenn  man  unter  m  die  Au  zahl 
dieser  Intervalle  und  unter  r  den  einem  solchen  Intervalle  zukom- 
menden Vermchrungsfaktor  versteht. 

Nimmt  man  demzufolge  an,  dass  *'  der  ~  jährliche  Vermeh- 

rungsfaktor  ist,  und  dass  das  Kapitalismen  der  Zinsen  von  -J-  zu 

—  Jahre  geschieht,  so  ist  der  entsprechende  jährliche  Vermehrungs- 
faktor 

(2)     r,  =  #'*•. 

Will  man  diesen  mit  dem  Zinsfusse  r  dergestalt  vergleichen,  dass 

die  zu  Grunde  liegenden  Zinsen  beider  der  Zeit  nach  proportional 

r  i 

werden,  so  hat  man  a'=l-\  zu  setzen,  wodurch  sich 

m 

*•       1 .  m 

(9)  r'=(\+'-^-) 

ergiebt. 
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Dieser  Ausdruck  wird,  seit) er  Bedeutung  nach,  offenbar  mit  m 
wachsen,  weil  alsdanu  um  so  öfter  Zins  vou  Zins  genommen  wird; 
um  solches  aber  aus  der  Formel  selbst  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  als  es  unter  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt  geschieht,  und 
zugleich  die  Grenze  des  Wachsthums  zu  finden,  entwickele  man 
den  Ausdruck  rechts  nach  dem  binomischen  Lehrsätze.  Hierdurch 
ergiebt  sich 

r.=1+(r_,H.(1_i)  a-1)   

wo  offenbar  die  Subtruhenden  —-,         —  u.  s.  w.  um  so  klciucr 

tri     m  tH 

werden,  je  grösser  m  wird,  woraus  hervorgeht,  dass  jedes  eiozelue 
Glied  der  Reihe  und  demnach  auch  r  mit  m  zugleich  zunimmt. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Zinsen  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick fällig  und  zum  Kapitale  geschlagen  werden,  so  erhält  man 
offenbar  den  möglich  grössteo  Werth,  den  der  jährliche  Vermch- 
rungsfaktor  zu  erreichen  im  Stande  ist.  In  diesem  Falle  wird  mau 
aber  das  Jahr  in  unendlich  viele  Intervalle  zerlegt  denken  müssen 

12  3 

und  m  =. x  zu  setzen,  -— ,        —  u.  s.  w.  also  als  Null  anzu- 

tn    ni  tn 

sehen  hüben,  so  dass  sich 

(4)   lim  r.=l+(r_l)+L^+^-+J^  +  .... 

ergiebt.  Obgleich  man  aus  der  Analysis  weiss,  dass  für  die  Keihe 
rechts  die  Potenz  er"~1,  wo  e  =  2  ,  7182S1S  .  .  . ,  gesetzt  werden 
kann,  so  mag  die  Entwicklung  dafür,  da  sie  sich  leicht  aus  dem 
vorhergehenden  ergiebt,  hier  nachfolgen. 

Kehrt  man  nämlich  zur  Gleichung  (3)  zurück  und  bringt  die- 
selbe unter  die  Form 

M  191 

^  =  (,+^p,=(1+_i_)-,i 

so  sieht  man,  dass  die  Potenz  rechts  mit  der  in  (3)  übereinstimmt, 

wenn  man  hierin  r — 1  =  1  und  m      -  —  t  setzt.    Da  nun  — — - 

r —  l  r  —  l 

mit  m  zugleich  unendlich  wird,  so  ergiebt  sich  nach  (\) 

■ 

r—l  III 
Hm.  l/V=  2-r-  —  -f-  J-0-5-T-  •  *  •*=•*• 

also  wie  vorher, 

(5)      lim.  r'  =  e'-K 
Ist  jetzt  der  —  jährliche  Vermehrungsfaktor        setzt  man  bei 

demselben  aber  voraus,  dass  zwar  auch  die  Zinsen  alle  —  Jahre 

fällig  werden,  dass  dieselben  jedoch  bis  zu  Ende  des  Jahres  nur 
in  einfacher  Verzinsung  genutzt  werden  können,  so  erhält  man  den 
jährlichen  Vermehrungsfaktor  auf  nachstehendem  Wege : 

Am  Ende  des  ersten  Termins  erhält  man  von  jedem  Thaler 
die  Ziusen  «" — 1;  diese  giebt,  nach  der  Voraussetzung  der  ein- 
fachen Verzinsung  bis  zu  Knde  des  Jahres,  für  die  noch  übrigen 
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*»—  1  Termine  (*>  — 1)  (#"  —  l)3  Zinsen,  so  dass  also  die  Zinsen 
eines  Thalers  mit  ihren  Zinseszinscu 

für  deu  lteu  Termin  —  1  +  (*»  —  1)  (#"—!)»,  ebenso 

-  -    2ten      -       .       s»  —  l  +  {m-2)  (#"-!)«, 

-  -    3ten      -       .  .  .         1  +         3)  (#"  —  1)', 

-  -    4ten      -      .  .  .     —  1+0»  —  4)  (*"  — 

u.  s.  w. 

betragen.  Also  belaufen  sich  um  Ende  des  Jahres  sämmtliche  Zin- 
sen und  Zwischenzinsen  eines  Thalers  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung auf 

^"-l)-f-|(^-l)-f-(»»-2)-f-(«-3)-f-...-Hl} 
d.  h.  auf 

^-,)ii+'-"f-J)i, 

Fügt  man  daher  zu  diesen  Zinsen  noch  1  hinzu,  so  ergicbt  sieh 
für  den  jährliehen  Vernich rungsfaktor  r,  die  Gleichung 

(6)    r;  =  l+W(i"-l)  )\-hlM-»«'-\ 

r  —  1  1 
Nimmt  mau  *"=lH  ,  d.  h.   werden   wiederum  die  — 

m.  m 
jährlichen  Zinsen  den  dem  Zinsfnsse  r  entsprechenden  jährlichen 

Zinsen  der  Zeit  nach  proportional  gesetzt,  so  erhält  man  statt  der 

letzten  Gleichung  die  Formel 

(7)  r"  =  r  +  l(\-±)  (r-l)\ 

welcher  Ausdruck  mit  m  zugleich  wächst,  und  für  «t  =  oo 

(8)    lim  r"=  i(r»  +  l) 

giebt. 

Vergleicht  man  den  Werth  von  r"  mit  der  oben  für  r*  gefun- 
denen Reihe .  so  sieht  man ,  dass  jener  Werth  die  beiden  ersten 
Glieder  dieser  Reihe  bildet  ^  und  also  beide  Vermehruugsfnktorcn 
nur  wenig  von  einander  abweichen  werden,  und  zwar  um  so  weni- 
ger, je  kleiner  der  zu  Grunde  gelegte  Zinsfuss  r  angenommen 
wird.  —  Für  jeden  beliebigen  Zinsfuss  r  werden  aber  beide  Ver- 
mebrungsfaktoreu  r'  und  r"  einander  gleich,  wenn  man  m  =  2 

setzt,  weil  alsdann  r'  =  r +  |(r  —  1)'  =(^^)'  ==(l 

wird.  Diese  Gleichheit  hat  darin  ihren  Grund,  dass  sich  für  diesen 
Fall  r1  und  r"  ihrer  Bedeutung  nach  gar  nicht  von  einander  unter- 
scheiden, indem  beid"  daraus  hervorgehen,  dass  die  Zinsen  eines 
Thalers  vom  ersten  halbeu  Jahre  während  der  zweiten  Hälfte  des 
Jahres  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

Soll  umgekehrt  der  ~  jährliche  Vermehruugsfaktor  gcfuudeu 

werden,  wenn  der  jährliehe  gegeben  ist,  und  die  Zinsen  von  Ter- 
min zu  Termin  kapitalisirt  werden  sollen,  so  ist  die  Gleichung  (2) 
nach  $'  aufzulösen,  wodurch  man 
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(9)   #*  =  {/r 
erhall,  wenn  man  r  statt  r,  setzt.    Hieraus  folgt  aber 

m 

—  1  =  V/l-+-(r— 1)  —  1 

=       ^  —  -L(l-l)  (r_l)»+l(l_I)  (2  —  -)  (r-l)'  — .. 

r  i  j 

also,  bei  der  Kleinheit  von  r  — 1,  K  — — ,  d.  b.  die  —  jähr- 
lichen Zinsen  sind  in  diesem  Falle  kleiner  als  die  dem  Zinsfgssc  r 
zugehörigen  Zinsen  für  dieselbe  Zeit. 

Will  man  statt  der  Formel  (9)  einen  hinlänglich  genauen  Nähe- 
rungswertb  ohne  Wurzelzeichen  setzen,  so  nehme  man 


a.r 


wo  x  eine  sehr  kleine  Quantität  bezeichnet,  a  uud  b  aber  derge- 
stalt bestimmt  werden  sollen,  dass  der  angenommenen  Gleichung 
so  viel  als  möglich  Genüge  geleistet  werden ,  und  das  Zeichen  = 
andeuten  soll,  dass  nur  von  einer  Annäherung  die  Rede  ist.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sieb 

i-h^= (riS*1 =(l-*- a^m  <l öj:)~m 

=  \^m{a-b)x^(^^a*-m*ab+^-^b*)a:*  +  .... 

Bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  ac  wird  man  ulso  der  Wahr- 
heit am  nächsten  komoien,  wenn 

m(a  —  h)  =  \  und  — ^ —  a*  —  m*ab  -|  ~ —  b*  =  0 

gesetzt  wird,  weil  dabei  nur  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen 
von  x  unberücksichtigt  bleiben.    Statt  der  zweiten  Gleichung  kann 

man  aber  schreiben  ^ (a  —  b)*  —  («r*  —  b*)  =  0,  d.  h.  mit  Be- 
rücksichtigung der  ersten  Gleichung  a*  —  b*  =  ^  oder  wenn  mau 
durch  a  —  b  =  dividirt ,  a  H-  b  =  1 ,  so  dass  also  a  =  ~~7[~J~ 
und  ä  =       \  folglich 

— _  2*w  -j-  (m  -t- 
2//1     (01  — 

folgt 

Von  der  angenäherten  Richtigkeit  dieser  Gleichung  kann  man 
sich  auch  a  posteriori  überzeugen,  wenn  mau  beide  Seiten  dersel- 
ben nach  Potenzen  von  ac  entwickelt,  wodurch  man 
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(//i-l)  (2/*-l)  * 
24  Km> 


2//t 


(y/i-f-  -  x  w—  1  .  (//<-!)  (w  —  1)  ,.1,, 
(^Z-i^=i  +  (^)  2-  U   4  


(ffl—l)  (IW—  1)  (ffl— 1)  £ 

also  durch  «Subtraktion 

J  r-r—     2//t-t-(y/<-f-1Vt_wa-l    x  2)  ,:£*4 

Kl'f"'r     2wi-4- 12     [m>  24  W 

erhält,  woraus 


r/i 


(10)  V/l-+-^  =  2//^(//|_1)-,  D.ff  <r-7ö-  (-)' 

folgt. 

Will  man  diene  Formel  auf  die  Gleichung  (9)  anwenden,  so  hat 
man  .zr  =  r — 1  zu  setzen,  und  erhält 

<H)    *  =3//,+  (//^lTTr^T)'  D,ft'  <_ 2~  r^T> 

oder 


V-i) 


~    '  2 

Ist  der      jährliche  Yerraehrungsfaktor  aus  dem  gegebenen  jähr- 

liehen  für  den  Fall  zu  finden,  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins 
bis  zum  Schlüsse  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen ,  so  hat 
man  die  Gleichung  (6)  nach  s"  aufzulösen.  Setzt  man  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  wiederum  r  statt  r3,  so  führt  die  ebengeuauntc 
Gleichung  vermittelst  einer  einfachen  Reduktion  auf 

und  giebt  also 

M„     .         _J  ,1/^-0  ,  1 

wo  aber  in  unserm  Falle,  wo  *"^>1,  nur  das  positive  Zeichen  ge- 
nommen werden  darf.    Demzufolge  erhält  man 


(12)    *>'-l=~  {-1+1/1-4-2(1-^)  (r-l)| 
oder  mit  Anweuduog  von  (10),  wenn  «»=2  und  .r=2(l — ^-)(r — '1) 

FW 

gesetzt  und  reducirt  wird. 
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"J  -|  —  (r  —  1) 

r  —  1  '1 
wo         I  <!-^p        die  Ditt".  deshalb  mit  —jri  multiplicirt  ist, 

weil  *"  —  1  diesen  Faktor  hat,  so  dnss  ✓  =  *"  ist. 

Man  kann  diese  Formel  auf  folgendein  kürzern  Wege  finden, 
wenn  man  die  Inkonsequenz  zulassen  will,  für  einen  und  denselben 
Zeitraum  zwei,  wiewohl  nur  sebr  wenig  verschiedene  Vermebrungs- 
faktoren  anzuwenden: 

Ist  s"  der      jährliebe  Vermebrungsfaktor  und  r  der  entspre- 

r  l 

cbende  Zinsfuss,  so  wird  — - —  wenig  verschieden  seiu  von  *' —  1, 

jedenfalls  uls  ein  Näberungswerth  des  letztern  angesehen  werden 
können.    Wird  daher  die  obige  quadratische  Gleichung  auf  die  Form 

r  —  l 


gebracht,  so  kann  mau  rechts  r-  -  statt  *" — 1  setzen,  und  erhält 
daun  für  s"  den  unter  (13)  stehenden  Ausdruck. 

Will  muu  aus  dem  gegebenen  jährlichen  Vermehrungsfaktor 
deu  entsprechenden,  d.  h.  denjenigen  Zinsfuss  Huden,  dessen  Zin- 
sen den  Zinsen  des  gegebenen  Vermehrungsfaktors  der  Zeit  nach 
proportional  sind,  so  hat  mau  für  den  Fall,  dass  der  Vermehrungs- 
faktor von  Termin  zu  Termin  nach  Zins  und  Zinseszinsen  genom- 
men werden  soll,  die  Gleichung  (3)  und  für  den  Fall,  dass  beim 
gegebenen  Vermehrungsfaktor  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  bis 
zum  Ende  des  Jahres  nur  einfache  Zinsen  tragen,  die  Gleichung 
(7)  nach  r  aufzulösen. 

Aus  der  erstem  der  beiden  genannten  Gleichungen  findet  man 

aber 

(14)  r=\-t-m{\/r'r\) 
oder  mit  Anwendung  von  (10)  nach  einigen  leichten  Reduktionen 

2h- (3-1)  (r-~l) 
(15)   r  =  2L  ,  Diff.  <^  0—^)  C'*'—  OS 

TN 

wo  für  die  Differenz  eine  ähnliche  Erinnerung  gilt  wie  bei  (13). 

Aus  beiden  Ausdrücken  siebt  man,  dass  r  abnimmt,  wenn  m 
wächst.    Um  die  Grenze  dieser  Abnahme  zu  finden,  setze  man 

1 

V/V={l-t-(r'—  l)j"  und  entwickele  diese  Potenz  nach  dem  bi- 
nomischen Satze.    Hierdurch  findet  mau 

also  für  m  = 
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(16)  lim.r=H-(r'-l)-^(r'~l)«-hi(r-l)'-i(r'-l)4-*-.... 
wofür  man  bekanntlich 

lim.  r=l-W».r' 

setzen  kann.  Dieser  Werth  für  lim.  r  hätte  sich  auch  unmittelbar 
ergeben,  wenn  man  die  hierhergehörende  Gleichung  (5)  nach  r 
aufgelöst  hätte.  Will  man  in  der  Praxis  den  natürlichen  Loga- 
rithmus mit  dem  gewöhnlichen  vertauschen,  so  hat  man 

zu  setze u  und  erhält  also 

(17)   lim.  r=l-f- 2.  3025851  X  log  r'. 

4 

Verlangt  mau  statt  dieses  Ausdrucks  einen  bequemeren,  so  bat 
man  in  (15)  —  =  0  zu  setzen,  und  findet  dann  folgenden  hin- 
reichend genauen  Näherungswert!) 

(18)    lim.  r  =  ^=~,  Diff.  <  ±  (r>  -  1)', 

für  welche  Formel  sich  der  Zusammenhang  mit  (16)  sogleich  er- 
giebt.  wenn  man  f.     A  =  2~_^  ^  _  ^  schreibt,  und  den  letztern 

Quotienten  durch  gewöhnliche  Division  in  eine  unendliche  Reihe 
verwandelt. 

Zur  Auflösung  der  Gleichung  (7)  gebe  man  ihr  vorher  die 
Form 

(r-W  +  ^—i  (r-,>=    m-l  * 

woraus 


folgt,  indem  wiederum  wegen  r^>l  uur  das  positive  Wurzelzeichen 
genommen  werden  darf.«  Statt  des  eben  gefundenen  Werths  kann 
man  auch  setzen: 


(19)   r- 1=^  |-1-h|/h-2(1-^) 


1H 


oder  mit  Hinzuziehung  von  (10).  wenn  man  hier  «t  =  2  und 
:r  =  2(1  —  1)  (*■"— 1)  setzt  und  reducirt, 

(20)    r  =  ?  Oiff.  <|(^TL)M^-1)J. 

r/l 

Setzt  man  ^  =  0,  «o  erhält  man  aus  (19) 
(21)    lim.  r  =  Y/tr"-\ 
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*«d  nanerungsweise 

(22)   |im.r  =  ^-=i  Diff. 

wie  es  der  Formel  (8)  gemäss  ist. 

Endlich  siebt  man  aus  den  Formeln  ^15)  und  (20),  dass  die 
beiden  Näherungswertbe  von  r,  respective  in  r1  und  r"  ausgedrückt, 
miteinander  übereinstimmen,  so  duss  also  in  allen  den  FaUen,  wo 
jene  Näherungswertbe  für  hinreichend  erachtet  werden ,  beide  Ver- 
mehrungsfactoren nicht  von  einander  verschieden  sind. 

Aus  diesen  Untersuchungen  geht  hervor: 

1)  Dass  dem  Zinsfusse  r  zwei  zusammengesetzte  jährliche  Ver- 
mebrnngsfactoren  r*  und  r*  entsprechen,  bei  welchen  beiden  voraus- 
gesetzt wird,  dass  die  Zinsen  schon  im  Laufe  des  Jahres  in  glei-  1 
chen  Zwischenräumen  zum  Kapitale  geschlagen  werden  und  Zinsen 
tragen;  dass  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  der  Zeit  nach  propor- 
tional den  zum  Zinsfusse  r  gehörigen  Zinsen  sind;  dass  aber  bei 
dem  Vermehrungsfaktor  r'  von  Termin  zu  Termin  nach  Zinseszin- 
sen  gerechnet  wird,  während  hei  dem  zweiten  Vermehrungsfaktor 
r"  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  während  der  übrigen  Dauer  des 
Jahres  nur  noch  einfache  Zinsen  tragen. 

2)  Dass  der  Zinsfuss  r  drei  terminliche  Vermehrungsfaktoren 

f  | 

*  =  lH — — ,  tf  und  t»  unter  sich  hat,  bei  welchem  die  zuge- 
hörigen terminlichen  Zinsen,  der  Zeit  nach  proportional  den  dem 
Zinsfusse  r  zugehörigen  Zinsen  sind,  welche  aber  alle  drei  den 
jährlichen  Zinsfuss  r  {hervorbringen,  uud  zwar  der  erste  *  dadurch, 
dass  man  während  der  ganzen  Dauer  des  Jahres  nur  nach  einfachen 
Zinsen  rechnet;  der  zweite  dadurch,  dass  man  von  Termin' zu 
Termin  nach  Zinseszinsen  rechnet,  und  endlich  der  dritte  s"  da- 
durch, .dass  man  zwar  für  die  Zinsen  eines  jeden  Termins  wiederum 
Zinsen,  aber  für  jede  Rate  während  des  noch  folgenden  Theils  des 
Jahres  nur  eiufache  Zinsen  rechnet. 

Endlich  ist  ersichtlich,  dass  für  die  im  Laufe  eines  Jahres  fäl- 
lig werdenden  Zinsen,  noch  viele  andere  Arten  der  Benutzung  an- 
genommen, namentlich  iür  die  Zinseszinsen  ein  anderer  Zinsfuss 
als  für  die  Zinsen  des  Kapitals  zu  Grunde  gelegt,  und  danach  die 
entsprechenden  Vermehrungsfaktoren  berechnet  werden  können. 
Diese  Rechnungen  werden  sich  aber  ihrem  Gange  nach  nicht  we- 
sentlich von  den  vorhergehenden  unterscheiden  und  sollen  daher 
für  jetzt  unerörtert  gelassen  werden. 
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VII. 

lieber  die  Theorie  der  Elimination. 

Von 

dem  Herausgeber. 


KrBte  Abhandlung. 

Die  .in  neuester  Zeit  von  einigen  ausgezeichneten  Mathemati- 
kern,  iusbesondare  von  Caucby,  Sylvester,  Richclot,  Sar- 
rus,  veröffentlichten  Untersuchungen  über  die  Theorie  der  Elimi- 
nation mit  möglichster  Deutlichkeit  uud  Vollständigkeit  darzustel- 
len, ist  der  Zweck  einiger  Abhandlungen  über  diesen  wichtigen 
Gegenstand,  welche  von  jetzt  an  in  dem  Archive  nach  und  nach 
erscheinen  werden ,  und  von  denen  die  erste  hier  vorliegt.  Diese 
Untersuchungen  betreffen  zwar  sämmtlich  nur  die  Elimination  der 
unbekannten  Grossen  aus  Gleichungen  höherer  Grade;  die  Deutlich- 
keit und  der  Zusammenhang  scheinen  uns  aber  zu  fordern,  dass 
wir  unsere  Darstellung  mit  einer  altem  Untersuchung  Caucby 's 
über  die  Elimination  der  unbekannten  Grössen  aus  Gleichungen  des 
ersten  Grades  oder  sogenannten  linearen  Gleichungen,  die  nicht  so 
bekannt  gewordeu  und  so  viel  Beachtung  gefunden  zu  haben 
scheint,  wie  sie  verdient,  beginnen,  und  wir  wollen  daher  jetzt  so- 
gleich zu  diesem  Gegenstände  übergehen. 

§•  2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  zwischen  den  /»  un- 
.  bekannten  Grössen 

.r,  y,  v 
die  folgenden  n  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

aita:-\-60y-\-c0%-\-  .  .  .  -+- £\,»-h /tut>  =  Av. 

a,^r-|-  Ä,y-f-r,3  -+-  .  .  .  H- 4, 

a%ac  -+-  &%y  -+-  c%%  -f-  . .  .  H-  #a«  -f-  /tJv  =  A2, 

U.  8.'  W. 

(IH~\X  -h  bn-W  -+-  Cn-\X  -h  .    •  -H  gn-\«  -+-  hH-W  =  Am  l> 

WO 
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an,  bot  CQ1  .  .  .  g<„  AQ,  /.•„ ; 
*i>         C„  .  .  .  Ar,  i 

•  •  •  g*1    ^1»  i 

an  6ty  cti .  .  . 

gi>  A„ 

u.  s.  w. 

.  .  .  gm—U  A*-U  &*-\ 

sämmtltch  bekannte  Grössen  bezeichnen,  gegeben  seien,  und  dass 
aus  diesen  Gleichungen  die  in  Rede  stehenden  n  unbekannten 
Grössen  bestimmt  werden  sollen,  wobei  es  zuerst  vorzüglich  uuf 
den  Beweis  des  folgenden  Lehrsatzes  ankommt. 

♦.3. 

L*ehr*at%.  Wenn  «,  A,  r,  ..  .g,  h  bei  iebige  ungleiche 
Grössen,  deren  Anzahl  n  sein  mag,  bezeichnen,  und 

Pn=  {b-a) 

X{c  —  a)  {c  —  b) 

X(d-a)  {d-b)  (d-c) 

•  .  • 

X(A  —  a)  (A  —  A)  (A  —  c)  (/i  —  d)...(A  —  g) 

gesetzt  wird;  so  ändert  das  Product  P„  jederzeit  sein 
Vorzeichen  obne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern, 
wenn  man  zwei  beliebige  der  Grössen  «r,  b,  r,  g\  A 

siegen  einander  vertauscht. 

Beweis.  Dass  dieser  Satz  für  »  =  2  gilt,  erhellet  auf  der 
Stelle  aus  einer  blossen  Ansicht  der  Gleichung 

1\  =  b  —  a. 

Eben  so  leicht  erhellet,  dass  derselbe  für  »  =  3  gilt,  wcon  m»n 
mit  dem  Producte 

P,=(b-a)  (c-a)  {c-b) 

die  Producte 

(a-b)  (c-b)  (c  —  a), 

(b  —  c)  (a  —  c)  (a  —  b), 

(c  —  a)  (b —  a)  (b —  c), 

welche  aus  jenem  durch  Vertauschung  von  a  und  b\  a  und  <\  // 
und  c  gegen  einander  hervorgehen,  vergleicht.  Kann  mau  nun  be- 
weisen, dass  der  Satz  für 

IV«  =  {b  -  a) 

X(c  —  a)  (c  —  b) 

X{d—a)  {d—b)  (d—c) 


X(A-a)  (A-b)  (A-c)  (A-d)...(A  —  g) 
X(i-*)  (i-b)  (i-c)  (i-d)...(i-g)  (»-//) 
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gilt,  wenn  er  für 

Pn  =  {b-a) 

X{c-a)  (c-b) 
X(d—a)  (d-b)  (d-c) 


X(h-a)  (h —  b)  (A-c)  (A-d)..  .(A-g) 

gilt,  so  wird  seine  allgemeine  Gültigkeit  ausser  Zweifel  gesetzt 
sein.    Dies  kann  aber  auf  folgende  Art  bewiesen  werden. 

Vertauscbt  man  in  /Vm  zwei  Elemente  gegen  einander,  so 
können  dies  zuerst  zwei  in  der  Reihe 

a,  b,  c,  d, . . .  gf  A 

vorkommende  Kiemente  sein.  Weil 

P^  =  Pm(i-a)  (i-b)  (i-c)  (i-d)...(i-g)  (i-A) 

ist,  PH  nach  der  Voraussetzung  in  diesem  Falle  sein  Zeicbeu  ändert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern,  und  das  Product 

(<_.)  ..(,-#)  {i^h) 

in  diesem  Falle  offenbar  völlig  ungeündert  bleibt,  so  ändert  P*+i 
sein  Zeichen  ohne  seinen  Werth  zu  ändern.  Die  vertauschten 
Elemente  können  aber  auch  irgend  eins  der  Elemente 

0,  6,  cy  d, . .  .  gy  h 

und  das  Element  i  sein.  Nehmen  wir  nun  z.  B.  an,  das«  man  die 
Elemente  d  und  i  getreu  einander  vertauscht  habe,  wobei  der  All- 
gemeinheit des  Beweises  durchaus  kein  Eintrag  geschieht,  da  man 
sogleich  übersehen  wird,  dass  sich  derselbe  in  jedem  andern  Falle 
eben  so  führen  lässt;  so  wird  aus  P*+\  das  Product 

Q  =  (b-a) 

X(c-a)(c-b) 

X(i  —  a)  (i-b)  (i-c) 

X{e  —  a)(e  —  b)  (e  —  c)  (e  —  i) 

X(/-*)  (f-b)  (f-c)  (/-<)  (f-e) 


X(/*-«)  (h —  b)  {h-c)  (A-i)  {A-e)...(A-g) 
X(d-a)  (d-b)  (d-c)  (d-i)  (d-e) . . .  (d-g)  (d-A) 
erhalten.   Da  die  Anzahl  der  Factoren  des  Products 

(*-o  (/-*)..  o*-o 

X(rf— 0  (d-e)  {d-f)  . . .  (d—A) 
offenbar  ungerade»  und  folglich 

(e  —  i)  (f—  $)...(A  —  i) 
X{d—  i)  (d—  e)  (d-f)  . . .  (d—  A) 

=  -(•-«)  (•-/)  ..  (i-/') 

X(i  —  d)  (e-d)if-d)...(A-d) 
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Q  =  -(b-a) 

X(c-a)  (c-b) 

X(-  -«)  (i-b)  (i-c) 

X(e-a)  (e-6)  {e-c)  (i-e) 

X(/-«)  (/ — b)  (f-c)  (i-f)  if-e) 


X(A  —  a)  (A  —  b)  (A-c)  (i-A)  (A  —  e)...(A-g) 
X(d—a)  (d—b)  (d—c)  (;  —  //)  (e  —  d)...{g  —  d)  {A—d) 
=  -(b~a) 

X(c  —  a)  (c  —  b) 
X(d-a)  (d-b)  {d-c) 
X(e-a)  (e-6)  (e-c)  (e-d) 
X(/-«)  (f — b)  (f-c)  (f-d)  if-e) 


X(A-a)  (A-b)  (A-c)  (A-d)  (A-e)...(A-g) 
X(i-a)  (i-b)  (i-c)  (t  —  d)  (i-e)...(i-g)  (i-A)y 

d.  i.  Q  = —  Pn+i,  woraus  sieb  ergiebt,  das«  aueb  in  diesen  Falle 
Pn+i  sein  Zeichen  ändert  ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern. 

Hierdurch  ist  nun  vollständig  bewiesen,  dass  der  Satz  für 
TVm  gilt,  wenn  er  für  Pn  gilt,  und  daher  jetzt  seine  allgemeine 
Gültigkeit  dargethan. 

Anmerkung.    Wenn  unter  den  Grössen  «ar,  Ä,  c,  d,  .  . .  g,  ^ 

Sleicbe  vorkommen,  verschwindet  das  Product  und  verschwin- 
et  auch  jederzeit  dann  noch,  wenn  man  zwei  beliebige  der  in  Rede 
stehenden  Grössen  gegen  einander  vertauscht.  Man  kann  daher 
auch  in  dem  Falle,  wenn  unter  den  Grössen  er,  b,  cy  d,  .  .  .  gt  A 

gleiche  vorkommen,  den  vorigen  Satz  als  gültig  betrachten,  weil 
=  —  0  ist. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  von  jetzt  an  bloss 
P=(b  —  a) 

X(c-a)  (c-b) 
X(d-*)  (d-b)  (d-c) 


X(A-a)  (A-b)  (//  —  c)  (A-d)...(A-g) 

setzen.  Die  Glieder,  aus  denen  dies  Product  besteht,  wenn  man  es 
vollständig  entwickelt,  haben  sämmtlich  die  Form 

MrfbßcY  .  . .  gl/U*, 

wo  M  eine  gewisse  constaute,,  d.  b.  von  a>  b,  c,  .  . .  g,  A  ganz 
miahhlhvio-e  Grösse  bezeichnet,  und  offenbar 
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«     ß  -t-  Y  -r-      +  *  -f-  M  =  1  +  2  •+•  3  H-  .  .  .+  (  h  —  1 ) , 

d.  i. 

ist,  zugleich  aber  auch  bemerkt  werden  muss,  dass  keiner  der  Ex- 
ponenten a,  ß9  yt  .  ,  .X,  /i  grösser  als  n  —  1  ist,  weil  in  dem  Pro- 
duete  P  jede  der  Grössen  a>  b,  <%  #/,  .  .  .  g,  h  offenbar  nur  (<•— 1) 
mal  vorkommt.  Da  das  Product  P  nach  %.  3.  sein  Zeichen  äudert 
ohne  seinen  absoluten  Werth  zu  ändern,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  <ar,  c,  </,...  g,  Ay  z.  B.  a  und  gegen  einander 
vertauscht;  so  muss  dem  Gliede 

ßfa«bßcY  .  .  .  gVit* 

in  der  Entwickelung  von  P  nothwendig  ein  anderes  Glied  von  der 
Form 

-  Maßb«cY  . .  .  gM 

entsprechen,  und  P  wird  sich  also  als  ein  aus  lauter  Gliedern  von 
der  Form 

M(a«6ß  —  aßb«)cY(/<f .  .  .  gW 

bestehendes  Polynom  darstellen  lassen. 

Bezeichnet  "nun  II  die  Function,  welche  aus  P  hervorgeht, 
wenn  man  in  jedem  Gliede  von  P  die  Potenzexponenlen  in  blosse 
unten  auf  der  rechten  Seite  der  Elemente  denselben  beigeschriebeue 
Indices  verwandelt,  wodurch  das  Glied 


in 


Ma«b»cY  . .  .  glAP 
Mattbßcy  . . .  gxA/4 


übergeht,  so  wird  die  Function  II  aus  lauter  Gliedern  von  der 
Form 

M[attbß  -  aßb(()cyd& .  .  .  gfa 

besteben,  und  daher  ebenfalls  ihr  Zeichen  ändern  ohne  ihren  abso- 
luten Werth  zu  ändern,-  wenn  man  zwei  beliebige  der  Elemente 
a,  b,  cy  </,  .  .  .  g,  A  gegen  einander  vertauscht.  Setzt  man  aber  iu 
dem  vorstehenden  Gliede  von  77,  ohne  a  und  b  gegen  einander  zu 
vertauschen,  bloss  b  für  a,  so  wird  dasselbe 

M{b«bß  -  babß)cYdd .  .  .  g^/ffi, 

und  verschwindet  also,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Function  77 
jederzeit  verschwindet,  wenn  man  für  ein  beliebiges  Element  irgend 
ein  anderes  Element  setzt,  ohne  diese  beiden  Klenieute  gegen  ein- 
ander zu  vertauschen. 

Da  nach  dem  Obigen  keiner  der  Indices  u,  ß,  yy  d,  .  .  .  X,  fi 
grösser  als  n  —  1  ist,  so  kann  man,  indem 

■^o»  -^i»  -^a*  -^j»  •  •  •  du—t 

gewisse  von  a  ganz  unabhängige  Grössen  bezeichnen,  die  Function 
//  offenbar  jederzeit  auf  die  Form 

Il-=AQaü  -4-  Axax  -f-  ^/,/*3  -f-  <Atat  -fr-  .  .  .  -+-  JH-ian-\ 
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bringen,  und  uach  dem  Vorhergehenden  hat  man  nnn  die  folgenden 
Gleichungen: 

0  =  A0b0  -f-  Ai6l  -f-  A26%  -f-  Atöl  -f-  . .  .  +  An-\bn-u 
0  =  -40<r0  -f-  ^,c,  -f-  A%cs  -f-  . .  .  H- 

U.  8.  W. 

0  =  ^o^o-|- -4, ^,  -i-AtA9  -f-  . . .  H- ^rt-i//«-!. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  gegebenen  Gleichungen 

«0.r-f-  £0y-4-  c0»      .  .  .  -+-  g0* -+-  ^„f  = 
«^-M.y-f-c,*-!-  .   .  -f-^r, «-*-/' 
«,jr-r-Ä,y-r-c23-f-  .  . .  -\-  g%n-\- /t*v  =  ky, 

u.  8.  w. 

nach  der  Reihe  mit  Aly  Ati  .  . .  An—t  und  addirt  sie  dann  zu 
einander,  so  erhält  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

(A0a0  -h  Alal  -+-  J,a,  -f-  . . .  -4- 

=  A0k0  -\-Axkx        At&2        AtAs        .  .  .  -f-  -'^w— 1^«— 1, 

aus  der  sich 


oder 


__  ^p*,  •+■  Axkx       A,kt  -f-  H  h  ^/n-lX^i-l 


ergiebt,  wodurch  also  x  gefunden  ist.  B»m  der  wirklichen  Ent- 
wickelung  des  hat  man  sich,  wie  hieraus  hervorgeht,  auf  fol- 
gende Art  zn  verhalten: 

Man  entwickele  das  l'roduct 

P=z(b  —  a) 

X(c  —  a)(c-6) 

X(tf—  a)  (d—  ö)  (tl-c) 

•       •       *       •  •••• 

X(A-a)  {A-b)  (A-c)  (A-d)...{A-g) 

und  verwandle  in  allen  Gliedern,  welche  jedoch  durch  Einführung 
des  Exponenten  Null  jederzeit  sämmtlich  so  dargestellt  werde» 
müssen,  dass  jede  der  Grössen  «,  6,  c,  d> .  .  .  g,  h  in  ihnen  als 
Factor  vorkommt,  die  Exponenten  in  blosse  unten  zur  Rechten  der 
entsprechenden  Grössen  stehende  Indices;  so  ist  der  Ausdruck, 
welchen  man  auf  diese  Weise  erhält,  der  Nenner  des  Bruch:», 
durch  welchen  die  unbekannte  Grösse  jc  dargestellt  wird,  aus  dem 
man  dann  ferner  den  entsprechenden  Zähler  erhält,  wenn  man  für 
a  überall  das  Symbol  k  setzt. 

Theil  II.  t» 
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Uehrigens  kann  man,  wie  sich  aus  dem  Obigen  unmittelbar  er- 

giebt,  auch 

.(A— *)x(c-*)  (g-A)X...X(*-*)  (A —  A)  (k-c)..(A—g) 
•T  —  (6-a)x{c-a)  (c  -  b)  x  . . .  X  (A -a)  (A-A)  (A—  c)..{A-g) 

setzen,  wenn  man  sich  nur  erinnert,  dass  sowohl  im  Nenner,  als 
auch  im  Zähler  dieses  Bruchs  alle  Potenzexponenten  wie  oben  in 
blosse  Indices  verwandelt  werden  müssen ,  wobei  man  aber  auch 
nicht  unbeachtet  lassen  darf,  dass  man,  bevor  dies»  Verwandlung 
der  Potenzexponenten  in  Indices  wirklich  vorgenommen  wird,  alle 
Glieder  des  Nenners  uud  des  Zahlers  so  darstellen  muss,  dass  in 
denselben  respective  die  sämmtlicben  Grössen  a,  A,  c,  d,  , .  .  gt  h 
und  Ar,  A,  c,  d,  .  .  .  g,  h  als  Factoren  vorkommen,  wozu  man  durch 
Einführung  des  Exponenten  Null  leicht  gelangt. 

Leicht  erhellet  nun  aber  auch,  dass  man  die  Wertbe  der 
sämmtlicben  unbekannten  Grössen  ir,  y,  p  nach  der  fol- 

geuden  ganz  allgemeinen  Regel  finden  kann: 

Man  entwickele  das  Product 

/•=(A-«) 

X{e-a)  (c-6) 

X  (<*-«)  (</-A)  (rf-r) 


Xi/i-a)  (A-A)  (A-c)  (k—d) .  .  (A  —  g)y 

stelle  mittelst  Einführung  des  Exponenten  Null  die 
Glieder  dieses  Products  so  dar,  dass  ein  jedes  Glied  die 
sämmtlichen  Grössen  «,  6,  c,  d> .  . .  g%  h  als  Factoren  ent- 
hält, und  verwandle  in  jedem  Gliede  alle  Potenzexpo- 
nenten in  Indices  auf  die  oben  näher  angegebene  Weise; 
so  ist  der  Ausdruck,  welchen  man  erhält,  der  gemein- 
schaftliche Nenner  der  Grössen  ar}  y,  *,  . .  .  w,  vt  aus  dem 
man  dann  ferner  die  entsprechenden  Zähler  erhält, 
wenn  man  das  Symbol  k  respective  für  die  Symbole 
«r,  A,  <?,</,...  gy  h  setzt. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Regel  kanu  man  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit auf  folgende  Art  überzeugen.    Setzen  wir 

 y(A,  //,  cy  d,  .  .  .  g,  A) 

>l(a>  A,  c,  rf,  .  .  .  g,  h)> 

wo  nämlich 

/7=  5p(<jr,  b3  c,  dt . .  .  g,  /*) 
gesetzt  worden  ist,  so  ist  offenbar 


c> 

df  . 

•  •  A) 

?(A,  «, 

c, 

dt  . 

•  •  *,  A)' 

t/-(k,  A, 

«, 

d,  . 

•  •  A) 

<p(c,  A, 

Oy 

d,  . 

.  g,  A)» 

• 

u. 

8. 

w. 

A, 

dy    .  . 

'/(A,  A, 

d,  .  . 

1 
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Nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Grundeigenschaft  der 
Function 

II  =  y(o,  b,  e,  dy .  . . 
oder  vielmebr  der  Function  P  ist  aber 

a,  c,  d,  ...g,  A)  =  —        6%  c,  d, .  . .  g,  A), 
9(e,  b,  a,  d   .  .  g,  A)  =  —  ^{a,  b,  c,  d, .  . .  g,  A)y 

u.  8.  w. 

o>(^,         rf,  . . .  #  «)  =  —  9>(a>  b,  c,  d,.  .  .g,  A), 
und  uatürlicb  ebenso 

a,  c,  d, . . .  gy  A)  =  —  y>(«,  Ay  c,  d,  .  .  .  g,  A), 
<p{t,  b>  a,  dt.  ,.gt  A)  =  —  y(«r,  b,  k,  d,  .  . .  g,  A), 

u.  s.  w. 

o>(Xr,  b,  c,  d,...g,  «)  =  —  g>(«,  4      4  .  .  .  *)i 


also 


b,  c,  d, .  . 

•  ff» 

b,  c,  d,  .  , 

.  ff, 

o>(tf,  k,  c,  d>  .  , 
y  {a>  b%  et  d>  .  . 

•  ff,  A) 

. *y 

9>(«,  b,  k,  d,  . 

•  •  ff,  A) 

9(0,     c,  <f,  . 

- .  ff,  by 

U.  8.  w. 

<y(«,  b,  c,  d,  . 

• •  ff,  *) 

y(a,  4,  c,  </,  . 

.  ff,  *V 

woraus  die  Richtigkeit  der  obigen  Regel  unmittelbar  erbellet. 

Um  diese  Regel  durch  ein  Paar  Beispiele  zu  erläutern,  habe 
man  zuerst  die  zwei  Gleichungen 

a0x-\- b0y  =  k0i 

at*  +  biy  =  kx 

mit  den  zwei  unbekannten  Grössen  or,  y.    In  diesem  Falle  ist 

P=b  —  a 

oder  vielmebr 

P  =  a°bl  —alb°. 
Also  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  von  &  und  y 

aobl—alb0, 
und  die  entsprechenden  Zähler  sind 

k0bt  —  ktb0  und  «„Ar,  —  «,*„. 

Also  ist 

*  —  mjbx-atb0>  V— 

Auch  kann  man 

6« 
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■ 

b-k  k-a 

setzen,  wenn  man  nur  auf  gewöhnliche  Weise  alle  Potenzexponen- 
len  in  Indices  verwandelt.  Man  muss  nämlich  die  beiden  vorher- 
gehenden Gleichungen  zuerst  auf  folgende  Art  schreiben: 

_  k°bl— k*b*       _  £'g°— 

und  erhält  dann  durch  Verwandlung  der  Potenzexponenten  in  In- 
dices auf  der  Stelle 

ganz  wie  vorher. 

Es  seien  ferner  die  drei  Gleichungen  » 

ala:-t-bly-\-cl3  =  /•,, 

mit  den  drei  unbekannten  Grössen  y,  %  gegeben.  In  diesem 
Falle  ist 

P=(b  —  a) 

und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  entwickelt, 

P=  bc%  —  b*c     ab*  —  ac*  -f-  a*e  —  a 2  Ä 

oder 

P=a°b*c*  —a°b*cl  +alb*c°  —  alb°c*  -+~a%b°cl  —a^b'c0. 
Also  ist  der  gemeinschaftliche  Nenner  von  &,  y,  * 

- 

Die  Zähler  von  .r,  y,  x  sind  aber  respective: 

«o^i^i — a0k%ct  -f-«,£ar0  —  «,£0ra  +ö,Vi  —  «»^i^o» 
«o^i**  —  «o^a*i  -T-«/,^o  —  t»xbak%  -^-aib0kx  — <«B6aA0; 
und  es  ist  folglich 

X      fl0A,c,  — ä0A,c,  -t-a,6ac0  —  «iVi  -r-öa^i  —ajbxcj 

y      «o^ica  —  <*»^aci  -H<*i^aco  —  <*i^oca  +  *ibQcx  — €ttbxe^ 

 ^pg^a  —  ^a,^  -f-^.g^p  —  *,g0Aa  -j-X,ag0A,  —  Ayg,£0 

a0A,ca  —  a0Aac,  H-«,£ac0  —  «,40ca     atbact  —  atb,c0' 

Cebrigens  kann  man  die  Grössen  .r,  y,  s  auch  unter  der  Form 

(b  —  X-)  (c  —  X.)  (c  — 
r  — (c_a) 
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(l—a)  (c-a)  (c-k) 
y  —  (A-a)  (c-a)  (c-by 

(b-a)  (k-a)  (k-b) 
- — (b  —  a)  (c  —  a)  (c —  b) 

darstellen,  wenn  man  nur  nach  der  Entwickelung  der  Zähler  und 
des  gemeinschaftlichen  Ncuuers  alle  Potenzexponenten  auf  bekannte 
Weise  in  Indices  verwandelt. 
Sind  die  vier  Gleichungen 

a0a:  -\-  b0y  +  cc%  -f-  äQu  —  k0, 

a ,  ar  -f-  b ,  y     c ,  %  -+-  dl  u  =  A- , , 

a2x  -f-  b2y  -f-  c,*  -f-  d%u  =  X*,, 

a  tjc  -f-  Ä,y-f-  c,a  -f-       =  /*, 

zwischen  den  vier  unbekannten  Grössen  ar,  y,  *,  w  gegeben,  so 
ist  auf  ganz  ähnliche  Art 

(b  —  k)  (c  —  k)  (c  —  b)  (d—k}(d  —  b)  (d—c) 
l'  —  (b  —  a)  {c  —  a)  (c-b)  (d-a)  (d—b)  (d—c)' 

_(k-a)  (c-a)  (c-k)  (d-a)  (d-k)  (d—c) 
'/  —  (*--*)  lc_a)  (d-a)(d-b)  (d-c)> 

(b-a)  (k -g)  (fc-  b)  (d—a)  (d—  b)  (d—k) 
%  —  Kb-a)  (c-a)  (c-b)  (d-a)(d-b)  (d-cY 

_  (b  -  a)  (c-a)  (c  —  b)  (k-o)(k-b)  (k-c) 
"~-(b-a)  (c  —  a)  (c  —  b)  (d-a)  (d-b)  (d-cY 

wenn  man  nur  auch  jetzt  wieder  alle  Zähler  und  den  gemeinschaft- 
lichen Kenner  gehörig  entwickelt,  und  in  den  einzelnen  Gliedern 
alle  Potenzexnonenten  anf  gewöhnliche  Weise  in  Indices  ver- 
wandelt. 

Wie  man  sich  in  audern  Fällen  zu  verhalten  bat  und  die 
Wertbe  der  unbekannten  Grössen  immer  leicht  nach  der  obigen 
Regel  *)  linden  kann,  erbellet  hieraus  deutlich  genug. 

Bevor  wir  nun  ferner  zur  Elimination  der  unbekannten  Grösseu 
aus  Gleichungen  höherer  Grade  selbst  übergehen,  wollen  wir  zu- 
vörderst den  folgenden  für  die  ganze  Theorie  der  Elimination  der 
unbekunnten  Grössen  aus  Gleichungen  höherer  Grade  höchst  wich- 
tigen Lehrsatz  beweisen. 

/^efirsatx.  Wenu  zwischen  zwei  uubeka nuten  Grössen 
zwei  Gleichungen  des  mten  und  »teu  Grades  gegebeu 
sind:  so  kann  die  Gleichung,  welche  durch  Elimination 
der  einen  der  beiden  unbekannten  Grössen  aus  den  bei- 
den gegebenen  Gleichungen  erhalten  wird,  den  Grad  mit 
niemals  übersteigen. 

Beweis.    Zwischen  deu  beiden  unbekannten  Grössen  x  und  y 
die  beiden  uacb  ac  geordneten 


*)  Dass  He  10 ut  und  Crainer  zwei  andere  bemerkeDvwcilhe  Kegeln  zur 
Bestimmung  der  Unbekannten  aus  Gleichungen  dos  ersten  Grades  ge- 
geben haben,  setzen  wir  hier  als  bekannt  voraus. 
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Axm  -f-  ßx-~l  -+-  Cr*-a-f-  .  .  .  -h  üf>-4-  A^=0, 
^'.z-*  -+-  ZT.z-»->  -4-  Cr*-*  4.  . . .  +K'x  +  L'  =  Ot 

wo  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  .r  sämmtlich  ganze  rationale 
algebraische  Functionen  von  y  sind,  gegeben.  Weil  diese  beiden 
Gleichungen  nach  der  Voraussetzung  vom  /*ten  und  »ten  Grade 
sind,  und  folglich  die  unbekannten  Grössen  in  keiner  die  mte 
und  Ute  übersteigenden  Dimension  enthalten  können,  so  sind  die 
Functionen 

J,  B,  C,  D,...  M,  AT 
von  keinem  höhern  Grade  als  vom 

Oten,  Uten,  2ten,  3ten, . . .  (•»  —  ljsten,  svten; 
die  Functionen 

A,  B*,  C\  K',  V 

von  keinem  höhern  Grade  als  vom 

Oten,  lsten,  2ten,  3ten,  ...(<•  —  l)sten,  Uten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  zu  beweisen  versuchen,  dass 
der  Grad  der  Gleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  x  aus 
den  beiden  obigen  Gleichungen  erhält,  das  Product  mn  nicht  über- 
steigen  kann.  Weil  A  uud  A  Functionen  des  Oten  Grades  von  y, 
und  folglich  constante  Grössen  sind;  so  kann  man  die  beiden  obi- 
gen Gleichungen  auch  unter  der  Form 

x"  H-  Px—*  -f-  Ö^-2-f-  •  ••*+•  Sx •+•  T=0, 

x* P'x»-i  -f-  Q?x*-^  +  V'x-\~  W  =  0, 

wo  /*  Q  £,  T  und  /*,  #\ , . . .  F,  W"  lauter  ganze  rationale 

algebraische  Functionen  von  y  sind,  darstellen.  Man  denke  sich 
nun  beide  Gleichungen  nach  x  aufgelöst,  und  bezeichne  die  Wur- 
zeln der  ersten,  weiche  sämmtlich  Functionen  von  y  und  an  der 
Zahl  m  sind,  durch  j»,  .  . .  r,  #,  die  Wurzeln  der  zweiten, 
welche  ebenfalls  sämmtlich  Functionen  von  y  und  an  der  Zahl  n 
sind,  durch  jr*,  t^,        Setzt  man  jetzt 

'  =   ip-p')  ip-<t)- ■  (p-*)  0»-t0  (p-*) 


X(r  — ;/)  (r-^)...(r  — *y)  (r  -  ff)  (r  —  «/) 
X(#~^)  (#-^)...(#-s0  («-✓)  (#-tf>) 
X  (*  -  p')  (t  -      •  •  .  (/  -  «✓)  (t  -✓)(<-«/); 

so  ist  klar,  dass,  wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  wie  er- 
fordert wird,  sollen  zusammen  existiren  können,  r7=0  sein  muss, 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  keine  der  Wurzeln  p,  ^,  . . . 
r,  #,  #  einer  der  Wurzeln  p\  tf> . . .  «r\  uf  gleich  sein  könnte, 
welches  doch  nothwendig  erfordert  wird,  wenn  die  beiden  gege- 
benen Gleichungen  zugleich  Statt  finden  sollen.  Die  Gleichung 
17=0  ist  also  die  Bedwgungsgleicbung,  welche  Statt  finden  muss, 
wenn  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  zusammen  existiren  sollen, 
d.  h.  eben  die  Gleichung,  welche  durch  die  Elimination  von  x  aus 
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den  beiden  gegebenen  Gleichungen  entspringt,  und  es  kommt  puu 
lediglich  daraut  au,  den  Grad  zu  bestimmen,  bis  zu  welchem  diese 
Gleichung  höchstens  steigen  kanu. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  zeigen,  das*  die  Function  II 
jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  y  ist. 
Weil  nach  der  Voraussetzung  q,  .  .  .  «/,  t/,  ttf  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

x»  -h  P'ar-i     Qx*~*  +  •  .  •     V'x  -f-  W  =  0 

sind,  so  ist  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für 
jedes  x 

-+-  P'x*~*  -f-  Wx*-*-*-  . . .  -h  V'x-+-  W 

=  (x  —  //)  (.z*  —  (f)  .  . .  (x  —  «')  (.r  —  t/)  (.r  —  «/), 
und  folglich 

^.+Jpy-i  +  ^-»+ . . .  +  Vp  + 

=  {P-P')  ..(?-«')  (p-e/)  (/>-«/), 

r  +  p>r-\      fl^-a  -f. .  . .  -h  FV-f-  W 

=  (?- p')  (v  —  tf)  *  - '{?— »')  (y - ✓)  (7 - «a 

U.  8.  W. 

^  +  -f-  0V*-2-f-  .  .  .  -h  Pr-h 

=  ('  -  p')  (r-<r')...(r-«')  (r-tr")  (r-*V), 

*" -4- p*»-* -f-  #,«-2-4- . . .  ir' 

/«  4-  -f-  h-  ...      F'/-t-  W 

=  {'-P)  (/-✓)...  (/-V). 
Also  ist 

f  =    (/,<•  -+-  Pp*-i  -4-  Ö>*-2  -+-  •  • .  -h  Py»  -f-  W") 
x  (f- -4-  /V1  ■+■  «V*"*  +  •  •  •  -4-  IF') 


X  (r"  -+-  /V«-i  -h  0V*- *  . . .  -f-  F'r  -f-  W") 
X  («*  -f- -f-  ff«—*-*- .  .  -f-  F'*+  ff") 
X  (^-f-^-i  -f-  -h  . .  .  -f-  F7-4-  W7'). 

Da  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  zwei  beliebige 
der  Grössen  p,  q,  . . .  r,  *,  /  gegen  einander  vertauscht,  und  offen- 
bar eine  glänze  rationale  Function  dieser  Grössen  ist,  so  ist  U  eine 
ganze  rationale  symmetrische  Function  von  p,  q, .  .  .  r,  *,  t.  Aus 
der  ollgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  kann  aber  hier  füglich 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  dass  sich  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  Coefticienteu  dieser  Gleichung  darstellen 
lässt.    Weil  nun  pt  q> . .  .  r,  #,  $  die  Wurzeln  der  Gleichung 

.r"1  -4-  Px™  1  -+-  Qx"-*  -4-  ...  -h  Sx  -f.  7'=  0 

sind,  so  ist  I.'  eine  ganze  rationale  Function  von  Py  Q.  . . .  Sy  T. 
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Alle  diese  Grössen  sind  aber,  so  wie  auch  die  Grössen  i*,  Q, . . . 
V\  W,  nach  der  Voraussetzung  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tionen von  y.  Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  U  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  y,  wie  behauptet  wurde. 
Der  Grad ,  bis  zu  welchem  diese  Function  höchstens  steigen  kann, 
lässt  sich  nun  aber  auf  folgende  Art  bestimmen. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  von  der  Grösse  y  abhängenden 
ganzen  rationalen  algebraischen  Functionen  jP,  Q, .  • .  &,  T  uud 
P'i  Q*  •  •  ■  Vf>  W  von  keinem  höhern  als  vom  lsten,  2ten,  .  .  . 
(m — l)sten,  «rten  und  lsten,  2ten,  . .  .  (» —  l)sten,  üten  Grade. 
Daher  bleiben  die  Grössen 

P    ü        _S_  £ 

y>    y*"'  '  ym-V    ym  ? 

F_  _T_  IT 

y*  y2> ' ' '  y»— t'  y» 

endlich  für  unendlich  grosse  Werthe  vou  y,  welches  also  offenbar 
auch  von  den  Werthen  von  z  gilt,  die  den  Gleichungen 

,m  +  L      ^  «  ,«-2  +  . .  +^  , + 1. =0f 

F  &  VW 

genügen.    Da  sich  aber  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

(ay)~  +  I\*y)—i  -h  Q(xy)m^  •+-  . . .  -f-  S{*y)  -+-  T=  0, 

(*y)«  +  Pizyy-i  -H  tf(*y)-2  -+-...-+-  F(*y)  +  »"  =  0 

bringen  lassen;  so  erhellet,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  den 
Gleichungen 

-f-  Pa**-*  -f-  QsC*-2  -+-  ..  .-h      -f-  T=  0, 

vergleicht,  anf  der  Stelle,  dass  die  Werthe  von  *,  welche  den  bei- 
den obigen  Gleichungen  genügen, 

y'  y'"  y'  y'  y 

und 

p     if         u     v'  w 

y    y       y    y  y 


sind,  woraus  sich  ergiebt,  dass  auch  d'.ese  Brüche  für  unendlich 
grosse  y  nicht  unendlich  werden. 
Daher  wird  auch  das  Product 

( f"  ~  "y  ^  y"      7")  *  "l'J  *"~  y"^"y  "~  y*^  *  y"  "~  "y  * 


x*y      y^y     f^"*y      y^y         *y  y^ 
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x *7  ~~  "y^7  ~  y* * ' '  •  * 7  "*  7**7  ~~  7*  *7  ~~  7* 
x(7  ~"  "y^7  ~"  "y ^ " '^7     7^7  "~  7^7  —  7*' 

welches  offenbar  =^  ist,  für  unendlich  grosse  y  nicht  unendlich, 

woraus  man  nun  auf  der  Stelle  ach  Ii  esst,  dass  der  Grad  von  U 
oder  der  Gleichung,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  Grösse  x 
aus  den  beiden  gegebenen  Gleich uu gen  eliminirt,  das  Product  mn 
nicht  übersteigen  kann,  wie  bewiesen  werden  sollte  *). 

■ 

# 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  beiden  Gleichungen 

A0x»     Jla?—i  -h  A9x»^  H-  . . .  -f-  A^x  -f-  ^«  =  0, 

Ä0«"  -f-  Bx      i  -+-  Äa^— «  -*-...-+•  tf—**  -*-#„  =  <), 

welche  in  Bezug  auf  die  unbekannte  Grösse  x  beide  vom  /»ten 
Grade,  und  deren  Coefficienten 

A0i  Alt  A9,  •  •  •  A%—\^  An\ 

Bot  Bti  B9,  . . .  Bn—\,  Bn 

constante  Grössen  oder  beliebige  ganze  rationale  algebraische 
Functionen  anderer  unbekannter  Grössen,  nur  nicht  von  x,  sind, 
gegeben  seien,  und  wollen  zeigen,  wie  sich  aus  denselben  die  un- 
bekannte Grösse  x  jederzeit  durch  ein  auf  sehr  einfachen  Princi- 
pien  beruhendes  Verfahren  elininiren  lässt. 

Mnltiplicirt  man  nämlich  die  erste  der  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen mit  — BQ,  die  zweite  mit  A0,  und  addirt  die  Gleichungen 
dann  zu  einander;  so  erhält  man,  weno  der  Kürze  wegen 

A0B ,  —  Ax  /?<>  =  CD, 

A*B% — A%  B0=zCti 

AQBt — A%  i?0=Clf 

*  U.  8.  W. 

A 0Iin—\  —  An—\  B0  =  Cw-a* 

A9Bm  —  Am  B^Cn-x 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

C0ar*~i  -+-  Cx x*~* -+-  C%x*~*-\- ...-+-  <V*r-r-  ^.-t  =  0. 

Mulftplicirt  man  ferner  die  erste  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
mit  BMf  die  zweite  mit  —  Amt  und  addirt  die  Gleichungen  dann 
wieder  zu  einander;  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

AQBm  —  An  B0=:Dot 

AxBn-An  Bxz=D„ 

» 

*)  Diesen  Beweis  des  obigen  wichtigen  Satzes  findet  man  dem  Wesent- 
lichen naoh  in  den  Exercices  de  Mathematiques  par  Cauchy.  T.  IV. 
p.  124.  Andere  Beweise  desselben,  namentlich  der  von  Poisaon, 
sind  allgemein  genug  bekannt. 
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A%Bn-An  Bt  =  0„ 

U.  8.  W. 
In— iß n  —  An  //„— 2  =  Dn—l\ 
An—\Bn  —  An  BH-\  =  Dn—U 

wobei  mo  bemerken  kuoD,  dass  D0  —  ist,  gesetzt  wird,  die 
Gleichung 

D0£c* Dla?—i  -f-  D%ai—*  -4-  . .  .  -h  Dn-%ac*  -fr-  Dn-\x  =  0, 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  x  dividirt,  die  Gleichung 
/^r"-1  -t-  Dxx*-* -fr- -f- -fr-ZJ«-i  =  0, 


und  bat  also  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  (»— l)sten 
Grades: 


C0*"-*  -h  C.Ä^-fr-  C.^-l-r-. . .  -fr.  C_*r-f-  <V_1==0, 
/lajp^-t^  />sot»^»-t-  . .  .-fr-  Zk-*ar-fr-  Z>«-i  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  leitet  man  auf  ganz  ihnliche  Art 
wie  vorher,  wenn  der  Kürze  wegen 

C9Dt  —  CtD0  =  E0, 

C0D%—C%D9=zE„ 

Co0t  —  C9D0  =  E9, 

U.  8.  W. 

t 

C0D^i  —  Cn-XD0  =  Bn^ 

und 

CxDn-\—Cn-\Dxz=Fx> 

o.  s.  w. 

Cn-%DH-X  —  Cn-JtDn-t  =  /V-t» 

gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden  Gleichungen  des  («  — 2)ten 
Grades  ab: 


E0&»-^  -fr-  Elx»-*  -fr-  E%a?*-*  -fr-  . . .  -fr-  E»-+a;  -fr- =  0, 
/,o^*-s  -fr-  F,       -fr-  -f-  ...  -fr-  /V-§*  -fr-  ^«-2  =  • ; 


und  wird,  wenn  man  dieses  Verfuhren  immer  weiter  fortsetzt,  je- 
'  derzeit  endlich  einmal  auf  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  von 
der  Form 

i!f0a:-T-i¥1  =0, 

kommen,  aus  denen  man  dann  sogleich  durch  Elimination  von  jr 
die  diese  unbekannte  Grösse  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung 
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erhält,  und  also  jetzt  an  dem  Ziele,  welches  man  zu  erreichen  be- 
absichtigte, angelangt  ist. 

Dieses  Verfahren,  obgleich  an  sich  sehr  einfach  und  überdies 
völlig  allgemein,  hat  den  sehr  bedeutenden  Fehler,  dass  es  die 
Endgleichunjr,  als  Folge  der  Einführung  fremdartiger  Factoren, 
häubg  von  einem  zu  hoben  Grade  liefert.  Dm  uns  hiervon  zu  über- 
zeugen, wollen  wir  jetzt  einmal  annehmen,  dass  die  Coefficienten 

-^•>  ^i*  '  -  '  An\ 
Bot  Bx,~  ßti . . .  ßn 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  ar  vom  jvteo 
Grade  sind,  in  Bezug  auf  die  in  ihnen  enthaltene  unbekannte 
Grosse  y  respective  vom 

Oton,  lsten,  2ten, ...  «ten; 

Oten,  lsten,  2ten,  .  . .  jtteu 

Grade  seien;  so  sind  die  Coefficienten 

CQ  =  A0BX  —  Ax  B9i  DQ  =  A0Bm  -  JHB0  j 

Cx=A0ßt-A9ßot  Dx=AxBH  —  AnBxi 

CM=A0ßt — AMßoy  D%^=  AxBn —  AHB9; 

U.  S.  W.  U.  8.  W. 

Cm—i  =  A0ßn  —  AmBoy  D»—\  =An—)B„  —  AnBn—i 

der  beiden  aus  den  vorigen  Gleichungen  abgeleiteten  Gleichungen, 
welche  in  Bezug  auf  a:  vom  (»—  f)sten  Grade  sind,  offenbar  in 
Bezug  auf  y  respective  vom 

lsten,  2ten,  3ten, .  . .  »ten; 

«ten,  (»■+-  l)sten,  (»-t-2)teu,  .  .  .(2m  —  l)sten 

t.'rade.   Ferner  siud  die  Coefficienten 

E9  =  CQDX  -  Cxß91  F0  =  C0D^i  -  eUi/>0 ; 

Ex  =  C0Dt  —  C%Doi  Fx  =  CtD^  —  C^xD, , 

E%  =  C0D%  -  C9Dot  Ft  =  CtD^x  -  C*-XD%  J 

U.  8.  W.  U.  S.  W. 

Em-9  =  CQDn-X  -  CH-YD0,  *V-2=  Cn-^Dn-l  -.C-iß^-i 

der  beiden  aus  den  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,  die 
in  Bezug  auf  ar  vom  (»  — 2)tcu  Grade  sind,  in  Bezug  auf  y  offen- 
bar respective  vom 

(*-r-2)ten,  (*-r-3)ten,  (*-M)ten, . .  .2*ten; 

«*ten,  (2*-r-l)sten,  (2»-f-2)ten,  .  .  .(3<s  —  2)ten 

Grade.    Auf  ähnliche  Art  sind  die  Coefficienten 

G0  =  E0Fx-ExFoi  Ha=zE0F^-E^F., 

#1=^0-^»  —  EtFa,  JFix=ExF»-.t  —  EH-*FX\ 

G,  =  EaFt  -  EtF0,  H%  =  £.#»- 1  -  Bn-tF 

u.  S.  W.  U.  S.  W. 

G—m  =  EnFH-t  -  EH-2F0>  Hu-i  =  En-iF^2  —  E»^Fn-% 

■ 
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der  beiden  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  abgeleiteten  Glei- 
chungen, welche  in  Bezug  auf  a:  vom  (« — 3)tcn  Grade  siud,  in 
Bezug  auf  y  offenbar  respective  vom 

(3» -f- 3)ten,  (3*-f-4)ten,  (3*-|-  5)ten,  . . .  4«sten; 

4wten,  '(4*  -+-  l)sten,  (4»  H-  2)ten,  .  .  .  (5»  —  3)tcn  - 

Grade.    Die  Coefficienten 

JQ  =  G0ffl — Glf/ol  K0  =  GQffn—% —  G„—%ft0 ; 

./,  =  G0fft — G2ff0,  Kx  =  G  t  Hn—%  —  Gm— 3  ff f  ; 

J%  =  G0Ht  -  GJf9,  AT,  =  GJh-i  -  Gn-*H% ; 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Jn-4  =  GQHH-%  -  Gn-*Hoy  Kn^i  =  £«-4#.-3  —  Gm^ff„-4 

der  beiden  au«  den  vorhergehenden  abgeleiteten  Gleichungen,  welche 
in  Bezug  auf  ar  vom  (#»  —  4)ten  Grade  sind,  sind  offenbar  in  Be- 
zug auf  y  jederzeit  respective  vom 

(7»-M)ten,  (7*-r-5)ten,  (7«-+- 6)ten,  . .  .  8*tcn; 

8*ten,  (8*-f-  l)steu,  (8»-t-2)ten, . . .  (9n  —  4)ten 

Grade.  Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  erhellet 
hieraus  schon  mit  hinreichender  Deutlichkeit,  und  überzeugen  wird 
man  sich  nun  auch  sehr  leicht,  dass  die  Coeflicienten 

Mot  Ml  und  A„  JVt 

der  beiden  Gleichungen 

MQa:  +  Mx  =0, 

des  ersten  oder  \n  —  (n  —  l)jten  Grades,  zu  denen  mau  durch 
fortgesetzte  Anwendung  de»  ohigen  Verfahrens  immer  endlich  ge- 
langt, in  Bezug  auf  y  jederzeit  respective  vom 

(2»-2  .  n—  l)ten,  (2*-*  .  »)ten  und  (2»-*  .  «)ten,  (2*-*  .  *-h  l)teu 

Grade  sind,  woraus  sich  dann  ferner  unmittelbur  ergiebt,  dass  die 
w  gar  nicht  mehr  enthaltende  Endgleichung 

MQNX -J/,ATo  =  0 

in  Bezug  auf  y  jederzeit  vom  (2"— * .  w)ten  Grade  ist.  Nach  dem 
in  f.  5.  bewiesenen  Satze  kann  aber  unter  den  gemachten  Voraus-  , 
Setzungen  die  Endgleicbung  in  Bezug  auf  y  den  Grad  «»  =  »* 
niemals  übersteigen,  und  wenn  man  also  untersuchen  will,  ob  die 
obige  Bliminntionsmethode  die  Endgleicbung  von  einem  zu  hoben 
Grade  liefert,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Fälle  zu  ermitteln,  in 
denen 

2"-i  .»  —  »»>  0 

oder 

2«-»  —  *  ;>  0  oder  2"->;>» 

ist.  Für  *  =  1  und  »  =  2  ist,  wie  man  leicht  findet,  2*-1  =  i$. 
Für  »  =  3,  #»==4,  it  =  5,  »  =  6  ist  dagegeu,  wie  man  ebenfalls 
leicht  findet,  immer  2«-i>»,  woraus  man  seblicsst,  dass  für*»;>2 
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jederzeit  »  ist.    Um  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses  Sat- 

zes zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  derselbe  für  »>2 
gilt,  so  dass  2*— 1  ^>  *  ist,  und  wollen  daraus  abzuleiten  suchen, 
dass  er  dann  Jederzeit  auch  für  «-4-1  gelten  muss,  wodurch  seine 
allgemeine  Richtigkeit  bewiesen  sein  wird.  Weil  nun  aber  nach 
der  Voraussetzung  2"— 1  >  n  ist.  so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Sei- 
ten mit  2  mnltiulicirt,  auch  2".>-2»  oder  2"  +  und  folg- 
lich, weil  »>>2  ist,  offenbar  2«  ><•-+-  1  oder  2C-+0-1  >> » -f-  1, 
so  dass  also  der  Satz  in  der  That  auch  für  » -f-  1  gilt,  und  daher 
allgemein  ist.  Aus  dem  Vorhergehenden  sieht  man,  dass  die  obige 
Eliminationsmethode  die  Endgleichung,  wenn  »^>2  ist,  immer  von 
einem  zu  hoben  Grade  liefert,  und  der  Grad  des  eingeführten 
fremdartigen  Factors  ist  im  Allgemeinen 

2«-i  .*—»*  =  *(2»-i  —  »). 

Für  *  =  3,  m=4,  #»  =  5,  «»  =  6,  »  =  7,  «  =  8,  »  =  9,  i»  =  11) 
ist  also  dieser  fremdartige  Factor  resnective  vom  3ten,  löten, 
55stcn,  156steo,  399sten,  9G0sten,  2223sten,  5020sten  Grade,  und 
steigt  demnach  sehr  bald  zu  einem  sehr  hohen  Grade,  woraus  die 
(Inzweckmässigkeit  der  obigen  Eliminationsmethode  deutlich  genug 
erhellen  wird  ^. 

Im  Vorhergehenden  ist  angenommen  worden,  dass  die  beiden 
gegebenen  Gleichungen  in  Bezug  auf  a:  von  demselben  Grade  sind. 
Ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  kann  man  immer  die  beiden  Glei- 
chungen leicht  auf  denselben  Grad  bringen,  wenn  man  der  Gleichung 
von  dem  niedrigem  Grade  am  Anfange  so  viele  Glieder  mit  dem 
Coefficienten  Null  beifügt,  als  erforderlich  sind,  um  diese  Gleichung 
uuf  denselben  Grad  wie  die  höhere  Gleichung  zu  bringen.  Hier- 
nach kann  man  dann  auf  die  beiden  Gleichungen  die  obige  Elimi- 
nationsmethode offenbar  wieder  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wie  im 
Vorhergehenden  gelehrt  worden  ist,  anwenden. 

Sehr  leicht  Kann  nun  aber  auch  gezeigt  werden,  dass  durch 
die  im  Vorhergehenden  behandelte  Aufgabe  das  Eliminationsproblem 
für  Gleichungen  höherer  Grade  überhaupt  im  Allgemeinen  gelöst  ist. 
Bat  man  nämlich  m  Gleichungen  mit  den  m  unbekannten  Grössen 
ar,  y,  #;  so  ordne  man  diese  sämmtiieh  nach  der  einen 

dieser  uobekannten  Grössen,  etwa  nach  der  Grösse  acy  und  elimi- 
nire  dann  nach  der  im  Obigen  gelehrten  Methode  x  aus  der'lsten 
und  2ten,  2ten  und  3ten,  3ten  und  4ten,  u.  s.  w.  (m  —  l)sten  und 
«rten  Gleichung,  so  erhält  man  m — 1  offenbar  die  Grösse  x  gar 
nicht  mehr  enthaltende  Gleichungen,  welche  man  nun  sämmtiieh 
nach  y  ordnet,  und  dann  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  y 
eliminirt,  wodurch  man  m  —  2  die  Grössen       y  gar  nicht  mehr 


*)  Will  man  sich  noch  deutlicher  überzeugen,  dass  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Eliminationsmethode  fremdartige  Factoren  eingeführt  werden, 
so  a.  m.  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  alge- 
braischen Gleichungen  von  M.  Hirsch.  Erster  Theil.  Ber- 
lin 1809.  S.  109  ff.,  wo  die  vier  ersten  Grade  besonders  betrachtet 
sind.  Auch  kann  man  den  Artikel  Elimination  in  dem  zweiten 
Theile  meiner  Supplemente  zum  Klügel'schen  Wörterbuche 
und  eine  Abhandlung  von  Gergunne  in  den  Annales  de  Matheuia- 
tiques.  T.  XXIjm.  41.,  wo  auch  zugleich  Mittel  angegeben  sind,  durch 
die  man  sich  von  den  fremdartigen  Factoren  möglichst  frei  halten  kann. 
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*  « 

enthaltende  Gleichungen  bekommt)  auf  die  nan  nun  wieder  eio 
ganz  ähnliches  Verfall  reu  anwenden  kann.  Endlich  wird  man  auf 
diese  Weise  zu  m  —  (m  —  1)  die  m  —  1  unbekannten  Grössen  xf 
y,  gar  nicht  mehr,  d.  h.  zu  einer  bloss  noch  die  eine 

unbekannte  Grösse  v  enthaltenden  Gleichung  gelangen,  und  also 
den  Zweck  des  Verfahrens,  welches  man  im  Allgemeinen  mit  dem 
Namen  der  Elimination  der  unbekannten  Grössen  zu  belegen  pflegt, 
vollständig  erreicht  haben. 

Die  im  Obigen  entwickelte  Elimioationsmethode  ist  von  Knier 
in  dem  zweiten  Tlieile  der  Introdnctio  in  Analysin  Infint- 
torum.  Cap.  XIX.  p.  255  gegeben  worden.  In  den  Mlmoirea 
de  l'Academie  des  sciences  de  Berlin.  1764  scheint  aber 
Kuler  selbst  die  erste  Erfindung  dieser  Methode  Newton  beizu- 
legen. In  ihren  Principien  im  höchsten  Grade  einfach,  führt  die- 
selbe jedoch,  wie  oben  ausführlich  aus  einander  gesetzt  worden 
ist,  häufig  zu  Gleichungen  sehr  hoher  Grade,  die  von  denen  in 
ihnen  enthaltenen  fremdartigen  Factoren  gewöhnlich  nur  mit  nicht 
leicht  zu  überwindenden  Schwierigkeiten  befrei't  werden  können. 

Eine  zweite  merkwürdige  Eliminationsmethode  wollen  wir  jetzt, 
um  nicht  zu  weitläufig  zu  werdeu,  zwar  nur  an  einem  besondern 
Falle,  aber  doch  so  erläutern,  das»  die  allgemeine  Gültigkeit  der 
Regeln,  welche  wir  aus  unserer  Entwicklung  ableiten  werden,  auf 
der  Stelle  und  ganz  von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird. 

Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  aus  den  beiden  Gleichungen 

f(x)  =  ax%  -+-  bxA     cx9     dx*  -f-  ex  «4-/=  0 

und 

F\x)  =  Ax%  -f-  Bx*  «+-  Cx  H-  />= 0, 

welche  in  Bezug  auf  x  respective  vom  fünften  und  vom  dritten 
Grade  sind,  die  Grösse  x  eliminirt  werden  soll.  Zu  dem  Ende  sei 
to  ein  diesen  beiden  Gleichungen  genügender  Werth  von  X,  so  ist 
nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  für  jedes  x 

f(x)  =  {x-tc)f1(x),  F(x)  =  (x  —  w)Ft{x)y 

wo  ft(x)  und  Ft{x)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des 
vierten  und  zweiten  Grades  von  x  bezeichnen.    Also  ist  für  jedes  x 

f{x)  F ,  (x)  =  (x-  w)fx  (x)Ft  (x), 

F{x)  /,  (xY=  (x  -  w]/,  (x)Ft  (x) ; 

und  folglich  für  jedes  x 

'  Ax)Fl(x)  =  F(x)fl(*) 


A^)F,  (x)  -  F\x)A  (x)  =  0. 
Setzen  wir  also 

fi(x)  =  —  px*  —  <jxx  —  rx*  —  sx  —  /, 
Ft{x)  =  P*%  -h  Qx  +  R,, 

so  ist  für  jedes  x 
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0  =  (ax'  +bx*  +cx*  +  dx*  +ex+f)  {Px%  -+-  Qx-+-R) 
-+-  {Ax*      Bx>  +  Cx  +  D)  (px*  -\-qxl  H-r\ra  -\-tx-{-  /), 
also  Dach  gehöriger  Entwicklung  für  jede«  x 
i^Px'+oQx'-i-aRx' 

■+JP     +bQ  -\-bRx* 

+cP     -hcQ  -t-cRx* 

+dP    +dQ  +dRx* 

+eP     +eÖ  -\-*Rx 

-hfp   +/Q  -h/n 


-hßp     -\-Bq     +ßr     -4-Zf*  -hBf 

+Cp     +Cq     +Cr  +Ct 

Mt_jmtL  +Dp     +Dq    +Dr    -f-Zfc  -f-Zfc 

und  folglich 

aP  -+>Ap  '  =0, 

bP+aQ  +  Bp+Aq  =  0, 

cP  -\-bQ  +aR  -*-Cp  +  Bq  +  Ar  =  0, 

dP  -\-  cQ  -\-  bR  Dp  -\«  Cq  -\-  Br  A*  =  0, 
eP  -i-dQ+cR  +  Dq+Cr  -+-  Bs  -f-^#=0, 

fP  -±eQ  +dR  +Dr  +C*  -r-/fr=0, 

-*-/«  H-«?Ä  -f-^  =  0, 

Dies  sind  acht  Gleichungen  zwischen  den  acht  Grössen  P9 
B\  Pf  9t  r»  *»        H^t  man  nnn  aber  zwischen  den  »  Grössen 
.ar,  y,  *, . . .  sf,  v  überhaupt  n  Gleichungen  des  ersten  Grades  oder 
n  sogenannte  lineare  Gleichungen  von  der  Form 

a0x  -h  b0y-\-  c0*-f-  -4-  g0u  -f-  >50t>  =  0, 

«jar-f-^y-r-c,*-!-  .  . .  -f- >5,t;  =  0, 

«tOr-j- Ä4y-f- c,a  +  .  . .  -f-  g^u  -f-  ^,t>  =  0, 

««.r-r-J.y-f-c,*-*-  . . .  -r-^-,si-f-^I»  =  0, 

u.  s.  w. 

•»-l* -f-  ÄjK-iy-*- <J»-i*  -f- -I-  hn-\v  =  0; 

so  folgt  ans  denselben,  wie  aus  §.  4.  erhellet,  wenn  man -die  dort 

gebrauchten  Bezeichnungen  auch  jetzt  beibehält,  da  die  in  dem  in 
ede  stehenden  Parugrajihen  durch 

by  c,  d, . . .  gt  h\ 

9(a,  kt  c,  dy...gt  h)y 

9»(a,    6,    ky    dy  .  .  .  gy  h)y 

U.  8.  W. 

y(a,     by     Cy     tiy...gy  k) 
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bezeichnetet*  Functionen  jetst  offenbar  sämuitlich  verschwinden,  je- 
derzeit 

•*9>(«>      r,  <  .  .  .  g,  A)  =  0, 

yqp(«,  6,  ct  dy...gt  //)  =  0, 

*o>(«r,  6,  c,  dy  ...g,  *)  =  0, 

u.  s.  w. 

*<jp(«,  &t  c,  </,...  ^,  ^)  =  0, 

r9>(«,  6,  c,  d, ...  g,  A)  =  0. 

Weiss  man  also  aus  andern  Gründen,  dass  die  Grössen  xy  y,  s, . . . 
«,  r  nicht  sämmtlich  verschwinden,  dass  folglich  wenigstens  eine 
derselben  nicht  verschwindet,  so  ist  man  immer  berechtigt  tu  ach  Ii  es- 
sen, dass 

y(a,  6y  c,  df...gt  A)  =  0 

ist.  Kehren  wir  jetzt  wieder  zu  unsern  obigen  acht  Gleichungen 
zwischen  den  acht  Grössen  jP,  Q,  Ry  »,  ^,  r,  #,  *  zurück,  so  ist 
man  offenbar  immer  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  diese  acht 
Grössen  nicht  sämmtlich  verschwinden,  weil,  wenn  dies  der  Fall 
wäre,  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen 

/Cr)  =  (x- *)/,  <*),  F(x)  =         w)F1  (*), 

d.  i. 

f{x)  =  —  (x  —  w)  (px*  -f-  fa?»  -+-  ra?»  -r-*or-f  -  /), 
F(x)  =  (x-w)  (Px*  +  Qx  +  R), 

für  jedes  x 

/(*)  =  <),  ^)==o, 

d.  i.  für  jedes  a? 

aar*  -f-  bx*  -h  er*  -f-  dx*  -+•  ex  -+-  /"=  0, 
^/•r1  -T-  Zte3  -4-  Cx-\-ß  =  Q, 

und  folglich 

a  =  b  =  c  =  d=e=f=Q> 

4  =  B=C=D=z0 

sein  würde,  welches  offenbar  ungereimt  ist.  Da  also  die  Grössen 
Py  Q,  R,  pt  q,  ry  9y  t  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  ist  man 
das  vorher  überbaupt  von  u  linearen  Gleichungen  zwischen  den  » 
Grössen  x,  y,  s,  . .  .  •#,  v  bewiesene  Verfahren  auf  unsere  obi- 
gen acht  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  deu  acht  Grö- 
ssen Py  Qy  Ry  pt  ij y  ty  ty  t  anzuwenden  berechtigt,  und  zwar  auf 
folgende  Art. 

Die  in  Rede  stehenden  acht  Gleichungen  könncu  auf  folgende 
Art  geschrieben  werden: 
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«/»-+- 0Q  +  OR  +  Ap-+>  Oq  H~  Or  0«  0*  =0, 
LP-\-aQ-\~§R-\-  Bp-k~  Aq-\-  Or  0*  -f-  0/  =0, 
rP-r-Ä^-f-ar/l-f-  6>  -+-/fy-H^r  -4-  0*  -f-  0/  =0, 
dP-\-cQ-\-6R-\-Dp-\-  Cy-\-  ßr -+-  4*  -f-  0/  =0, 
eP-\-  dQ-+-cR-+-  top  -\-Dq-\-  Cr  -f-  B*-\-  At  =  0, 
/P-\-eQ-\-dR-\-  Op  +  Oy  -4-/>r-f-  Cs-+-  Bt=Q, 
0/»-r- /ö -+-  */*-f-  Op,  -+-  Oy  +  Or  -+-  Dm-\-  Ct  =  0, 
O/M-Ofl  Op  -f-  Oy  -h  Or       0*  -4-/^  =  0; 

uod  die  Coefficienten  dieser  acht  Gleichungen  sind  also 

a>  0,  0,  A,  0,  0,  0,  0 
6,  «,  0,  B,  At  0,  0,  0 
cy  6}  at  C,  Bt  A,  0,  0 
</,  c,  h,  D9  C,  B,  A,  0 
<»,  dt       0,  />,  C,  Ä,  .4 
/,      «/,  0,  0,  D,  C\  B 
0,  /,  e,  0,  0,  0,  Dy  C 
0,  0,  /,  0,  0,  0,  0,  D 

Bildet  man  nun  aus  diesen  Coefficienteo  die  in  $.  \.  durch  9  be- 
zeichnete Function  ganz  auf  die  dort  gelehrte  Weise,  und  setzt 
dieselbe,  wie  dies  nach  dem  Vorhergehenden  verstattet  ist,  der  Null 

gleich,  so  erhält  man  eine  die  Grösse  a:  gar  nicht  mehr  enthaltende 
leichung,  welche  also  das  gesuchte  Resultat  der  Elimination  die- 
ser Grössen  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

ax%  -+-  &r 4  -|-  esc1  -+-  da:*  +«+/=Ü, 

Aar*  -4-  Bat*  +  Cr  -|-  D  ==  0 

ist,  und  die  Elimination  läset  sich  daher  nach  dieser  Methode  im- 
mer ohne  grosse  Schwierigkeit  und  ohne  weitläufige  Rechnungen 
ousfübren.  Nötbig  ist  nur  noch,  dass  wir  zeigen,  wie  das  obige 
Schema  der  Coefficienten  immer  leicht  entworfen  werden  kann. 
Die  einfachste  Art  scheint  uns  folgende  zu  sein.  Man  bilde  zuerst 
aus  den  Coefficienten 

ay  6,  c,  d,  e,  f 

und 

At  B,  C,  D 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nach  einer  sich  leicht  von  selbst 
ergebenden  buchst  einfachen  Regel  das  folgende  Schema: 
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«r,  A9 

fty  «r,  B,  A, 

r,  b,  a,  C,  B,  A, 

tty  r,  6,  D,  C,  B,  Ay 

e.  d,  r,  Z>,  C  By  4 

f  \  e,  d,  Dt  C>  B 

/,  <%  Dt  C 

/,  -  D 

und  fülle  hierauf  alle  fehlenden  Stellen  durch  Nullen  aus,  so  er- 
hält rann  unmittelbar  das  gesuchte  Schema 

0,  0,  A,  0,  0,   0,  0 

//,  a,  0,  B,  A,  0,    0,  0 

c,  //>  at  Ct  Bt  A,   0,  0 

//,  c,  /,,  B,  C,  B,  A,  0 

<?,  f/,  cy  0,  D,  C,  B,  A 

/,  e,  d,  0,  o,  z>,  r,  ff 

0,  /,  e,  0,  0,  0,  D,  C 

o,  o,  /,  o,     o,  o,  n 

der  Coefficienten,  aus  deneu  die  der  Null  gleich  zu  setzende  Fuuction 
(f  nach  <len  in  $.  i.  gesehenen  Regeln  gebildet  werden  rauss. 

Rinn  kann  noch  auf  eine  andere  sehr  einfache  Weise  zu  der 
durch  Kliminution  von  x  nus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

axl  -f-  6x*  H-  ex*  ■+-  da  *  H-  ex  -+-/==  0 

und 

Ax*  ~h  Bx*  +Cr+ö  =  Ü 

entspringenden  Gleichung  gelangen.  Aus  diesen  beiden  Gleichun- 
gen ergehen  sich  nämlich  unmittelbar  die  ncht  folgenden  Glei. 
chungen : 

ax1  -h  6x*  -+-  ex*  -f-  ^7  -f-  fx*  -+-  O^r1  -f-  0a?°  =0, 

Ö.rT  //.r4  -f-  bx%  ~Sr  ex*  -+-  f/.r»  -+-  *.r*  -+-  />'  -+-  0xn  =0, 
Ox1  H-  0.rn  -f-  «o-*  -f-  ^.r4  r.r*  -4-  -+-  ex'  -f-  A°  =0, 
^'H-Zf^-r-Cr*  -f-Ätr*-h  0.r"  -+-  (Kr*  -f-  0xl  -\-0x°  =0, 
O.r7  4-  Ax'-t-Bx*  H-  Cr*  -f-  Zfcr1  -f-  0.r*  -h  O^r1  -f-  0x°  =0, 
ü^'  -h  (Lr4  -t-Ax*-*-  BxA-\-  Cr*  -f-  Ar'  -f-  O^r»  -f-  U.r°  =0. 
(hr7  -f-  O^r«  -h  O.r1  -f-  ^.r4  -f-Är*  -f-  Cr*  -f-  0.r°  =0, 

0.r7  -+-  (Kr*  -|-  O^r*  H-  O.r4  -f-  Ax1  -\-Bx*-\-  Cxx  ~+-&x°=:0; 

deren  Coefficienten 
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</,  6.  et    d,    e,  f,  0,  0 

0,  a,  A,    cy    d,    e,  /,  0 

0,  0,  a,        r,    */,  e,  f 

Ay  B,  Cy  Dy  0,   0,  0,  0 

0,  Ay  By  C9  Dy  0,  0,  0 

0,  0,  A,  By  C,  Dy  0,  0 

0,  0,  0,  A,  B%  C\  Dy  0 

0,  0,  0,   0,  Ay  By  C,  D 

sind,  aus  denen  man  nach  den  in  $.  4.  gegebenen  Regeln  die 
Function  <p  bilden,  dieselbe  der  Null  gleich  setzen,  und  dadurch 
eioe  die  (Jrtisse  x  gar  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung,  d.  h.  das 
gesuchte  Resultat  der  Elimination  der  Grösse  x  aus  den  beiden  ge- 
gebenen Gleichungen  erhalten  kann.  Das  obige  Schema  der  Coef- 
ficienten  bildet  man  am  leichtesten  auf  folgende  Art.  Man  schreibt 
zuerst 

a,   //,  c,  d,  <?,  / 

■ 

«,  6,  c,  d,    e,  f  , 
«r,  A,  c,    d.   e>  f 
A,  B,  C,  D 
A,  B,  Ct  D 
A,  B,  C\  D 
A,  B,  C\  D 
A,  ß,  T,  D 

und  füllt  hierauf  alle  fehlende  Stellen  durch  Nullen  aus,  wodurch 
sich  ergiebt 

a,  h,    c,  </,   e,  /,   0,  0 
0,        h,   c,  d,  e,   /,  0 
0,  0,  a>    by   c,  d,   e,  / 
A,  B,  C\  By  0,   0,   0,  0 

0,  Ay  By  Cy  Dy  0,  0,  0 
0,        0,      Ay      By      Cy       Dy  0,  0 

0,  0,  0,  Ay  By  Cy  Dy  0 
0,        0,        0,        0,      Ay       By         Cy  D 

ganz  wie  oben. 

Cm  nur  ein  ganz  einfaches  Beispiel  zu  den  beiden  vorher- 
gehenden Regeln  zu  geben,  so  habe  man  die  beiden  Gleichungen 

ax*  -h  6x  H-  c  —  0,  Ax  H-  B  =  0. 

Bei  der  Anwendung  der  ersten  Regel  bildet  man  das  Schema 

Oy     Ay  0 
t'y       By  A 

c,  0,  B 

V 
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Bei  der  Anwendung  der  zweiten  Regel  muss  mau  das  Schema 

A,  ß,  0 
0,  A,  ß 

bilden.    Betrachtet  man  nun  überhaupt  die  drei  Gleichungen 

a0jc  -h  b0y  -+-  cQx  =  0, 
«,.r-T-£Iy-r-rIx  =  0, 

so  ist  nach  4. 

/>=  (b  - «)  (c-a) 
und  folglich,  wenn  man  dieses  Product  gehörig  entwickelt, 

P—  de*  —  b*c  -f-  ab*  —  ac*      «*c  — 
oder  vielmehr 

Pz=a°blc*  —  anb*cl  +  alb*c°  —  -r-a'Ä0*1  — 

und  folglich  durch  Verwandlung  der  Potenzexnonenten  in  Indices 
die  Function  <jp  in  diesem  Falle 

«To^i^a  —  «o*»*i  -4-«i*aco  —  *iboC9  -+-a*b0cx  — a%hxcQ. 
Wendet  man  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Regeln  an,  »o  muss 
man 


aG  =  a, 

K 

=  A, 

Co 

=  0 

ax  =  b, 

b\ 

=  B, 

Cx 

=  A 

=  c, 

=  0, 

<•» 

=  ß 

setzen,  und  erhält  hierdurch  die  gesuchte,  ac  nicht  mehr  enthaltende 
Gleichung 

aß*  —  LAß  -4-  c>4*  =  0. 

Wendet  man  die  zweite  der  beiden  obigen  Regeln  an,  so  muss 
man 

a0  —  a,  b0  =  b,  c0  =  c 
al  =  A,  bl  =  2?,  c,  =0 
ßf,     0,      =  d,  c7  =  ß 

setzen,  und  erhält  hierdurch  wieder  die  gesuchte,  ar  nicht  mehr 
enthaltende  Gleichung 

aß*  +  cA>-bAß  =  0 

oder 

_  hAB  H-  <?y#*  =  0, 

ganz  übereinstimmend  mit  dem  vorher  gefundenen  Resultate. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  durch  das  gewöhnliche 
Eliminationsverfahren  in  einem  solchen  Falle  wie  der  vorliegende 
auf  folgende  Art.  Bestimmt  man  x  aus  der  zweiten  der  beiden 
gegebenen  Gleichungen,  so  erhält  «an 
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und  dieser  Werth  vou  .r,'  in  die  erste  Gleichung  gesetzt,  giebt 

a  -j;  —  0     -+-  c  =  0 

oder 

ganz  wie  vorher. 

Zur  Berechnung  weitläufigerer  Beispiele  fehlt  hier  der  Raum; 
das  vorhergehende  wird  über  auch  zur  Erläuterung  der  Anwendung 
der  beiden  im  Obigen  entwickelten  Regeln  schon  hinreichend  sein. 

Um  uns  eimgermassen  ein  Urtheil  über  die  Anwendbarkeit  der 
vorhergehenden  Methode  bei  der  wirklichen  Ausfuhrung  von  Eli- 
minationen zu  bilden,  wollen  wir  in  der  Kürze  untersucheu,  wie 
gross  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Glieder  ist,  aus  denen  die 
jc  nicht  mehr  enthaltende  Gleichung  besteht,  zu  welcher  die  obige 
Methode  führt.    Wenn  zwischen  n  unbekannten  Grössen  n  lineare 
Gleichungen  gegeben  sind,  so  ist  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
Glieder  der  Zähler  und   Nenner  der  Werthe  der  unbekannten 
Grossen  die  Permutationszahl  für  n  verschiedene  Elemente,  näm- 
lich 1.2.3...»,  welches  ganz  unmittelbur  und  von  selbst  aus 
Bezout's  und  Cramer's  Regeln  für  die  Elimination  der  unbe- 
kannten Grössen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  wir  hier, 
wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  als  bekannt  voraussetzen,  er- 
hellet.   Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen,  aus  denen  x 
eliminirt  werden  soll,  in  Bezug  auf  diese  Grösse  überhaupt  vom 
/nten  und  vom  «ten  Grade,  so  hat  man  bei  der  Anwendung  der 
obigen  Elimioationsmethode,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 
eigentlich  m-\-n  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  eben  so 
vielen  unbekannten  Grössen  aufzulösen ,  und  der  gemeinschaftliche 
Nenner  der  Werthe  dieser  unbekannten  Grössen  ist  die  Function 
der  x  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung,  zu  welcher  die  obige 
Elimioationsmethode  führt,  so  dass  also  die  Anzahl  der  Glieder 
dieser  Gleichung  nach  dem  Vorhergehenden   im  Allgemeinen 
1  .  2  .  3  .  .  .  (»»-+-  n)  ist,  wenn  auch  allerdings  wegen  der  vorkom- 
menden verschwindenden  Cocfficienten  mehrere  dieser  Glieder  weg- 
fallen,   und    die  Anzahl    der   Glieder   im   Ganzen    sich  daher 
etwus    verringert.     Weil    aber   z.  B.    für    jw-|-*i=10  schon 
1  .  2  .  3  .  . .  (m     *)  =  362S800  ist,  so  sieht  man ,  dass  die  Anzahl 
der  Glieder  der  x  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung  doch  sehr 
bald  ungeheuer  gross  werden,  und  die  Elimination  von  x  nach 
der  obigen  Methode  in  der  Praxis  dann  so  gut  wie  unausführbar 
sein  wird. 

Auch  diese  zweite  Eliminationsmethode  lehrt  dem  Wesentlichen 
nach  Euler  in  der  Introductio  in  Analysin  Infinitorum. 
Cap.  XIX.  p.  265.  In  neuester  Zeit  ist  dieselbe  von  Sylvester 
in  dem  Philosophical  Magazine.  Eebruary.  1840  und  von 
Richelot  in  Crelle's  Journal  mit  mehreren  guten,  in  das 
Obigre  dem  Wesentlichen  nach  mit  aufgenommenen  Bemerkungen 
bereichert  worden. 
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f.  8. 

In  den  Memo i res  de  l'Academie  des  sciencea  de  Paris.  1764 
hat  Bezout  eine  Eliminationsmethode  angegeben,  die  im  Allgemei- 
nen auf  Folgendes  hinaus  kommt.  Die  beiden  gegebenen  Gleichun- 
gen seien  jetzt 

a0x*  H-  axx»— 1  -+-  a%x*-*  -f-  .  .  .  -4-  a„—\x  -4- aH  —  0, 
b0xn  -h  bxxn~^  -|-/ya^-2  _|-  .  .  .      bH-\jc  -4-  bm  =  0. 

wobei  wir  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Gleichun- 
gen nicht  von  demselben  Grade  sind,  die  Coeflicienten  einiger  An- 
fangsglieder  in  der  einen  dieser  beiden  Gleichungen  als  verschwin- 
dend zu  betrachten  sind.  Diese  beiden  Gleichungen  wollen  wir 
auf  die  Form 

a0xm  -{-axx*— 4-f-  .  .  .  -4-  aix*~l 
=  —  -4-  ai^a:*-*-2  -4-  .  .  -4-  a„-\x  -f-  a„). 

=  —  -4- -4-  .  .  -4-  ^-i-^  H- 

bringen,  wo  /  jede  der  positiven  ganzen  Zahlen 

0,  1,  2.  3,  4,  .  .  .  *—  1 

sein  kann.  Aus  den  beiden  auf  diese  Weise  dargestellten  Gleichuu- 
gen  folgt  durch  Division 

a0aS  -+-    x*—  *  -4-  a7~rf-2  -+-..-+-  at—ia:  ai 
bQx*  H-  hxx*-l  -f-  btxt-*  H-  . .  -4-  bi~\x  -4- 

  «/-HJ""-M  -f.  g/^-2jrw-/-3  -|  1-         x  -4- 

bl-i-\X*~~t  *  -f-  bf+2X"-l~*  H-  .  .  -f-  A/i-lX 

und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  dem  Producte  der 
beiden  Nenner  multinlicirt. 

{aQx*  -4-  «r,^-1  -f-  •  .  -h  ai—\x  -+-  ai) 

X  (ä/+1^p"-'-1  -4-  £,+2.^-'-2  -4-  •    -h  /'»-l^  -+-  Äw) 

—  (^o«*7  -f-  *,^r/—1  -4-  •  •  -f-  bi-i  x  -4-  £/) 

X^M-i^-'-1  -h  ai^V-t  -2  -»-  . .  -h  «r»_iA'  -*-  «*)  =  0. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Grösse  auf  der  linken  Seite  des  Gleich. 
Iicitszeichens  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  so  wird  dieselbe 
offenbar  die  folgende  Form  annehmen: 

J^tx*-*  -4-  J)yix»-i  -4-  Aux«-*  -4-  .  .  .  -4-^_2,/  r-4-  -7*_i,/  =  Ö. 

und  milteist  einer  sehr  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sieh 
leicht  von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Ausdrücke. 

J(iti  =  a0b/+\  —  £0ff/+i, 

^l,/  =  a%  bi+\  —  // ,  «r/+i 

-h  —  £.,«/+2, 

-4-  trtb/+2—  b,a/+2 
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-+-a7bt+2  —  6ta/+> 

U.  8.  W. 
-+-  */-J  #/-M  —  £/-J  «/-»-» 


Ai+\,  i  —  a/bi+2  —  6/ai+2 

*ar/--i  £/-»-8  —  flr/-|-3 


•          I  |         i         .  • 

U.  8.  W. 


AM-.2,l  —  aibn-\  —  bwH-\ 
-+-  «7-1  — 
An-\J  =  — 

„  Bei  der  Anwendung  dieser  Ausdrücke  zur  Entwickelung  der 
Grössen 

Aa, ii  Aftr,  A%,i\  A%,t\ .  . .  An-ui 

hat  man  sich  nur  zu  merken,  duss  man  sowohl  in  der  Reihe  der 
durch  a  mit  den  gehörigen  Indices,  als  auch  in  der  Reihe  der 
durch  b  mit  den  gehörigen  Indices  bezeichneten  Coefficientcn  von 
jedem  Gliede  an  aufsteigend  und  nbsteigeud  immer  nur  so  weil 
fortschreiten  muss,  uls  diese  Coefficienten  nicht  verschwinden.  Tin 
dies  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  «ei  /r=4,  »  =  7;  so  ist 
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-^1,4  =  a.b. 

I  S 

-\-tt..b  . 

—  A  it 
<)*•• » 

•*^2.i  Ct.b  . 

—  b-t» . 

'II 

■        O  7 

—  b„a, . 

O**  7  1 

—  ba 

1      7  ' 

*>  •          **  4  i 

  V  -tX  . 

—  bta„ 

^5,4  = 

— 

—  bta„ 

4^  =  «^, 

Sehr  leicht  erbeliet  nun  aber  aucb  aus  dem  Vorhergehenden  die 

Richtigkeit  der  nachstehenden  für  das  Folgende  wichtigen  Re- 
lationen : 

U.  S.  W. 

Aus  der  Gleichung 

A  z^-1  -I-  ^  /.r«-2  -+-  ^2,  A**-3  ^f«-a,  /^r  -f-  ^^j,  /  =0, 
oder  vielmehr  aus  der  Gleichung 

4y -f- ,/*r*- 2 -T- . ^2,/-r— 3 -f-  ...  -r-^-j./jr1  -4-^-1,/^°  =  0, 

erbült  man,  wenn,  was  verstattet  ist,  für  /  nach  und  nach  die  po- 
sitiven ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  ...,»  — 1  gesetzt  werdeo, 
die  folgenden  n  Gleich  uugen: 

-4- ^i,or"-2-+-  J2^a:»  ^-k~  . . .  +AH-itfcl  -\-JH^lfix'i=Ü, 

Joix&*-l-*-Auxx»-*+.J2yia:»- 2-f- ...  -I-  ^«-2,1^'  -+-^*_i44ro=0. 

/ V»^"1  ,2&n-2 -+-  ^2t2^H  2 #  . .  -f-^.j^'-h^/^^r^O, 

u.  s.  w. 

und  wird  also,  wir  sich  au»  de  in  Obigen  sogleich  ergiebt,  zu  der 
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gesuchten,  die  Grösse  a:  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichung  ge- 
langen, wenn  man  ans  den  Grössen 

^0,i;  ^l,t;  ^2,1?  •  •  •  An-%\\  ^«-1,1 

dw*  ^1,2;  ^w;  • .  •  ^»-w;  -**-i,2 

» 

□.  8.  W.  • 

-^0^-2;  -^l^-aj  ^»-2  5  •  •  •  -4»-*»-*t 
^Oim— 1;  ^2^-1;  •  •  •  ^«-2^-1; 

auf  bekannte  Weise  die  im  Obigen  durch  tp  bezeichnete  Function 
bildet,  und  dieselbe  der  Null  gleich  setzt.    Aus  den  im  Vorher« 

fehenden  bewiesenen  Relationen  ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle, 
ms  man  auch  statt  des  obigen  Schernaus  das  Schema 

40fl>  ^0,15  ^0,2;  •  •  • 

^0,1;  -*ia;  -^1.2; .  • .  ^1,1.-2;  -^1^-1 
^w;  -^1,2  i        . . .  ^2*-i 
u.  s.  w. 

den  in  diesem  Schema  enthaltenen  Grössen  die  im  Obi- 
gen durch  gp  bezeichnete  Function  bilden,  und  dieselbe  der  Null 
gleich  setzen  kann. 

Am  Schluss  dieser  Abhandlung  bemerken  wir  noch,  dass  bei 
derselben  überhaupt  das  Memoire  sur  l'llimin  ation  d'une 
variable  entre  deux  Iquations  algebriques  in  den  Kxer- 
cicesd'Analyseet  dePhysiquematü^matique  par  Cauchy. 
T.  I.  Pari 8.  1840  *)  p.  385  viellach  benutzt  worden  ist.  In  einer 
zweiten  Abhandlung  werden  wir  späterbin  auf  diesen  Gegenstand 
zurück  kommen. 


•)  Wovon  aber  die  12te  Lieferung,  in  welcher  sich  das  in  Rede  stehende 
Memoire  befindet,  nur  erst  ganz  vor  Kurzem  erschienen  ist. 
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VIII. 

Ueber  die  Summen  der  Winkel  in  ebenen  ge- 
radlinigen Vielecken. 

Vod  dem 

Herrn  Director  J.  II.  T.  Müller 

am  Realgymnasium  au  Gotha. 


1.  Bekanntlich  wird  die  Summe  der  nach  einerlei  Richtung  ge- 
nommenen Aussenwinkel  eines  ebenen  einfachen  Vielecks  dadurch 
ermittelt,  dass  man  aus  irgend  einem  Punkte  mit  den  auf  einander 
folgenden  Polygonseiten  die  gleichstimmig  parallelen  Linien 
zieht  und  die  m  einerlei  Drehungsrichtung  genommenen  Winkel 
der  den  successiven  Seiten  entsprechenden  Parallelen  aummirt, 
woraus  hervorgeht,  dass  diese  Summe  immer  ein  Vielfache«  von 
4/1  betragen  muss. 

2.  Auf  ganz  dieselbe  Weise  iässt  sich  auch,  was  man  bisher 
übersehen  zu  haben  scheint,  die  Summe  der  innern  Winkel  eines 
solchen  Vielecks  finden,  wenn  aus  einem  beliebigen  Punkte  mit  der 
Isten,  3ten,  5ten, .  .  Seite  die  gleichstimmig,  mit  der  2ten, 
4ten,  öten,  .  .  Seite  aber  die  ungleich  st  immig  parallelen  Linien 
gezogen  und  dann  bei  einerlei  Drehuogsrichtung  die  Winkel  der 
Parallelen  nach  folgendem  Gesetze  summirt  werden. 

bezeichnen  1;  3;  5;..  die  glcichstimmigen  und  2;  4;  ti;  .  . 
die  ungJeichstimmigen  Parallelen,  so  ist  die  Summe  aller  innern 
Winkel 

1)  im  (2*)eck 

=  (1,2)  +  (2,3)  -f-  (3?4)  -H  .  .  H-  (2»  — 1,2*)  -+-  (2*,1) 

2)  im  (2*-r-l)eck 

=  (1,2)  +  (2,3)  -+-  (3,4)  -H  . .  -f-  (2»,2»  H-i)-f-  (2»  1,1') 

wenn  im  letztern  Falle  1'  die  Rückverlängerung  der  Parallelen  1 
bezeichnet.  —  Im  ersten  Falle  ist  demnach  jene  Winkelsumme  im- 
mer ein  gerades,  im  zweiten  ein  ungerades  Vielfaches  von  2  rech- 
ten Winkeln. 

3.  Diese  Herleitungs weise  der  Summe  der  innern  Vieleckswin- 
kel bat,  abgesehen  von  der  Uebereinstimmung  mit  der  für  die 
äussern  Winkel,  vor  der  gewöhnlichen  den  erheblichen  Vorzug,  dass 
sie  sich  ganz  gleichmässig  auf  alle  Vielecke  mit  beliebig  vielen 
convexen  Winkeln  anwenden  und  dass  sie  die  eigentliche  Bedeu- 
tung der  Polygonwinkel  deutlicher  erkennen  lasst. 

Ks  sei  mir  erlaubt,  aus  dem  Obigen  noch  einige  Folgerungen 
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su  ziehen,  welche  eine  Ergänzung  dessen  bilden,  was  ich  in  der 
Abhandlung  über  die  symmetrischen  KreiBvielecke  von  ungerader 
Seitenzahl,  Gotba  1840.  über  die  verschiedenen  Winkelsummen  der 
Vielecke  angedeutet  hatte. 

4.  Bei  unveränderter  Drehungsrichtung  ist  in  einem  einfachen 
ebenen  Vielecke  die  Summe  der  Winkel  je  zweier  aufeinander  fol- 
gender Seiten 

für  (2*-r-l)  Scheitel;  für  (2»)  Scheitel 
entweder       1  . 2/J,  2 .  2Ä, 

oder  3.2/1,  4  .  2Ä, 

oder  5  .  2Ä,  6 . 2/1, 


oder  (4*-f-l).2A  (4«-2).2Ä 

Da  aber  bei  jedem  «neck  die  eine  oder  die  andere  Drehungs- 
richtung  gewählt  werden  kann,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  tur 
dasselbe  zwei  Summen  der  Winkel  je  zweier  onstossender  Seiten, 
welche  einander  zu  m  .  \H  ergänzen.  Beschränkt  man  sich  daher, 
wenn  beide  Summen  ungleich  sind,  auf  die  jedesmalige  kleinere, 
so  erhält  mun  bloss  nachstehende  mögliche  Werthe: 

für  das  (2i»-f-  l)eck;  für  das  (2»)eck 
1.2/1,  2  .  2Ä, 

3  .  2Ä,  4  .  2Ä, 


(2*H-1).2Ä,  2».  2/1, 

wo  die  höchsten  Werthe  Vielecken  angehören,  deren  WiukeJsumrae 
bei  beiden  Drehungsrichtungen  gleich  gross  ist. 

5.  Aus  der  in  (2)  angegebenen  Construction  ergiebt  sich  so- 
gleich,  wie  umgekehrt  auch  Vielecke  von  gegebener  Seitenzahl 
und  Seitenrichtung  construirt  werden  können,  welche  eine  vorge- 
schriebene Winkelsumme,  wie  die  in  (4)  angegebenen,  haben. 

Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  aus  in  einer 
Ebene  m  Strahlen  in  beliebigen  Richtungen,  und  schreibt  an  jeden 
derselben  eine  der  m  ersten  natürlichen  Zahlen,  so  hängt  bei  ge- 
radzahligen Vielecken  die  Summe  der  Winkel  von  der  Zahl  der 
Nichtfolgen  ab,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  in  der  gewähl- 
ten Drehungsrichtung  vom  Strahle  1  an  fortgehend  sämmtliche 
Strahlen  so  abliest  /wie  sie,  ohne  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung, 
der  Reibe  nach  auf  einander  folgen.  Enthalten  alsdann  die  zuge- 
hörigen Zahlen  a  Nichtfolgen,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  jedes 
(2»)ecks,  dessen  Iste,  3te,  5te, . .  und  2te,  4te.  6te, . .  Seite  den 
Strahlen  1,  3,  5,  .  .  gleicbstimmig  und  den  Strahlen  2,  4,  6,  .  .  un- 
gleicbstimmig  parallel  ist,  =  (1 -4-a)  .  4/i,  indem  dann  a  Umläufe 
gemacht  werden  müssen,  bis  man  wieder  zu  dem  ersten  Strahle 
gelangt,  von  dem  man  ausgegangen  war.    So  enthält  jedes  zu  den 
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aufeinanderfolgenden  Strahlen  1352476  gehörige  Sechseck,  wegen 
der  beiden  Nichtfolgen  52  und  767(1+2)  .  4Ä. 

Bei  den  ungeratlzahligen  Vielecken  ist  zu  unterscheiden, 
ob  alle  Strahlen  auf  einer  oder  auf  beiden  Seiten  des  Strahls  1 
gammt  dessen  Rückverlängcruug  1  liegen.  Im  ersten  Falle  ist  bei 
a  Nichtfolgen  die  Wiukclsumme  =(1  4- 2a)  .  2/1,  im  zweiten  aber 
=  (3  H-  2a) .  2/1. 

Die  sogenannten  Drudenfüsse  gehören  zu  den  uugeradzahligen 
Vielecken,  deren  Winkelsumme  =2/£  ist. 

üebrigens  ist  die  Lage  des  die  Richtung  der  letzten  Vielecks- 
seite bestimmenden  Strahles,  wie  man  leicht  sieht,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  eingeschlossen,  weil  die  letzte  Seite  der  ersten 
selbst,  nicht  aber  ihrer  Verlängerung  über  den  Scheitel  (1,2)  hin- 
aus begegnen  muss.  Hieraus  erklärt  es  sich  auch,  warum  beim 
Dreiecke  die  Summe  der  Winkel  nur  2/2  oder  10/2,  nicht  aber  6/1 
betragen  kann,  indem  für  keine  Lage  dreier  Strahlen  eine  ge- 
schlossene einfache  Figur  entstehen  kann,  deren  Winkelsumme 
den  zwischen  2  und  10  fallenden  Werth  von  6  rechten  Win- 
keln gäbe. 

6.  Die  Anwendung  der  Strahlen  führt  ausserdem  auf  eine  sehr 
einfache  Methode,  die  Winkelsummen  der  m — 1 . m — 2.  *t — 3. . .4.3 
verschiedenen  einfachen  ebenen  «»ecke  zu  finden,  welche  zu  den- 
selben tu  gegebenen  Scheiteln  gehören. 

Seien  (Taf.  I.  Fig.l.  «rund  b)  1,  2,  3,  4,  5  fünf  solche  in  einer 
Ebene  liegende  Scheitel,  so  sind  zwischen  diesen  die  zehn  Verbin- 
dungslinien 12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45  und  wenn  man, 
wie  hier  nnthig,  auch  die  Richtung  berücksichtigt,  die  zehn  an- 
dern Verbindungslinien  21,  31,  41,  51,  32,  42,  52,  43,  53,  54  mög- 
lich. Zieht  man  nun  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Kreises  mit  die- 
sen 20  Verbindungslinien  die  gleichstimmig  parallelen  Radien  und 
schreibt  an  den  Bndpunkt  jedes  derselben  die  beiden  Zahlen,  wel- 
che der  ihm  entsprechenden  Verbindungslinie  angehören:  so  erhält 
man  ein  Strahlensystem,  vermittelst  dessen  sich  aus  der  blossen 
Aufeinanderfolge  der  gegebenen  Scheitel  die  Summe  der  Winkel 
des  dadurch  bestimmten  einfachen  Fünfecks  sofort  finden  lässt. 
Ist  nämlich  z.  B.  13254  das  zu  untersuchende  Fünfeck,  so  sind  nach 
(2.)  13,  23  ,  25  ,  45,  41,  31  die  Endpunkte  der  ihm  zugehörigen 
Strahlen,  die  sich  ohne  die  Figur  selbst  ergeben,  wenn  mau 

•        •        m  • 

1325413  statt  13254  schreibt  und  abwechselnd  vor-  und  rückwärts 
liest.  So  viel  halbe  Umläufe  nun  gemacht  werden  müssen,  um  in 
einerlei  Richtung  die  Punkte  des  Krcisumfaogs  13,  23, .  . .,  31  zu 
durchlaufen:  so  viel  gestreckte  Winkel  kommen  auf  das  Fünfeck 
13254. 

Mau  sieht  leicht,  wie  durch  Einführung  neuer  Symbole  die 
Auflösung  unserer  Aufgabe  auch  auf  die  Zählung  der  Nichtfolgen 
(5.)  reducirt  werden  kann. 

7.  Die  Darstellung  aller  einfachen  /«ecke,  welche  dieselben 
Scheitel:  1,  2,  3,  . .,  m  haben,  wird  am  leichtesten  dadurch  bewirkt 
dass  mau  alle  Combinationen  zweiter  Klasse  aus  den  Elementen 
2,  3,  . .,  m  bildet,  zwischen  jede  solche  Combination  die  noch  übri- 
gen (m  —  3)  Elemente  in  allen  möglichen  Anordnungen  stellt  und 
jeder  so  gebildeten  Form  das  Element  1  voranstellt.  Für  1,  2,  3? 
4,  5  erhält  man  demnueh 
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> 

1  2  45  3;    1  3  25  4; 

1  2  54  3;   1  3  52  4; 

1  2  35  4;    1  3  24  5; 

1  2  53  4;    1  3  42  5; 

1  2  34  5;    1  4  23  5; 

1  2  43  5;   1  4  32  5, 

welches  die  12  verschiedenen  Fünfecke  sind,  die  zu  jenen  Scheiteln 
gehören. 

8.  Die  auf  solche  Weise  gebildeten  Anordnungen  der  Elemente 
2,  3,..,  *»,  worin  keine  zwei  vorkommen,  von  denen  die 
eine  die  Umkehrung  der  andern  ist,  verdienen  wegen  des 
häufigen  Gebrauchs,  der  sich  in  der  Geometrie  davon  machen  lässt, 
besondere  Beachtung. 

9.  Aus  (7.)  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Vorher- 
gehenden, dass  die  verschiedenen  zu  denselben  Scheiteln  gehörigen 
Vielecke  sich  nach  den  kleinsten  Summen  ihrer  Winkel 
klassificiren  lassen,  was  man  bisher  unterlassen  zu  haben  scheint. 

10.  Bei  der  Richtung,  welche  die  Geometrie  in  der  neuern  Zeit 
genommen,  dürfte  die  Aufnahme  des  in  (2.)  gegebenen  Beweises 
in  die  Elemente  nicht  unzweckmässig  sein,  indem  der  Anfänger 
dann  frühzeitig  mit  den  Vielecken  in  ihrer  allgemeinern  Bedeutung 
bekannt  gemacht  werden  kann. 


Uebimgsaufgaben  für  Schüler. 


(Fortsetzung.) 

4..  Cubatur  des  Ellipsoids,  Hyperboloids  mit  2  gleichen 

Axen. 

- 

Die  Gleichung  des  um  die  grosse  Axe  rotirenden  Kegelschnitts 
sei  y*  =  pjc  -+-  qx"1 die  Abscisse  a:  werde  in  n  gleiche  Theile 
getheilt  und  durch  die  Endpunkte  der  Ordinaten  werden  Parallelen 
zur  grossen  Axe  gezogen,  dann  entstehen  durch  Umdrehung  des 
Kegelschnitts  Cylinder,  deren  Gesummt -Cubikinhalt  durch  die  Sum- 
mation  der  Quadratzahlen  und  der  natürlichen  Zahlen  gefunden 

»ird  =*»[f  (1  +±)  +  ^.  (|  +  1  +  JL)J 
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Indem  man  das  Ellipsoid  mit  3  ungleichen  Axen  durch  Ebenen, 
die  zu  zwei  Axen  parallel  gezogen  werden,  in  gleich  weit  von 
einander  abstehende  elliptische  (Minder  zerfallt,  kann  man  durch 
dasselbe  Hülfsmittcl  ohne  die  geringste  Schwierigkeit  den  Gesammt- 
Cubikinhalt  der  elliptischen  C> linder  erhalten.  Sind  die  Axen  b 
und  ct  zu  welchen  die  Ebenen  parallel  gelegt  werden,  und  wird 
die  auf  a  genommene  Ahscisse  a:  vom  Nittelpunkte  gezahlt  in  n 
gleiche  Theile  getheilt,  so  ist  der  Cubikinhalt  der  elliptischen  Cy- 

1  — ^»  (j+  ^ -+-  ^j-,)!,  woraus  der  Cubikin- 
halt des  halben  Ellipsoids  \abc  .  n  folgt. 

5. 

Der  bekannte  Ausdruck  für  den  Radius  des  Krümmungs- 
kreises der  Kegelschnitte  durch  die  Normale  stand  mir  zu  isolirt, 
ich  suchte  deshalb  einen  Ausdruck  für  den  Radius  des  durch  3 
Punkte  eines  Kegelschnitts  gelegten  Kreises,  und  fand,  dass  jener 
Radius  gleich  ist  dem  Produkte  dreier  Normalen  auf  die  3  Sehnen 
des  Kegelschuitts,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  halben  Parame- 
ters. Jede  dieser  Normalen  wird  auf  folgende  Art  bestimmt:  Aus 
dem  Mittelpunkte  wird  ein  Radius  Vektor  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kegelschnittssehne  gelegt,  und  die  oben  bezeichnete  Normale 
auf  diese  Sehne  geht  von  dem  Endpuukte  des  Radius  Vektor  auf 
der  Curve  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  grossen  Axe.  Fallen  die 
3  Punkte  des  Kegelschnitts  zusammen,  so  verwandeln  sich  die  ur- 
sprünglich ungleichen  Normalen  in  3  gleiche  Linien. 


■ 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer  Ellipse  be- 
wegt, wahrend  der  anziehende  Punkt  in  einem  Brennpunkte  der- 
selben steht,  so  ist  die  anziehende  Kraft  dem  Quadrate  der  umge- 
kehrten Entfernung  des  anziehenden  von  dem  angezogenen  Punkte 
proportional. 

Dieser  bekannte  Satz  lässt  sich  ohne  Hülfe  der  höhern  Rech- 
nungen beweiseu.    Die  Kraft,  mit  welcher  der  Punkt  vom  Centrum 

v  * 

der  Anziehung  sich  zu  entfernen  strebt,  ist  =  j»>  wenn  v  die  Ge- 
schwindigkeit und  R  den  Krümmungshalbmesser  für  den  Ort  des 
bewegten  Punkte  bezeichnet  Ist  F  die  Kraft,  mit  welcher  dieser 
Punkt  in  der  Richtung  des  Radius  Vektor  r  angezogen  wird,  so  ist 
die  in  die  Richtung  der  Normale  n  fallende  Kraft  F  cos  r),  wenn 
*  die  Senkrechte  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangente  bezeichnet. 
Da  nun  die  genannte  Kraft  gerade  so  gross  sein  muss,  als  die  Cen- 

trifugalkraft  ^,  so  ist  F  =  %  .  y.  Ist  die  Geschwindigkeit  im 
nächsten  Scheitelpunkte  1,  die  Excentrizität  e,  so  ist  a(l — c)=vt, 
folglich  F-=a    ^j^t^  *r.    Da  aber,  wie  leicht  zu  beweisen, 

-  =  -,  und  R=  so  ist  F=  -£T^r— 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  der  Peripherie  der  Ellipse,  während 
der  anziehende  Punkt  im  Mittelpunkte  derselben  steht,  so  ist  F  der 
Entfernung  direkt  proportional. 
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Denn  sei  der  Radius  Vektor  r,  so  ist  E"=jr  •       wenn  t  die 

Seukreehte  vom  {Mittelpunkte  auf  die  Tangente  bedeutet.    Ist  die 

0  ab 

Geschwindigkeit  im  Scheitel   I,  so   hat  man   v  =  -j-,  t  =  — , 

■ 

7. 

Ein  weites  nnd  interessantes  Gebiet  zur  Untersuchung  der 
Eigenschaften  der  Ellipse  bietet  die  Betrachtung  dieser  Curve  als 
der  orthographischen  Projektion  des  Kreises  dar,  wenn  beide  Ebe- 
nen in  der  Richtung  der  grossen  Axe  einander  schneidend  ange- 
nommen werden.  Durch  die  einfachsten  Hülfsmittel,  als  da  sind, 
die  Projektionen  paralleler  Linien  im  Räume  auf  dieselbe  Ebene 
sind  parallel,  der  Cosinus  des  Neigungswinkels  einer  begrenzten  Fi- 
gur in  der  Kreisehenc  mit  der  Projektion  ist  =  —  u.  s.  w.,  gelangt 

man  ohne  die  geringste  Muhe  zu  den  Eigenschaften  der  Tangen- 
ten,  der  koojugirten  Durchmesser,  der  umschriebenen  Parallelo- 
gramme U.  8.  W. 

8. 

Die  Auflösung  der  6  Huuptfälle  der  sphärischen  Trigonome- 
trie durch  geometrische  Coostruction  in  der  Ebene  lässt  sich  auf 
sehr  einfache  Weise  erhalten,  indem  man  in  der  körperlichen  drei- 
seitigen Ecke,  deren  Kanten  SA,  SB,  SC  in  derselben  Folge  die 
Winkel  c,  b  und  a  einschliessen ,  BC  und  AC  rechtwinklig  auf 
SC  nimmt.  Das  Dreieck  ABC,  in  welchem  3  Seiten  bekannt  sind, 
wenn  a,  6  und  c  gegeben  werden,  giebt  den  Neigungswinkel  ACB 
oder  den  sphärischen  Winkel  zwischen  a  und  o.  Durch  dasselbe 
Dreieck  findet  man  die  dritte  sphärische  Seite  aus  den  beiden  an- 
dern Seiten  und  dem  von  diesen  eingeschlossenen  Winkel.  Ist  ge- 
geben c,  a  und  der  c  gegenüber  liegende  Winkel,  so  fallt  mau 
von  A  eine  Senkrechte  Al)  auf  BC  und  eine  Senkrechte  von  AR 
auf  SB,  so  liegen  die  Punkte  S,  E,  /),  C  auf  der  Peripherie 
eines  Kreises,  so  dass  die  Lage  des  Punktes  E  durch  den  Durch- 
schnitt dieses  Kreises  und  des  mit  dem  Radius  SE  beschriebenen 
Kreises  gefunden  werden  kann  u.  s.  w. 

•  9. 

Die  graphische  Darstellung  der  Funktionen  scheint  mir  ein 
zweckmässiges  Hülfsmittel  für  den  Unterricht,  um  eine  recht  he- 
wusste  Auflassung  der  Eigenschaften  derselben  möglich  zu  machen. 
Zu  dem  Ende  habe  ich  mir  eine  ansehnliche  Menge  solcher  Dar. 
Stellungen  gezeichnet,  wie  die  Linien  der  Sinus,  der  Uosinus,  der 
Tangenten,  der  natürlichen  und  Briggischen  Logarithmen,  der  Lo- 
garithmen der  Kreisfunktionen  u.  s.  w.  Selbst  einfache  Funktio- 
nen, wie  y  =  ar,  y=ar3,  y=xi<  y=z a:A  bieten,  wenn  sie  für 
dieselbe  Veränderliche  auf  dasselbe  Blatt  gezeichnet  werden,  manche 
Eigenschuften  dar,  deren  sich  wenigstens  der  Schüler  in  dem 
Augenblicke,  da  ihm  diese  Funktionen  genannt  werden,  nicht  be- 


• 
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wird,  z.  B.  dass  sich  alle  diese  Curven  in  2  Punkten  begeg- 

^  =  i 

nen,  dass  eie  je  nach  dem  höhern  Grade  bis  sunt  Punkte  '  _ 

y  =  1 

immer  näher  an  die  Abscissenaxe  und  au  die  Ordinate  1  treten 
u.  s.  w. 

10.    Veranschaulichende  Darstellung  der  Primzahlen. 

Kid  grosses  gleichseitiges  Dreieck  wird  in  10000  kongruente 
gleichseitige  Dreiecke  zertheilt  und  in  jedes  Dreiecksfeld  eine  der 
natürlichen  Zahlen  so  geschrieben,  dass  die  Zahl  1  in  die  Spitze, 
2  an  den  Anfang  der  zweiten  Horizontalreihe,  4  an  das  Kode  der- 
selben, 5  au  den  Anfang  der  dritten  Horizontalreibe,  9  an  das 
Ende  derselben  kommt,  wie  denn  überhaupt  der  ganze  rechte  Saum 
des  Dreiecks  von  den  Quadraten  der  natürlichen  Zahlen  eingenom- 
men, in  jeder  Horizontalreilie  aber  von  der  linken  nach  der  rech- 
ten Hand  gezählt  wird.  Giebt  man  nun  den  Feldern  der  Primzah- 
len eine  andere  Farbe,  so  gewahrt  man  bei  geringer  Aufmerksam- 
keit, dass  im  Allgemeinen  die  Primzahlen  in  gewissen  parallelen 
fust  gleichweit  von  einander  entfernten  Richtungen  dichter  beisam- 
men liegen,  als  in  andern  Richtungen.  Die  Zahlen  von  der  Form 
41-f-#»(» — 1)  stellen  einen  Stab  mit  geschlossenem  sechseckigem 
Sterne  dar,  dem  einzigen,  der  unter  den  10000  Dreiecken  vor- 
kommt. 

11. 

Einfache  Bestimmung  des  Brechungsverhältnisses  in  einem  drei- 
seitigen Prisma  durch  den  Neigungswinkel  ip  zweier  Seiten-Ebenen 
des  Prismas  und  durch  die  Winkel,  welche  der  einfallende  und  der 
austretende  Strahl  an  jeder  Stelle  mit  dem  Einfallslothe  bilden. 

Der  Strahl  treffe  in  A  das  Prisma,  und  bilde  mit  dem  Einfalls- 
lothe den  Winkel  a,  der  gebrochene  Strahl  trete  in  B  aus  dem 
Prisma  und  bilde  mit  dem  Einfallslothe  daselbst  den  Winkel  £,  die 
beiden  Lothe,  welche  die  Winkel  a  und  ß  im  Innern  des  Prismas 
mit  dem  Strahle  AB  einschließen,  schneiden  sich  in  C,  so  hat 
mau  in  dem  Dreiecke  ABC 

AB*=AC*+  CB*  +  2AC.  CB  .  cos  y 

folglich  1  =  sin  ß*  -+-  sin  o*  -f-  2sin  a  sin  ß  cos  y 

  sin  &*  sin  a2         2s in  a  .  sin  b  .  cos  yfr 

n*  sin  tp*       n*  sin  u>'  n%  sin  vJ 

und  n  sin  tp  =i  l/siu  a'-f-sin  £*-r-2sin  «.sin  b  cos  iff  •). 

*)  Siehe  Seebeck's:  Observationes  de  corporum  luxem  simpliciter  refrin- 
gentium  angulis  polarisationis.   Öerolini  1830. 

(Der  Schluss  folgt  im  nächsten  Hefte.) 
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Lehrsatz,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreffend. 

Vor»  dem 

Herrn  Director  J.  H.  T.  Müller 

am  Realgymnasium  zu  Gotha. 


Da  die  Eigenschaften  der  Polycderecken  bisher  noch  wenig 
untersucht  worden  sind.,  so  wird  vielleicht  einzelnen  Mathematikern 
die  Mittheilung  eines,  wie  ich  glaube,  neuen  und  an  Folgerungen 
ziemlich  reichen  Lehrsatzes,  die  Ecken  der  Pyramiden  betreffend, 
nicht  unangenehm  sein.  Sollte  ich  mich  hierin  nicht  täuschen,  so 
würde  ich  später  noch  eine  Reihe  damit  verwandter  Sätze  für  an- 
dere Polyeder  mittheilen. 

1.  Ich  lege,  der  grössern  Deutlichkeit  wegen,  statt  einer 
/jseitigen  Pyramide  die  beliebige  fünfseitige  OABCDE  (M.  s. 
Fig.  2  a  und  b  auf  der  schon  dem  ersten  Hefte  beigegebenen 
Tat*.  I.)  bei  meiner  Betrachtung  zu  Grunde  und  nehme  auch  fürs 
Erste  an,  dass  die  fünfkantige  Basis  ABCpE  lauter  coneave 
Winkel  enthält.  Jene  Beschränkung  ist  ohne  Einfluss  auf  die  All- 
gemeingültigkcit  des  Lehrsatzes  und  diese  wird  später  aufgeho- 
ben werden. 

2.  Um  die  Ecken  unserer  Pyramide  zu  vereinigen,  verfahre 
ich  wie  bei  der  Summirung  der  Winkel  eines  ebenen  geradlinigen 
Vielecks  in  dem  Aufsätze  Nr.  VIII.  und  ziehe  aus  dem  Mittelpunkte 
M  irgend  einer  Kugel 

1)  mit  den  Scitenkanten  OA>  OB,  OC,  OD,  OE  die  ungleich- 
stimmig  parallelen  Radien,  welche  der  Kugelfläche  bezüglich 
in  den  Punkten  er*,  fi,  /,  d',  €  begegnen  und  dort  die  Spitzen 
eines  sphärischen  Fünfecks  a'ß'y'&e'  bilden,  welche  das  Maass 
der  Scheitelecke  von  0,  mithin  auch  der  ursprünglichen  Ecke 
O  in  der  gegebenen  Pyramide  ist; 

2)  aus  demselben  Punkte  M  mit  den  Grundkanten  BA,  CB, 
DC,  ED,  AE  die  gleichstimmig  parallelen  Radien,  die  die 
Kugelfläche  bezüglich  in  den  Punkten  <sr,  b,  c,  d,  e  und  rück- 
wärts verlängert  in  af,  d,  d',  e'  treffen,  und  sämmtlich  in 
dem  mit  der  Basis  der  Pyramide  parallelen  Hauptkreise  der 
Kugel  liegen. 

Theü  IL  8 


Digitized  by  Google 


114 

3.    Da  Ma\  Me.  Mo!  mit  AB,  AE,  AO  gleichstimmt  parallel 

sind,  so  ist  das  sphärische  Dreieck 

a'u'e  das  Maass  der  Grundecke  A  der  gegebenen  Pyramide, 

und  ebenso  l/ßa    -  B  - 

c'fb    ...  C  - 

<P$c    -  ZJ  - 

<>Y</    ...  £7  . 

Ausserdem  entstehen  noch  die  sphärischen  Vierecke 

S'ce't' 

bei  deueu,  was  ihren  Inhalt  betrifft,  zu  unterscheiden  ist,  ob  die 
zwischen  einem  griechischen  und  lateinischen  Buchstaben  liegenden 
Seiten  einander  verlängert  oder  unverlängert  schneiden,  welches 
statt  findet,  je  nachdem  in  der  Drehungsrichtung  «r,  by  c,  </,  e  die 
untern  Grundlinien  derselben,  nämlich  eh\  ac\  btP,  cef,  da*,  Folgen 
oder  Nichtfolgen  bilden.  Im  letztern  Falle  nämlich  giebt  der  Un- 
terschied zwischen  dem  obern  und  untern  der  beiden  entstände» 
nen  Dreiecke  den  Inhalt  des  jedesmaligen  sphärischen  Vierecks. 

4.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist 

u'(?/ff*,-ha'a'e  +  a'el>'ß'  =  for  Halbkugelfläche, 

-+-  <?&c  ö^ceV 

die  dat>  Maass  von  4  rechten  Ecken  ist,  welche  ich  mit  4/?  be- 
zeichne. 

5.  Weil  ferner  z.  B.  OA>  OB  und  AB  in  einer  Ebene  lie- 
gen ,  so  liefen  auch  die  Endpunkte  a\  fi,  a  und  a'  der  damit  pa- 
rallelen Radien  iu  einer  und  derselben  Ebene,  und  es  ist  das  sphä- 
rische Zweieck  a'u'ffatFea1  das  Maass  des  Grundkeils  AB.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  .die  Grundkeile  der  Pyramide,  nämlich  AR> 
BC,  CD,  DE,  EA  messenden  Zweiecke  mit  («),  (6),  (c),  (rf),  (<?), 
so  erhalten  wir  die  neuen  Gleichungen 

(«)  =  a'u'e  -f-  u.'cf,'ß'  H-  ö'ß'a ; 

(£)  =  Vß>a-+-ß'acY+  c'/d; 

{d)  =  tfd'c  -f-  &ce,t'  +  e't'd; 
[e)=  e'c'd-k-  «V/*V -f- aVr. 

6.  Addirt  man  die  in  (5)  erhaltenen  Gleichungen  und  sub- 
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trahirt  von  der  dadurch  hervorgebrachten  die  iu  (4)  erhaltene 
Gleichung,  00  ist  für  K  als  Halbkugelfläche: 

(a)  -f-  (£)  H-  (,)  -f-  (</)  +  {e)  -  A  =  Jäte     Ä'/J'«  -f- 

+  tt eVrf—  a'/S'/dV. 

Aos  dieser  Glcicbuog  aber  ergiebt  sich,  wenn  man  von  der 
Kugelfläche  wieder  zu  den  Ecken  zurückkehrt  und  zugleich  er- 
wägt, dass  (a)  —  tJate  das  Maass  derjenigen  Ecke,  welche  AOy 
Aß  und  die  Verlängerung  von  BA  über  A  hinaus  zu  Kanten  hat, 
also  die  Aussen  ecke  von  A  ist,  die  ich  mit  Ä  bezeichne,  dass 

7.  Da  die  ganze  Herleitun ausweise  zeigt,  dass  die  Beziehun- 
gen für  jede  mehrseitige  Pyramide  sich  nicht  ändern ,  so  ist  allge- 
mein für  jede  Pyramide  mit  hohlwinkligcr  Grundfläche 

A'  +  B'+C+ ...  +  0  =  \B\  d.  i. 

„In  jeder  gewöhnlichen  Pyramide  ist  die  Summe 
„aller  nach  einerlei  Richtung  genommenen  Aus- 
„senecken  über  der  Grundfläche,  vermehrt  um  die 
„Ecke  an  der  Spitze,  so  gross  als  vier  rechte 
„Ecken;" 

oder  waB  dasselbe  ist, 

„die  Summe  aller  Aussenecken  gleich  der  Neben, 
„ecke  der  Ecke  an  der  Spitze." 

8.  Diess  ist  vielleicht  der  erste  Lehrsatz,  der  bei  Polyedern 
mit  nicht  parallelen  Flächen,  einen  constanten  Werth  für  eine 
Summe  von  Ecken  nachweist,  welche  von  der  Zahl  und  Lage  der 
Seiten  völlig  unabhängig  ist. 

Auch  ist  die  Analogie  dieses  Satzes  mit  dem  bekannten  plani- 
metrischen  zu  beachten,  dem  zufolge 

in  jedem  hoblwinkligen  ebenen  Vielecke  die  Summe  aller 
Anssenwinkel  vier  rechte  Winkel  beträgt. 

9.  Bewegt  sieb  die  Spitze  O  der  Pyramide  nach  der  Grund- 
fläche  hin,  so  behält  der  Satz  auch  dann  noch  seine  Gültigkeit, 
wenn  O  in  die  Ebene  der  Grundfläche  selbst  fallt,  indem 
dann  die  Aussenkeile  säm tätlich  zu  Null  werden,  während  die  Ecke 
O  in  eine  flache  Ecke  übergebt,  die  AB'  gleich  ist. 

Setzt  die  Spitze  O  ihre  Bewegung  noch  weiter  fort,  d.  h. 
tritt  sie  anter  die  Grundfläche,  so  wird,  wie  man  sich  sogleich 
überzeugt,  die  Ecke  an  der  Spitze  coovex,  also  grösser  als  AB'; 
dagegen  werden  dann  die  Aussenecken  an  der  Grundfläche, 
Alles  auf  die  ursprüngliche  Figur  bezogen,  negativ.  Auch  dann 
ist  noch 

die  algebraische  Summe  der  Aussenecken  und  der  Ecke 
an  der  Spitze  so  gross  als  vier  rechte  Ecken. 

Der  letztere  Fall  kommt  bei  der  Betrachtung  der  allgemeinen 
Polyeder  in  Anwendung. 

Wird  der  Abstand  der  Spitze  O  von  der  Grundfläche  unend- 
lich gross,  werden  also  die  Seitenkanten  der  Pyramide  einan- 
der parallel,  und  geht  die  Ecke  O  in  Null  über,  so  ist  auch  noch 

8' 


Digitized  by  Google 


116 

in  dem  iiall> begrenzten  prismatischen  Räume  die  Summe  aller 
einseitswendigen  Ausscuecken  gleich  der  Summe  von  vier 
rechten  Ecken. 

10.  Aus  dem  Beweise  von  (7)  folgt  ferner  unmittelbar,  dass 
in  jeder  Pyramide 

die  Summe  der  nach  einer  Richtung  hin  genommenen  Aussen  - 
ecken  au  der  Grundfläche  gleich  ist  der  Summe  der  nach 
der  entgegengesetzten  hin  genommenen. 

11.  Auch  ergiebt  sich  sofort, 

dass  wenn  in  zwei  Pyramiden  von  gleicher  oder  ungleicher 
Seitenzahl  die  Summen  der  einseitswendigen  Aussenecken 
an  der  Grundfläche  einander  gleich  sind,  auch  die  beiden 
Ecken  an  der  Spitze  einander  gleich  sein  werden. 

Der  obige  Lehrsatz  bietet  demnach  auch  ein  Hülfsmittcl  dar,  die 
Gleichheit  zweier  der  Gestalt  nach  durchaus  verschiedenen  Ecken 
zu  erweisen. 

12.  Umgekehrt  ist,  wenn  man  durch  eine  Ecke  beliebig  viele 
Ebenen  legt,  welche  keiner  Kante  parallel  sind  und  nicht  durch 
den  Scheitel  gehen, 

an  jeder  solchen  Ebene  die  Summe  aller  einseitswendigen 
nach  der  Spitze  zu  liegenden  Aussenecken  constant  und  der 
Ergänzung  der  gegebenen  Ecke  zu  vier  rechten  Ecken  gleich. 

Auch  lässt  sich  dieser  Satz  auf  glcichgrosse  Ecken  ausdehnen. 

13.  Enthält  endlich  die  Grunddäche  der  Pyramide  convexe 
Winkel,  so  lässt  sich  eben  so  leicht  darthun, 

dass  die  Summe  aller  einseitswendigen  Aussenecken  ver- 
mehrt um  die  Ecke  an  der  Spitze  sovielmal  vier  rechte 
Ecken  beträgt,  als  in  der  Summe  der  Aussenwinkel  der 
Grundfläche  vier  rechte  Winkel  enthalten  sind. 

Erst  in  dieser  Gestalt  hat  der  Lehrsatz  die  erforderliche  Allge- 
meinheit, in  welcher  er  sich  auf  Polyeder  mit  convexen  Ecken  an- 
wenden lässt. 

\  \.  Mit  Üebergehung  aller  weitern  Folgen,  welche  sich  aus 
dem  oben  erwiesenen  Lehrsatze  ziehen  lassen,  erlnube  ich  mir  noch 
schliesslich  eiuige  ganz  leichte  Sätze,  die  Ecken  und  Keile  der 
Prismen  betreffend  mitzutheilen,  die,  wenn  es  nicht  bereits  geschehen 
ist,  in  die  Elemente  der  Stereometrie  könnten  aufgenommen  werden. 

15.  Im  «seitigen  Prisma  ist 

1)  die  Summe  aller  Seitenkeile  das  (jt-2)fache  des  gestreckten  Keils. 

2)  Die  Summe  aller  Grundkeile  das  «fache  des  gestreckten  Keils. 
Hieraus  folgt,  dass 

3)  im  Parallclepipedon  die  Summe  aller  Keile  das  3fache  von  vier 
rechten  Keilen  ist. 

16.  Eben  so  ist  im  »seifigen  Prisma  die 

Summe  aller  Ecken  gleich  der  Summe  aller  Seitenkeile  oder 

(» —  2)mal  so  gross  als  die  flache  Ecke. 
Demnach  hoben  alle  Parallclepipeda  eine  gleichgrosse  Eckensumme, 
welche  HIV  oder  eine  volle  Ecke  beträgt. 
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XI. 

Combinatorische  Lösung  der  Euler  -Pfa ff  sehen 
Aufgabe  in  Nr.  XXVII.  des  ersten  Theils. 

Vod  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Teil  kämpf 

in  Hannover. 


Die  nach  dem  Vorgänge  von  Euler,  welcher  seine  Forderung 
auf  die  Zerlegung  in  Dreiecke  beschränkt  bntte,  von  J.  F.  l'faii 
gestellte  allgemeinere  Aufgabe  lautet  a.  a.  0.  folgen  dergestalt: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  »eck  durch  Diugoualeu  in  lauter 
anecke  zerlegen  lässt. 

Da  der  Gegenstand  der  Betrachtung  offenbar  einen  combinato- 
rische n  Charakter  bat,  indem  es  sich  um  alle  denkbaren  Umstellun- 
gen der  Diagonalen  handelt,  durch  welche  die  Cilcsummtfigur  in  die 
verlangten  rartialfiguren  zerlegt  werden  könne,  so  erscheint  es  au* 
gemessen,  die  Eckpunkte  des  gegebenen  ziecks  durch  die  fortlau- 
fende Zahlenreihe  1,  2,  3  ....//  zu  bezeichnen  und  die  von  diesen 
Punkten  auslaufenden  Diagonalen  (als  die  eigentlichen  Elemente 
der  Zusammenstellungen)  ebenfalls  beziehungsweise  mit  den  Zah- 
len 1,2,  3  . .  .  .  j»  anzudeuten,  wobei  indessen  Wiederholbarkeit 
derselben  bedungen  werden  muss,  um  z.  B.  durch  die  Uombinations- 
form  1.1.1.1  vier  verschiedene  aber  sämmtlich  vom  Eckpunkte 
1  ausgebende  Diagonalen  auszudrücken.  Unter  dieser  Vorausset- 
zung nraucht  man,  um  irgend  eine  Combinutionsform  von  q  Ele- 
menten aus  deu  Zahlen  1,  2,  3  .  .  .  n  als  Diagonaleustelluug  in  der 
gegebenen  Figur  nachzuweisen,  nur  von  jedem  der  bezeichneten 
Eckpunkte  zu  dem  um  (m  —  1)  weiter  gezählten  eine  Diagonale 
zu  ziehen,  indem  man  zunächst  (um  dem  Schneiden  der  Diagona- 
len zu  begegnen)  mit  denjenigen  Punkten  beginnt,  auf  welche 
mindestens  (m  —  2)  nicht  in  der  Complexion  angedeutete  folgen, 
und  dann  mit  dem  übrig  bleibenden  Theile  der  Figur  dieses  Ver- 
fahren fortsetzt.  Zu  noch  bestimmterer  Bezeichnung  der  Diago- 
nalenstcllung  deutet  man  am  zweck  massigsten  ihre  Reihenfolge 
durch  die  der  Elemente  an,  so  dass  das  erste,  zweite,  dritte  u.  s^f. 
zugleich  die  erste,  zweite,  dritte  ....  Diagonale  bezeichnet,  was 
freilich  nicht  selten  eine  Umstellung  der  Elemente  einer  gegebenen 
Combinationsform  nöthig  machen  wird,  wobei  dann  natürlich  auch 
niedrigere  Elemente  auf  höhere  folgen  dürfen. 
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Wäbleu  wir  zu  völliger  Verdeutlichung  dieser  Darstellung» 
weise  irgend  eioc   bestimmte  Figur,  etwa  wie  nachstehend  ein 
Zwölfeck. 


Um  dasselbe  auf  alle  mögliche  Arten  in  Vierecke  zu  zerlegen, 
welches  durch  4  Diagonalen  geschieht,  so  wird  man  diese  zunächst 
von  dem  Eckpunkte  1  nach  den  Punkten  4,  6,  8,  10  ziehen  uud 
durch  die  Combinationsform  1.1.1.1  darstellen  können.  Wollte 
man  die  Endpunkte  dieser  vier  Linien  ebenfalls  bemerklich  machen, 
so  dürfte  man  nur  jedem  Elemente  1  die  Zahl  der  Ecke  anhängen, 
welche  den  Endpunkt  bilden  soll;  folglich  wäre  näher  bestimmt  die 
Combinationsform  1  .  1  . 1  .  1  =  14  .  lf  .  1,  .  1  lo,  «od  es  lässt  sich 
nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  unmittelbaren  Betrachtung  der 
Figur  leicbt  entnehmen,  wie  man  jeder  andern  Complexion  aus  vier 
der  gegebenen  Elemente  1,  2,  3  12  in  gleicher  Weise  ihre  be- 
stimmte Deutung  zu  geben  im  Stande  ist.  So  findet  maD  z.  B. 
leicht  die  Diagonalenstellungen  für  die  Formen: 

1)  1.1.1. 1  =  1«. l,.1,.llo 

2)  1.1.1.2  =  2,  .1,  .  l,.lIO 

3)  1.1.1.  3  ^=  3g  .  10  .  1,  .  llo, 

indem  die  erste  Diagonale  zu  den  Punkten  2  und  3,  und  also  in 
zwei  andere  Lagen  übergeht,  während  die  drei  übrigen  unveräu* 
dert  bleiben.    Dagegen  fordern  die  Formen: 

4)  1.1. 1.4  =  1«. 4,  .1,  .1,„ 

5)  1.1.1  .  5  =  14  .  5,  .  1,   .  110 

6)  1  .  1  .  1  .6=14  .  1.  .6,  .1.« 

7)  1.1.1.7  =  l4.1..7tf>.l,€ 

eine  Vert&uschung  der  zweiten  oder  dritten  aus  dem  Punkte  1 
gezogenen  Diagonale  gegen  eine  andere,  die  von  einem  der  Punkte 
4.5  oder  6,7  ausgeht  Beispielsweise  mögen  endlich  noch  die  Com* 
plexionen 

8)  1.4.7.  10=  14   .4,  .7lo.10, 

9)  1.2.3.  4  =  llo.2,   .3,  .4, 
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10)  2.4.6.  8  =  2, ,  .  4,,  .6,,  .8,, 

mit  der  Figur  verglichen  werden,  am  die  Bestimmtheit  zu  erken- 
nen, welche  in  der  hier  gewählten  arithmetischen  Audentung  der 
verschiedenen  Diagonalenstelluugcu  liegt. 

So  unzweifelhaft  aber  auch  die  geometrische  Deutung  ist,  die 
man  nach  den»  Vorhergehenden  einer  jeden  Complcxioti  zu  greben 
vermag,  sind  die  verschiedenen  Complexioneu  doch  weit  entfernt, 
eben  so  viele  verschiedene  Diagonalenstellungen  auszu- 
drücken. Schon  das  letzte  der  obigen  Beispiele  zeigt  augenfällig, 
dass  für  ein  in  Vierecke  zu  zerlegendes  Zwölfeck  die  Form 
2  .  4  .  6  .  8  =  2,,  .  4, ,  .  6, ,  .  8, ,  gleichbedeutend  mit  der  Com- 
plexion  11  .  11  .  11  , 11  =  11,  .  11«  .  11«  .  11,  ist.  Noch  bestimm- 
ter wird  man  die  Mannigfaltigkeit  von  Comhinationsformeu  durch- 
aus gleicher  Bedeutung  aus  folgenden  Beispielen  abnehmen  können: 

■ 

1.1,1,      1  1  ^  •  1  «j  «,  1  g  •  1  |  0 

jl.  1.1.  10=1«.  1,  .  1..10, 

1.  /l.  1.8.  10  =  1«.  1«.  8,  .10, 
11.6.8.  10  =  1«  .6,  .  8,  .  10, 
4.6.8.  10  =  4,  .6,  .8,  .  10, 

1.2.3.  4  =  1,  „  .  2tf  .  3,  .  4T 
il  .  2 .  3  .  7  =  1 , 0  . 2,  .  3,  .  74 

2.  /l  .2.7.  8=llo.2,  .8,  .7« 
1.7.8.  0 1,0  .  0a  .8,..  7, 
7.8.9.10=10,  .0a.8,  .7« 

l  .  3  .  5  .  5  — 110  .  3,  „  .  5lo  .  i*„ 
1 1  .  3  .  5  .  8  —  1 1  o  •  3 ,  o  .  5 ,  „  .  8 . 
3.  (i.  3.  8.10=l,o.3lo.10,  .84 
|l.  8.10.10=1,,,  .10,  .10,  .8, 
8.  10.  10.  10=10,  .  10,  .  10,  .8, 

(1.2.11.  11=2,.  1,.  II.  .11, 
1,2*.  8.11=2,  .  1«  .  11,  .  8, , 
..v1.2.   6.  8  =  2,  .  I.  .6,,  .8,, 
|2.6.  6.  8  =  2,  .6,  .6,,  .8,, 
5.6.  6  .  8  =  5.,  .  6,  .  6, ,  .  8, , 

Bei  näherer  Betrachtung  der  vorstehenden  vier  Diagonalensiel- 
lungen  nimmt  man  ohne  Mühe  wahr,  dass  die  Umgestaltung  ihrer 
Ausdrücke  allmählig  fortschreitet  und  zwar  von  der  letzten  Dia- 
gonale ausgeht.  Denu  zunächst  darf  man  sich  diese  umgewendet 
(oder  von  ihrem  Endpunkte  aus  gezogen)  und  deragemäss  anders 
bezeichnet  vorstellen,  ohne  dass  dadurch  die  Bedeutung  der  Com- 
plexion  im  Mindesten  geändert  wird.  Das  Nämliche  gilt  dann  aber 
auch  vou  der  vorletzten  Diagonale  u.  s.  f.  bis  zur  ersten  Inn, 
so  dass  hier  jede  beliebige  tVniplexiou  vier  Umformungen  gestat- 
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tet,  die  mit  ihr  durchaus  dasselbe  bezeichnen.  —  Sei  nun  die  all- 
gemeine Andeutung  einer  beliebigen  Combinationsform 

'  a  .  h  ....  c  .  ä '=  aa  .  l/ß  ....  cy  . 

worin  a,  /?,  y,  3  die  respectiven  Endpunkte  der  ans  den  Ecken 
a,  c,  d  gezogenen  Diagonalen  andeuten,  so  bleibt  die  Bedeu- 
tung  jener  Complcxion  die  nämliche  in  den  Formen 

aa  .  6fl  .  .  .  cy  .  dd  =  «o  •  &ß  •  •  •  Tfc  *.  ö*rf  =  Oa  •  fit  •  •  •  Yc  -  d<i 

=  «o  ./?*...  Tc  •  <^rf; 

denn  es  wird  zunächst  die  letzte  Diagonale  eben  so  bestimmt 
durch  ö  als  durch  d  bezeichnet,  da  bei  unveränderter  Andeutung 
der  vorhergehenden  über  die  Lage  der  äussersten  Theilungslinie 
in  beiden  tälleu  kein  Zweifel  bleiben  kann;  —  und  da  das  Näm- 
liche aus  gleichen  Gründen  von  der  vorletzten  Diagonale  he- 
hauptet  werden  darf,  sofern  man  nur  in  den  Andeutungen  aller  übri- 
gen nichts  ändert,  so  lässt  sich  die  Umsetzung  der  Elemente  all- 
mählig  bis  zum  ersten  ausdehnen.  Die  gegebene  Complexion 
a  .  h  . .  .  .  c  .  d  wird  also ,  wenn  sie  überhaupt  q  Elemente  enthält, 
auch  q  Umformungen  zulassen,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern; 
oder  mit  andern  Worten:  es  werden  unter  sämmtfichen  Com- 
plexionen  (y-f-l)  von  dieser  übereinstimmenden  geome- 
trischen Bedeutung  enthalten  sein. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf  welche  ein  gegebenes 
»eck  sich  durch  q  Diagonalen  in  lauter  «»ecke  zerlegen  lässt,  ist 
nunmehr  ohne  alle  Schwierigkeit  bestimmbar,  da  man  weiss,  dass 
die  überhaupt  mögliche  Menge  von  Combinationsformen  zu  q  aus  n 
wiederholbarcn  Elementen  durch 

W(tt-f-l)  (»-f-g)  (W-M)  (W-f.y—  l) 

ausgedrückt  wird,  worin  nach  dem  Vorhergehenden  die  arithmeti- 
sche Darstellung  jeder  Diagonalenstellung  (^r-t-l)mal  enthalten 
ist,  so  dass  man,  um  die  wirklich  verschiedenen  Diagonalenstellun- 

5en  zu  erhalten,  noch  mit  (y-f-H  dividiren  muss.    Bezeichnen  wir 
aber  die  gesuchte  Anzahl  für  ein  »eck  mit  q  Diagonalen  durch 
AHqy  so  erhalten  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 

An  L_    *(*-4-l)  (n  +  2)  (n  +  7-i) 

q  —  y-f.1  *  1.2.5  q  1 

und  vermöge  dieser  independenten  Formel  lässt  sich  eiue  Tafel, 
wie  die  von  Nie  Fuss  gegebene  (s.  Pag.  198  a.  a.  0.)  leicht  bis 
zu  beliebiger  Weite  aufstellen,  indem  man  nur  aus  derjenigen  der 
Figurirten  Zahlen  die  entsprechenden  Werthe  zu  nehmen  nnd 

beziehungsweise  durch  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  3  =y-|-l  zu 

dividiren  braucht. 

Auf  den  ersten  Blick  mag  es  auffallend  erscheinen,  in  vor- 
stehendem uligemeinen  Ausdrucke  unter  den  bestimmenden  Grössen 
die  Zahl  m  zu  vermissen,  welche  in  den  a.  a.  0.  mitgetheilten  re- 
currirenden  Formeln,  so  wie  auch  in  der  daraus  durch  Induction 
geschlossenen  independenten  auftritt.  Man  erkennt  aber  leicht, 
dass  hei  der  Abhängigkeit,  in  welcher  die  Grössen  »,  m  und  q  zu 
einander  stehu,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
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4 

n  =  (q+\)  «s-ty, 

nur  eine  der  beiden  Zahlen  *,  m  überhaupt  in  die  Formel  einzu- 
geben braucht;  wie  sich  denn  auch,  wenn  man  diesen  Werth  von 
n  und  zugleich  t— 1  statt  q  in  den  obigen  Ausdruck  substituirt, 
die  Umgestaltung  desselben  in  die  von  dem  Herrn  Herausgeber 
(S.  199)  hypothetisch  aufgestellte  allgemeine  Form 

4       («-D  {im-i-\)  (*//»- 1-2)  (im-«- 3)  (Aw-(2i-2)) 

Ai—  1.2.3.4...(i-l) 

augenblicklich  ergiebt. 

Wieviel  zweckmässiger  es  über  ist,  bei  der  Behandlung  des 
hier  besprochenen  Problems  die  Anzahl  n  statt  m  in  die  Betrach- 
tung zu  ziehen,  giebt  sich  am  augenfälligsten  zu  erkennen,  wenn 
man  die  Aufgabe  zu  folgender  noen  allgemeineren  erweitert: 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  zu  bestimmen, 
auf  welche  sich  ein  neck  durch  q  Diagonalen  in  (y+l)^ 
Figuren  zerlegen  lässt,  unter  denen  a  Dreiecke,,  b  Vier- 
ecke, c  Fünfecke  u.  s.  f.  enthalten  sein  mögen.  (Bedingnn^s* 
gleichungen  also:  (]  -f-  1  =  a  -\~  b  -fr-  c  -f-  . . . wo  «,  b,  c....  ir- 
gend einen  Werth  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  3  ... .  haben  können; 
und  n  =  3?  -f-  hb  -fr-  5c  .  . .  .  —  2q). 

Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht  durch  nähere  Betrachtung 
irgend  eines  beliebigen  Polygons,  dass  die  oben  für  den  Special- 
fall  gleichartiger  Theilfiguren  geführte  Untersuchung  hier  auf 
völlig  gleiche  Weise  ihre  Anwendung  findet,  nur  dass  durch  jede 
beliebige  Complexion  mehr  als  eine  Diagonalenstellung  be- 
zeichnet wird.  Wäre  z.  B.  ein  Zwölfeck  durch  4  Diagonalen  in  2 
Dreiecke,  2  Vierecke  und  1  Sechseck  zu  zerlegen,  so  würde  die 
Form  1.1.1.1  hier  die  ganz  verschiedenen  Diugonalenstellungen 

l,.l4.l4.l,;  la.l4.l,.l10;  ls.l4.l,.l10;  1 , . lt . 14 . 1, ;  u. s.  w. 

audeuten ,  deren  Menge  sich  dadurch ,  dass  man  hier  f  ü  n  f  auf  ein- 
ander folgende  Figuren,  unter  deuen  zwei  Paare  gleichartiger 
sind,  auf  alle  mögliche  Weise  unter  einander  versetzt  denkt,  so- 

12  3   4  5 

gleich  als  die  Permutationsznhl     \  '2  l  2  =3Q  xu  ^kennen 

giebt.  Sind  der  Theilfiguren  allgemein  y-fr-1,  und  darunter  a  der 
einen,  b  der  zweiten,  c  der  dritteu  Art  u.  s.  f.,  so  erhält  man  aus 
den  nämlichen  Gründen  statt  der  einen  Diagonalenstellung,  welche 
irgend  eine  beliebige  Complexion  bei  der  Zerlegung  in  lauter 
gleichartige  Figuren    repräsentirte,    ihrer  vielmehr  eine  Anzahl 

= . ,    *  * — \  /.*      y  — v    Durch  diese  Zahl  wird  demnach 
(1  .  2  . .  a)  (I  .  2  . .  u)  (1  .  2  . .  e) 

der  obige  Ausdruck  von  Anq  noch  zu  multipliciren  sein,  sofern  er 

auf  die  hier  verallgemeinerte  Aufgabe  Anwendung  finden  soll,  so 

dass  die  verlangte  Anzahl  aller  möglichen  Zerlegungen  eines  »ecks 

durch  q  Diagonalen  in  a  Dreiecke,  b  Vierecke,  u.  s.  w.  dargestellt 

wird  durch  die  allgemeine  Formel: 

1.2.3  »(«-+-!)  (»-fr- 2)  (*»-»- 3)  (w-f-y— 1) 

(1.  2..  a)  (1.2..  6)  (1.2..*)*  1.2.8  I) 

 n(n+l)  (w-j-2)  («  +  3)  (w-fr-y  —  1) 

—    (1  .2.  3..«)  (1  .2.3..A)  (1  .2.3..r)  ' 
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ein  Ausdruck,  der  sofort  wieder  in  den  obigen  Werth  von  A*9 
übergeht,  sobald  man  zu  der  speciellen  Annahme  durchaus  gleich- 
artiger Figuren  schreitet,  in  welchem  Falle  die  Zahlen  «r,  6,  c  . . . . 
sich  offenbar  auf  eine  einzige,  und  zwar  auf  (?-r-  1)  reduciren. 


XII. 

Von  der  numerischen  Auflösung  der  Gleichung 
A  =  (l+x)m  (1-4-Aa;),  wenn  x  ein  kleiner 

Bruch  ist. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Rädel  I 

zu  Berlin. 


Bezeichnet  a:  die  jährliche  Zinse  eines  Thalers,  so  wird  aus 
dem  Verzinsten  Kapitale  K  am  Ende  des  ersten  Jahres  A(l  -f-  4»), 
am  Ende  des  zweiten  Jahres  A'(l -f- <2?)*>  am  Kode  des  dritten 
Jahres  A^  1  a:) '  n.  s.  w.,  im  Allgemeinen  am  Ende  des  «rten 
Jahres  A'(l  -+-  &)m,  wenn  man  nämlich  voraussetzt,  dass  die 
Zinsen  eines  jeden  Jahres  am  Ende  desselben  zum  Kapitale  pe- 
schlagen und  in  den  folgenden  Jahren  mit  dem  Kapitale  verzinst 
werden. 

Nennt  man  also  den  auf  diese  Weise  in  m  Jahren  aus  dem 

X 

Kapitale  K  hervorgegangenen  Werth  desselben  Am,  so  erhält  mau 
die  Gleichung 

(1)     A»  =  A'(l-f-^)-, 

so  dass  Am  mit  m  und  x  zugleich  wachst. 

Die  eben  geschriebene  CHeicbung  gilt  aber  nur  so  lauge,  als 

m  eine  ganze  Zahl  ist.  In  der  That ,  wird  mf  =  m-^-~  statt  m 

gesetzt,  wo  ^  ein  ächter  Brach  ist,  so  erhält  man  für  den  durch 

Zins  und  Zinseszins  angewachsenen  Werth  des  Kapitals  am  Ende 
der  ersten  m  Jahre  wiederum  A'(l-t-.r)*».   Soll  dieses  Kapital  nun 

noch  ~j  Jahre  verzinst  werden,  so  betrngeu  die  Zinsen  während 
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V 

dieser  Zeit  K[l  -f-ar)*  .  *p  ar,  also  Kapital  und  Zinseu  für  die- 
Full 


(2)     Ar«=jr(l-f-^)-  il-f--^^| 
während  man  nach  der  Gleichung  (1)  hierfür 

AV  =  Ä(l-f-.r) 

« 

erhalten  hätte. 

Um  den  letztern  Ausdruck  mit  dem  richtigen  zu  vergleichen, 

E. 

hat  man  dafür  AT(l-f-o:)»  .  (1-f-ar)?  zu  setzen  und  den  letztern 
Faktor  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  zu  entwickeln.  Hierdurch 
ergiebt  sieb 

K  v  =  km  1 1  -h  f  * + ^>  +  CÖLT^^)^^...! 
oder,  da  JL(1  H-y     =  ist, 

j^-jr^_P(y-,,)  (2y-y) 

Da  nun  a:  seiner  Bedeutung  nach  ein  kleiner  Bruch  ist,  so  wird, 
bei  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder,  das 
Vorzeichen  der  ganzen  Reibe  mit  dem  des  ersten  Gliedes  überein- 
stimmen, und  folglich,  wegen  q>p,  positiv  sein;  so  dass  die 
Gleichung  (1),  auf  den  Fall  angewandt,  wo  m  eine  gebrochene  Zahl 
ist,  einen  Werth  liefern  würde,  der  zwar  zu  klein  wäre,  aber  ver- 
hältnissmässig  doch  wenig  von  der  Wahrheit  abweichen  würde, 
weil  diese  Abweichung  kleiner  ist  als 

Wird  nun  die  Aufgabe  gestellt,  dass  man  aus  dem  gegebenen 
Werthe  eines  Kapitals  A~,  ans  dem  künftigen  Werthe  desselben 

Km-  nnd  aus  der  Dauer  der  Verzinsung  mf  =  m  -fr-  ~  die  jährlichen 
Zinsen  eines  Thalers  finden  soll,  so  hat  man  die  Gleichung  (2), 

je 

Hl  '  v 

oder  wenn  man  durch  K  dividirt  und  -jg-  =  A  and  —  =  6  setzt, 
die  Gleichung 

(3)     ^  =  (1+^)-  (1-t-^) 

nach  üc  aufzulösen. 

Im  vorliegenden  besondern  Kalle  ist  Bevor  aber  zur 

Auflösung  dieser  Gleichung  geschritten  wird,  soll  noch  folgende 
Aufgabe  gleichfalls  aus  der  Zinseszinsrechnung  mitgetheilt  werden, 
die  auch  von  obiger  Gleichung  resnltirt,  in  welcher  aber  b  jeden 
beliebigen  Werth  erhalten  kann: 

Ks  wird  sofort  das  Kapital  d  und  dann  am  Ende  jedes  Jahres 
die  Reute  c  während  m  Jahren  zum  Zinsfusse  l-fr-ar  verzinslich  an- 


gelegt uud  aufgespart,  und  von  der  hieraus  erwachsenden  Summe 
nun  zu  dem  nämlichen  Zinsfusse  die  immerwährende  Rente  a  be- 


Digitized  by  Google 


124 

zogen,  wie  gross  ist  der  Zinsfuss*  Der  Werth  des  sofort  ange- 
legten  Kapitals  d  ist  nach  m  .lab reo  </(l  -f-  ^r)»  und  die  Wertbe 
der  successive  hinzukommenden  Renten  c  betragen  am  Ende  jener 
m  Jahre  respective  c(l-f-.2r)*-l,  c(l  -f-ar)"'^2,  rjl-f-ar)«-»  u.  8.  w., 
jenachdem  die  Rente  am  Ende  des  lsten,  2ten,  3ten  Jahres  u.  s.  w. 

inzugekommen  ist.  Demnach  beträgt  der  künftige  Werth  sämmt- 
licher  Ersparnisse  mit  Zinsen  und  Zinseszinsen: 

d{\  +  x)~  -f-  c\ (1  -f- xY1-*  -f-  (1  -+-^r)m-2 ( 1 -+- or)"-»  -f- . . .  -f-  1 } 

Da  mau  nuu  aus  dem  Kapitale  die  jährlichen  Zinsen  erhält,  wenn 
man  dasselbe  mit  x  multiplicirt,  und  diese  Zinsen  gleich  a  sein 
sollen,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

dx{\  -+-  acY     c\ (1  -|-  x\*  -  1 1  =  a 

d.  b. 

(1  -\-x)m  (c  •+-  dx)  =  a  -fr-  c 

n  i  c 

oder  wenn  man  durch  c  dividirt  und  wiederum  — —  =  A  und 

c 

—  —  b  setzt, 

(1  -f- .r)"  (l-h&r)  =  ^ 

wie  vorher. 

Was  nun  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  x  betrifft,  so 
sieht  man  sogleich,  dass  diese  letztere  vom  (zw-f-ljsten  Grade  ist,  und 
also  im  Allgemeinen  auf  algebraischem  Wege  nicht  aufgelöst  wer- 
den kann.  Man  hat  sich  also  damit  zu  begnügen,  für  den  Fall, 
dass  A  und  b  in  bestimmten  Zahlen  gegeben  sind,  Istens  einen 
ersten  Näherungswerth  und  2tens  aus  demselben  einen  solchen 
Werth  für  x  zu  finden,  der  für  jeden  praktischen  Bedarf  als  hin- 
reichend genau  gelten  kann ,  wobei  jedoch  nicht  zu  vergessen  ist, 
dass  x  selbst  nur  wenige  Hundertel  beträgt,  also  die  Annäherung 
noch  viel  weiter  gehen  muss. 

Ist  nun  b*Cl,  oder  allgemein:  ist  m  gegen  b  so  gross,  dass 
m  -f-  h  als  verbal tnissmässig  wenig  verschieden  von  b  angesehen 
werden  kann,  so  folgt  aus  der  vornergehenden  Auseinandersetzung, 
dass  man  nahe  genug  (l-f-^r)w  ( l  -f-  bx)  =  ( 1  -f-  x)*^*^  setzen 
kann,  so  dass  man  aus  der  Gleichung 

{\-\-xxy»+h= a 


(4)     x,  =  —  1  -r-  \/A 

als  einen  ersten  Näherungswerth  für  x  erhält,  der  um  so  genauer 
ist,  jemehr  m  das  b  an  Grösse  übertrifft 

Findet  das  oben  angegebene  Verhältniss  zwischen  m  und  b 
uicht  statt,  so  dass  also"««  keine  grosse  Zahl  ist,  so  setze  man 
näherungsweise 

und  bestimme  a  und  ß  dergestalt,  dass  dieser  Gleichuug  so  viel  als 
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möglich  Genüge  geleistet  werde.    Entwickelt  man  beide  Ausdrücke 
steigenden  Potenzen  Ton  ä,  so  erhält 


Man  wird  also  den  angenommenen  Quotienten  der  Potenz  (l-f-^f)" 
am  meisten  annähern,  wenn  man 

a  —  ß  —  m  nnd  —  ß(a  —  ß)  =  m 

sefzt,  weil  sich  dadurch  beide  Ausdrucke  nur  in  der  dritten  und 
den  höhern  Potenzen  der  sehr  kleinen  Quantität  sc  von  einander 
unterscheiden. 

Dividirt  man  aber  die  zweite  der  so  eben  gefundenen  beiden 

m—  1 

Bedinguugsgleichungen  durch  die  erste,  so  erhält  man  /?=—— — , 
also  a  =  iw-f-/J  =  2^ti  Ull(i 

Sucht  man  daher  aus  der  quadratischen  Gleichung 

den  positiven  Werth  von  ar,,  so  wird  derselbe  gleichfalls  als  ein 
Näherungswerth  von  a?  angesehen  werden  können. 

Um  aus  dem  auf  die  eine  oder  die  andere  Art,  je  nach  dem  ver- 
schiedenen zwischen  m  und  b  stattfindenden  Verhältnisse,  gefunde- 
nen Näherungswerthe  jcx  sogleich  einen  recht  genauen  Werth  für 
ar  zu  finden,  setze  man  ar  =  ar,  A^n  w°  A^i  positiv  oder  ne- 
gativ aber  nur  noch  eine  sehr  kleine  Correktion  von  a?,  ist.  Sub- 
stituirt  man  dies  in  die  Gleichung  (3),  so  bleibt  noch  die  Gleichung 

nach  A-^i  aufzulösen.  Werden  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen 
genommen,  so  erhält  man 

log  A  =  m  log  (lH-a^  -f-  A^i)-H|og  U -t-  A^JI 
=  «•  log  (l-f-orj-hlog     +  log  + 

oder,  wenn  man 

(«)     m  log  (l+^J  +  logO  +  ^^logJ, 

setzt, 

log  A-\o%  At=m  log  (l+j^-Hog  (l  +  J£*jL_). 

Hierfür  kann  man  aber,  wie  aus  der  Analysis  oder  auch  schon  aus 
dem  blossen  Aufschlagen  der  Logarithmen  mehrziffriger  Zahlen  in 
den  Tabellen  bekannt  ist, 

log  A —  log  Ax  —  {md -f-  bd!)  Aar, 
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setzen,  wo  d  und  d'  die  sogenannten  herrschenden  Differenzen  re- 
spektive von  log  (l-1-.r,)  und  log  (l-l-Ä^r,)  sind,  so  dass  mau 
also 

__log  J-log  A 
^l  —    md+b<r  ' 

und  folglich 

(7,  af=^,-t-l08^-'0g.^ 


erhält,  wo  sich  der  Werth  von  ar,  entweder  aus  der  Gleichung  (4) 
oder  aus  (5)  und  der  von  log  At  aus  der  Gleichung  (6)  ergiebr. 

Was  die  Näherung  betrifft,  die  man  vermittelst  dieser  Methode 
erreicht,  so  siebt  man,  dass  sie  bis  auf  doppelt  so  viele  Decimal- 
stellen  gehen  wird,  als  xx  genau  ist,  weil  die  Differenzen  d  und 
d*  selbst  so  weit  genau  sind. 

Cm  das  Ganze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  setze  man 

Km  =  203.3889,  A  =  150,  m  =  6  und  b  =  |-. 
Alsdann  findet  man  ar,  aus  der  Gleichung  (4): 

log  1^  =  2.3083272 
—  log  K  =2.1760913 


Ferner: 


log  .4  =  0.1322359 

 XÄ_ 

log(l+^,)  =  0.0^0ni6  » . .  rf=  0  .  115 
xx  =0.0475424 

i 

m  log  (1-1-4:,)  =  0.1210296 

53J 


log  =0.1323515 


log  ^#-log  ^,  =  —  0.0001156 
md+-hd'z=  2.726 


^,=  —  0.0000424 
folglich  .#=0.0475,  welches  iu  diesem  Falle  der  genaue  Werth  ist. 
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XIII. 

Ueber  die  Loxodromen  auf  dem  gemeinen  Cy- 

lindcr  und  Kegel. 

Von  dem 
Herrn  Dr.  E.  VV.  Grebc 

ordentlichem  Hauptlehrer  am  Gymnasium  zu  Cassel. 


Mit  dem  Namen  Loxodrome  belegen  wir  eine  Curve  auf  einer 
durch  Umdrehung  erzeugten  Fläche,  welche  mit  allen  Linien,  in 
denen  die  Fläche  von  einer  durch  ihre  Axe  gelegten  Ebene  durch- 
schnitten  wird,  einen  constanten  Winkel  bildet.  Die  Loxodrome 
auf  der  Rotationsfläche,  deren  Erzeugende  eine  Gerade  ist,  bietet 
sehr  interessante  Eigenschaften  dar,  wesshalb  wir  die  wichtigsten 
hier,  doch  nur  in  der  Form  von  Resultaten,  mittheilen  wollen.  Die 
Formeln,  welche  speciell  der  Cylinderlaxodrome  angehören,  und 
die,  welche  lediglicn  auf  die  Kegelloxodrome  bezogen  werden  sol- 
len, werden  wir  dadurch  kenntlich  machen,  dass  wir  den  Nummern 
der  ersteren  den  Buchstaben  a,  und  denen  der  letzteren  den  Buch- 
staben b  beifügen. 

Die  Umdrehung  der  geraden  Linie 

1.    v  =  r  —  cot  tjt 

um  die  Axe  der  &  erzeugt  die  Rotationsfläche 

2.   ya-f-*s  =  (r  —  cot 

(  denken  wir  uns  stets  grösser  als  0,  aber  nicht  grösser  als  ±jt. 
Für  t  =  |7r  haben  wir  eine  cylindrische,  sonst  eine  conische  Fläche, 
r  ist  der  Halbmesser  der  Grundebene.  Das  Coordiuatensystem  ist 
rechtwinklig.  Eine  Loxodrome,  welche  mit  der  erzeugenden  Ge- 
raden stets  den  Winkel  g>  bildet,  hat  ausser  2.  noch  die  Gleichung 

3.   arc  tang  £  =  tang  9  sec  «  log  r_*otuc> 

die  für  sich  betrachtet  einer  windschiefen  Fläche  zwischen  der  Loxo- 
drome und  ihrer  Axe  zukommt,  welche  wir  Wendelfläche  ueuueu 
wollen. 

Aus  3.  ergibt,  sich 

3  *    arc  tang  ~  =  tang  9.  -f-. 

Auch  lassen  sich  die  Gleichungen  unserer  Curve  folgendermassen 
darstellen: 
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y=zv  sin  (tang  y  „ec  *  log  ^T^"^) 


\y  =  v  sin  (tang  y  sec  *  log  * 
]*  =  v  cos  (tang  y  «ec  t  log  ^r~— ) 


jy=r  sin  (tang  y.— ) 

's  =  r  cos  (tang  y.— ) 

Den  Winkel  y  denken  wir  uns  stets  zwischen  den  Grenzen  0  und 
{n.  Einen  Unterschied  zwischen  rechts  und  links  gewundener 
Loxodrome  zu  machen ,  ist  nicht  erforderlich ,  dt»  wir  die  positiven 
Richtungen  der  Axen  der  y  und  s  immer  der  Windung  angemessen 
wählen  können.   Von  Differenzialformeln  bemerken  wir  folgende: 

g     dy_  —  cot  «.y  -+-  tang  y  cosec  t* 

dx  ~~  v 
fi    rfs       —  tang  y  cosec  tJ/  —  cot  *a 
'   da? —  v 

_     rf*y      tang  y  cosec  c  r/s 

7'    d^  =  v  •  di 

< 

„     </2s  tang  y  cosec  «  </y 

N-    dx^  —  -  V       ~  '  dx 

n    dy*   t  rfx»  _  ,  t 

9<   dx*  =  8CC  y    COpeC  *  ~~  1 

ia             .              tang  y»  cosec  Ä     t  n 

10.   ^T+-^7=     *\,   (sec  p'  cosec  «»-1) 

tt     d*y    dz       d*z     dy       tang  y  cosec  < 

ll-    ^5    ^-5^   ^  =  ^   (sec  y*  cosec  *»  —  !) 

Bezeichnet  *  den  zu  der  Abscisse  a:  gehörigen  Bogen  der  Loxo- 
drome, so  ist 

12.   *  =  sec  y  cosec  tut 

12.*-    #  =  sec  (p.x 

und  wenn  wir  auf  dem  Kegel  die  Länge  der  Loxodrome  von  der 
Grundebene  bis  zur  Spitze  £  nennen 

12/-    £  =  r  sec  y  sec  « 

Der  Bogen  der  Loxodrome  ist  also  stets  seiner  Protection  auf 
die  Abscissenuxe  proportional,  welche  Eigenschaft  keiner  einzigen 
ebenen  Cnrve  zukommt 

Für  den  Krümmungshalbmesser  R  haben  wir 

13,    Ä  =  sin  y  1/(1  -cos  y»  sin  •») 
13.o-    Rzxzr  cosec  y* 

»  • 

Die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  sind 
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v  cot  ff  sin  «  cfe 
* —  y      1  —  cos  v»  sin  «»  '  <*r 

,  f  cot  y  sin  *  dy 

*  —  *  —  l  —  cos       sin  «*  '  rf* 


und  es  folgt  somit,  dass  der  Krümmungshalbmesser  in  einer  auf 
der  Axe  senkrechten  Ebene  liegt,  was,  wenn  auch  nicht  bei  der 
Cylinder-,  doch  bei  der  Kegelloxodrome  auffalleu  kann. 

Für  die  Entfernung  t/  des  Krümmungsmittelpunktes  von  der 
Axe  findet  sich 

i5.  «/=«!/«"  f\. 

Y  cos  **  -f.  tang 

Demnach  liegen  alle  Krümmun^soiittelpunkte  in  einer  neuen  Loxo- 
drome, und  wenn  für  diese  cp  und  «'  das  bedeutet,  was  <p  und  f 
für  die  ursprüngliche,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

10.   tr*  tang  s'  =  v  tang  « 
17.    tang  9/ :  tang  9  =  cos  c1 :  cos  f. 

1 

Insbesondere  liegen  die  Krümmungsmittelpunkte  einer  Cylinderloxo- 
drome  in  einer  andern  Crlinderloxodrome,  deren  Krümmungsmittel- 
punkte wieder  in  der  ersten  liegen,  und  es  ist 

17«-  <p-\-<ffz=z\n. 

Bedeutet  Q  den  Krümmungshalbmesser  einer  Loxodrome  auf  der- 
selben Cylinder-  oder  Kegelfläche,  deren  Anstcigungswinkel  den', 
der  ursprünglichen  zu  einem  rechten  ergänzt,  so  erhält  man 

18.    Q  =  cos  y  ^i_sin  9»  sin  (Ty 

Die  Entfernung      der  Krümmungsmittelpunkte  der  letzteren  von  der 
Axe  ist  dann 


10. 


|  /cos  ** 

=  T7o7^ 


tang  <ya 


und  es  folgt 


cot  */>* 


20.  t/«/=zv* 
21.    f/:«r*  =  /l»:  tf\ 

Seien  x\  y*,  x'  die  veränderlichen  Coordinateu  einer  Linie 
oder  Flache,  deren  Gleichung  angegeben  werden  soll,  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  Krümmungsebene 

22.  Car*  —  x)  (sec  9*  cosec  « a  —  1)  —  y)  ^  —  (*'—  x)  ^  =0. 
Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

23.    (^-^(y-y)  ;|-M*'-*)  ^  =  0. 

Für  die  Krümmungsaxe  gilt 

Tbcll  11.  ü 
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)  ,  cot  *  cosec  $.y  —  rot  i.x  .  .  . 

für  die  Tungeute 

i  du 

25.  {  , 
[V  — a  =  (.r'-.r)  ^; 

für  den  Krümmungshalbmesser 

Neigt  sich  die  Krümmung-Haxe  gegen  eine  auf  der  üindrehungs- 
axc  senkrechte  Ebene  unter  dem  Winkel  m,  die  Tangente  unter 
ilcm  Winkel  h>  so  ist 

27.  sin  m  =  1/(1  —  cos  9*  sin  **) 

28.  sin  »  =  cos  9  sin  * 

Der  Neigungswinkel  der  Krüintnungsebene  gegen  jene  Ebene  ist 
alsdann  \n  —  m,  und  der  Neigungswinkel  der  Normalebene  |tt — m. 

Legt  man  durch  die  Kegelspitze  eine  auf  der  Axe  senkrechte 
Ebene,  so  ist  der  Bogen  der  Loxodrome  von  irgend  einem  Punkte 
bis  zur  Kegclspitze  gleich  der  Tangente  nn  diesen  Punkt  von 
dem  Berührungspunkt  an  bis  zu  jener  Ebene.  Der  Eudpunkt  der 
Tangente  hat  die  Coordinaten 

!a/  =  r  tang  $ 
1/  =  lang  9  sec  f.* 
V  =  —  tang  9  sec  f.y  4l 
uud  sein  Abstand  i  von  der  Kegelspitze  ist 

30.*-    t  =  tang  9  sec  *,v. 

Verlängert  man  die  Krümmungsaxen  bis  sie  dieselbe  Ebene  treffen, 
so  sind  die  Coordioaten  eines  Durchschnittspunktes 

!a/=r  tang  e 
1/  =  —  cot  9  sec  tjt 
a'  =  cot  9  sec  *.y 
und  für  die  Entfernung  «#  eines  solchen  von  der  Kegelspitee  hat 


32.*-    v  =  cot  9  sec  *.» 

so  dass 

33.*    *«  =  sec 

Die  Kegclloxodrome  steht  in  vielfachen  Beziehungen  zur  logaritb» 
mischen  Spirale.  Wir  führen  die  wichtigsten  derselben  auf,  und 
geben  bei  jeder  logarithmischen  Spirale  deren  Elemente  an,  nanu 
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lieh  den  Lettstrahl  /  der  Spirale,  der  durch  einen  gewissen  Punkt 
der  Loxodrome  bedingt  ist,  und  den  coustanten  Winkel  tpy  welchen 
die  Spirale  mit  den  Leitstrahlen  bildet 

I.  Wenn  der  Kegelmantel  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird, 
so  erscheint  die  Loxodrome  als  logaritbmische  Spirale,  für  welche 


34> 


/  —  aec  t.v 


36.*- 


.2.  Die  Projection  der  Kegelloxodrome  auf  die  Grundebene  des 
Kegels  ist  eine  logarithmische  Spirale,  bei  der 

35>-  1'=" 

(tang  ^  =  tang  y  sec  c 

3.  Der  Durchschnitt  der  Tangenten  mit  einer  durch  die  Ke- 
gelspitze gelegten  Horizontalebene,  oder  der  Ort  der  Punkte,  deren 
Koordinaten  in  29.*-  bestimmt  wurden,  ist  ebenfalls  eine  logarithmi- 
sche Spirale.    Für  diese  ist 

!/=tang  9  sec  t.v 
tang  t/>  =  tang  g>  sec  e 

4.  Breitet  man  die  abwickelbare  Fläche,  in  welcher  säiumt- 
liche  Tangenten  liegen,  oberhalb  oder  unterhalb  der  Knotcnfurche, 
in  eine  Ebene  aus,  so  wird  aus  der  Knotenfurche  eine  logarithmt- 
sche  Spirale  mit 

l,  e/_  

37 1.  |       V/(cos  #*-f-sin  «a  'sin  y«) 

(tang  y  =  tang  m  sec  e  \/{\  —  sec  «a  cos  y»). 

5.  Wühlt  man  hierbei  das  Stück  oberhalb  der  Knotenfurche, 
so  wird  aus  der  unter  Nr.  3.  aufgeführten  logarithmiscben  Spirale 
eine  andere,  welcher  die  unter  Nr.  4.  genannten  Elemente  gleich- 
falls zukommen. 

Die  Nummern  2.  3.  4.  5.  wiederholen  sich  für  die  Kegelloxo- 
drome, in  welcher  die  Krümmuugsinittelpunkte  der  ursprünglichen 
liegen,  und  die  Elemente  der  so  entstehenden  iogarithmischen  vSpi- 
rnlen  lassen  sich  nach  den  Formeln  15.  16.  17  bestimmen. 

Ferner  kehren  auch  die  Nummer  2.  3.  4.  5.  noch  einmal  für 
die  Kegelloxodrome  wieder,  deren  Tangenten  die  Krümmungsaxen 
der  ursprünglichen  sind.  Allgemein  nämlich  ist  die  Knotenfurche  der 
abwickelbaren  Fläche,  in  welcher  sämmtlichc  Krümmungsaxen  der 
Loxodrome  liegen,  wieder  eine  Loxodrome,  für  welche 

38.    tang  *"=taug  *  (sec       cosee  f"1  —  1) 

39.    tang  *p" :  tang  <p  =  cos  *" :  cos  * 

Die  Coordinaten  des  Punktes,  welcher  einem  Punkte  der  ursprüng- 
lichen entspricht,  sind 

=  .v  —  cosec  9'  cot  i.v 
</■=  — *  y  cot  9* 
*'=  —  %  cot 

Bei  dem  Gylinder  fällt  diese  Loxodrome  mit  der,  in  wekbor  die 

9* 


Digitized  by  Google 


132 

Krüiurnungsmittelpunkte  liegen,  zusammen,  für  den  Kegel  aber  ist 
sie  von  derselben  verschieden. 

Zum  Bc*ckluss  geben  wir  noch  die  Quadratur  der  Wendel- 

fläche  W.    Ks  ist 

lf=r(sin  y  +  cot  y  log  cot  {\n  —  \<p))  —, 

allgemein  aber,  wenn  man  setzt 

tang  x  ==  tang  y  cosec  c : 
11.    W/=(sin  ^-4- cot  x  log  cot  (V*— (|#\r —  |  cot  twr*); 
um!  mithin  für  a:z=zr  tang  e 

41/     W=(,i»  x+  cot  X  log  «•»«  (i*  -  4?))  !l^n-S-f. 


XIV. 

Trigonometrische  Relationen  zwischen  den  Sei- 
ten und  Winkein  zweier  beliebiger  ebener  oder 

sphärischer  Dreiecke. 

Von  dem 

■ 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bret  schneid  er 

in  Gotha. 


Fast  alle  Lehr-  und  Handbücher  der  Trigonometrie  enthalten 
mehr  oder  minder  ausführlich  die  Relationen  zwischen  den  sechs 
Bestandteilen  eines  Dreiecks;  ab.er  kein  einziges  derselben  hat, 
so  viel  mir  bekannt  uf,  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Seiten 
und  Winkel  zweier  Dreiecke  untersucht,  ohschon  die  Kenntniss 
derselben  bei  der  Betrachtung  der  zusammengesetzteren  Gebilde 
der  Planimetrie  und  Stereometrie  von  sehr  wesentlichem  Nutzen  ist, 
und  eine  grosse  Masse  Arbeit  erspart  Diese  Lücke  tbeilweise 
auszufüllen  und  überhaupt  diejenigen  allgemeinen  Theoreme  zu- 
sammenzustellen ,  die  bei  trigonometrischen  Untersuchungen  Vor- 
theile gewähren,  ist  der  Zweck  der  nachfolgenden  Zeilen. 
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Bezeichnen  abc  die  drei  Seiten  und  dßCd'ie  ihnen  beziehungs- 
weise gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreieckes, 
^  den  Flächeninhalt  desselben,  und  sind  axbxct  AXBXCX  und  Ä, 
die  nämlichen  Dinge  für  irgend  ein  ganz  beliebiges  zweites  ebenes 
Dreieck,  so  ist  bekanntlich: 

e  cos  B  =  a —  b  cos  «T,    cx  cos  Bt  =  ax  — bt  cos  Cx  |  ^ 

b  cos  C=«  —  <?  cos  ff,        cos  C,  =  <?,  —  c,  cos  Zf,  i 

u.  s.  w.  Durch  Multiplicatiou  zweier  neben  einauder  stehender 
Gleichungen,  z.  B.  der  beiden  obersten,  ergiebt  sich: 

cct  cos  B  cos  Blz=aal—axb  cos  C—abl  cos  cos  Tcos  f", 

oder 

2aatcct  tos  Z?  cos  /?,  =2aaa, » — 2«,  *o4  cos  £— 2«*«J£I  cos  T, 

+  2«ra,^,  cos  C  cos  6T,. 

Nun  ist  aber  lab  cos  fc«1  -f- —  ca  und  2«,ä,  cos  C\  =  «,* 
^l-A,* — ct*;  werden  daher  diese  Werthe  substituirt  und  dann 
aufgehoben,  was  sich  aufbeben  lässt,  so  ergiebt  sieb: 

-f- —  taalccl  cos  /?  cos  Z?f  H- «,  a£  J 

cos  C  cos  f,. 

Es  ist  aber  ferner: 

2^  =  ac  sin  ß  =  ab  sin  €7 
2^i  =«,<?,  sin  ßx=axbx  sin  Cx 

folglich  auch: 

=k2aa,<vt  sin      sin  B  t  =2a6al61  sin  C  sin  6't 

und  dieses  zu  der  oben  gefundenen  Gleichung  hinzugefügt,  fliehe 
endlich : 

— 2a«,<rc,  cob(ä±Ä,) 

=  a*bt*  +  «x*b*  -2aaxbbx  co*  (Cdht\). 

Dieser  Ausdruck  ist  dadurch  benerkeuswertb,  dass  er  die  Form  der 
Gruudgleicliung  für  ein  geradliniges  Dreieck  bat,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  statt  der  in  der  letzteren  vorkommenden  Drei- 
ecksseiten hier  die  Produkte  aus  zwei  Seiten  von  beiden  Drei- 
ecken eintreten.  Das  Gesetz,  nach  dem  sich  die  Gleichung  bildet, 
ist  leicht  zu  überseheu,  lässt  sich  jedoch  nur  unbequem  in  Worte 
fassen-  Macht  man  nun  das  System  durch  gehörige  Vertauschung 
der  Buchstaben  vollständig,  ao  bekommt  man: 
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Diebe  sechs  Gleichungen  enthalten  in  der  That  alles ,  was  sich 
über  die  gegenseitigen  Beziehungen  irgend  zweier  Dreiecke  vag 
lässt.  namentlich  alle  Sätze  Ober  die  Congruenz  uud  Aehnlichkeit 
dieser  Figuren.  Dass  die  Dreiecke  du  bei  ganz  willkührlich  sind 
und  nicht  einmal  in  einerlei  Ebene  zu  liegen  brauchen,  versteht 
sich  von  selbst. 

f.  2. 

Aus  den  im  vorigen  Purugrupheu  gebrauchten  Gruudgleichun- 
yeu  (1)  ergiebt  sich  sofort  auch: 
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 b  cos  C -\-c  cos  B  cos  cos  ßt 

Wird  nuu  diese  Gleicbuug  einmal  mit  c  sin  B=.b  sin  f?,  das  an- 
dere Mal  mit  cx  sin  Bl^zbl  sin  C,  multinlicirt,  so  findet  man 

2A  .~=^,  sin  Ccob  sin  ff  cos  Ct 

=       sin  Ccos  r,-r-rc,  sin  ff  cos  ff, 
cos  Csin  Bx-\-bxc  cos  ff  siu  Cx  \  ;{ 

»•»^         —  bbx  cos  £  sin  C,  -f- r<?,  cos  ff  sin  ff, 
satV,  sin  (C^JTJ  +  M  ™  (ÄrfcC.) 

=       sin  (Cdbtf,)-*-«?,  sin  (ffdrff.) 
Ferner  wird 

£^^<mB-*t«AwßA*£j^=*m*  cosff,-*,  cos.l,: 


dies  auf  dieselbe  Weise  bebandelt,  wie  die  vorhergehenden  Glci 
chungen,  giebt:         '.  j  •  >.  - 

tt<„.'-V>*äA,(<.'-*>=(>  A  ...  (.^g,)-^,  ».«(/fcFJ,)) 

sin  (ffzhff 

wonach  sich  die  analogen  Ausdrücke  unmittelbar  bilden  lassen. 

$.  3. 

Ist  irgend  eine  Gleichung  vou  der  Form  *3-*-t>5  —  2«*>  cos  V 
^w^-f-ar* — 2fr*  cos  Z  gegeben,  so  lässt  sie  sich  ganz  out 
dieselbe  Weise  umformen,  wie  die  bekannte  Formel  der  ebenen 
Trigonometrie.    Denn  man  gebe  ihr  die  Gestalt  ws — rr! 

=  W  cos  2w.r  cos  Z  und  addire  uud  subtrahirc  successive 
auf  beiden  Seiten  die  Grösse  2wtf-r-2«>a:,  so  erhält  man  durch 
Multiplicatiou  der  beiderseitigen  Resultate  sogleich: 

a?)  (u+v-to+a;)  \u-v+«^-a:)  {-u+d+w+x)  \ 

=  4[«c  ein  Y=bwar  siu  Z*y  ~±-%uvtcx  cos  (  V=b  Z).  ) 

Wendet  man  dieses  Theorem  auf  die  Gleichungen  Nr.  2.  an,  und 
macht  ans  (3)  und  (4)  die  nöthigeu  Substitutioucu,  so  findet  mau, 
wenn  zur  Abkürzung  *<rM  +  a tc -\- bc ,  -+-Ä,r  =  2o/?  gesetzt  wird: 

0*ttfF=lG(aß-btc)  {aß-bc,)  {aß-atc)  (aß-ac^-Haa^b^c,*  , 
=l^cl*±:^y-hHaatbblcH^  cos  (r=b  C,)         f  r> 

-f-Swr^.c'r,2  cos  M  —  ffjrbM,  — 
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Hit  Hülfe  dieser  allgemeinen  Theoreme  kaoo  nun  eine  ziem- 
lichc  Zuhl  speciellor  Fälle  entwickelt  werden.  Da  das  Dreieck 
axbxcx  ganz  beliebig  ist,  so  wollen  wir  zuvörderst  ax  =A,  =c, 
setzen,  und  erhalten  damit  aus  Nr.  2.  sogleich: 

ö'H-ä»— 2oZ-  cos  (60°dbC)  =  a»  +  c*  —  2ac  cos  (60°  rb  B) 

=  b*+c*-Uc  cos  (60°  rfc  A) 

d.  h.  construirt  man  über  den  drei  Seiten  eines  geradlinigen  Drei- 
eckes gleichseitige  Dreiecke,  so  aber,  dass  dieselben  entweder 
sammtlich  auf  den  äusseren  oder  inneren  Seiten  liegen,  und  ver- 
bindet dann  jede  Spitze  des  Urdreieckes  mit  der  gegenüberliegen, 
den  Spitze  des  gleichseitigen  Dreieckes  über  ihrer  Gegenseite;  so 
sind  diese  drei  Verbindungslinien  unter  einander  gleich. 

Ist  axbxcx  ferner  ein  rechtwinklich-gleichschenklicbes  Dreieck 
und  so  wird: 

„>+b*dz2ab  sin  C=V  +  c»-2«c  1/2  cos  (45»db/T) 

=  24' -hc*— 24c  1/2  cos (45° ±.4) 

„7  +cz  ±2ac  sin  B  =  2«*  -|-  b*  —  %ab  1/2  cos  (45w=fcC) 

=  4' -f- 2c' —24c  1/2  cos  (45° 

43-f-c':±:24c  sin  A  =a* -%ab  Vi  cos  (45°  rb  C) 

=  a*  +  2c*  -~2ac  1/2  cos  (45°=fc//) 

d.  h.  errichtet  man  über  zwei  Seiten  eines  geradlinigen  Dreiecks 
rechtwiuklich-gleicbschenkliche  Dreiecke,  so  dass  beide  zugleich 
entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreieckes  fallen,  und  ihre 
rechten'  Winkel  beide  an  dem  Durchscbnittspunkte  jener  beiden 
Seiten  liegen;  —  und  man  verbindet  nun  die  beiden  anderen 
Spitzen  des  Urdreieckes  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  der 
über  ihren  Gegenseiten  coustruirten  Dreiecke;  so  sind  diese  beiden. 
Verbindungslinien  unter  einander  gleich. 

Man  setze  ferner  das  Dreieck  nxbxcx  dem  Dreiecke  abc  ähn- 
lich, so  wird  Ax  =A,  ßx  =  B  uud  C\  =  C,  und  mau  findet  aus 
(2),  wenn  man  immer  nur  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

-+.4«  — 2a'4a  cos  26=  (a*  H-  4*  -f-  lab  cos  C)c». 

Nun  ist  aber  bekanntlich  a*  +  4'  lab  cos  C  gleich  dem  Qua- 
drate der  doppelten  aus  der  Spitze  C  auf  die  Seite  c  gezogenen 
Schwerlinie;  nennt  man  daher  diese  Schwerlinien  a  ß  y,  je  nachdem 
sie  zur  Seite  abc  gehören;  so  findet  man: 

—  2a*b^  cos  2C=4r»y3 

a«  -+-  c*  —  2a*c*  cos  2B  =  Ab*ß* 

b*  +  c*  —  2b*c*  cos  2A  =  4a*a*. 

Auf  diese  Art  könnte  man  uuu  fortfahren  und  noch  andere  Voraus- 
setzungen über  die  Natur  des  Qrcicckes  atb1cl  machen;  indessen 
lassen  sich  die  meisten  der  dadurch  erhaltenen  Resultate  eben  so 
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leicbt  unmittelbar  ableiten ,  daher  es  au  den  .angefübrlen 
genügen  mag. 

fS. 

Weit  wichtiger  sind  dagegen  die  Resultate,  die  man  erhält, 
wenn  man  einzelne  StUcke  beider  Dreiecke  gleich  setzt;  denn  die- 
ser Fall  ist  derjenige,  der  am  meisten  vorkommt  am!  der,  wenn  die 
Dreiecke  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen,  einer  geschmeidigen  Be- 
handlung bisher  am  meisten  widerstanden  hat.  Nimmt  man  zuvör- 
derst an,  dass  eine  Seite  beider  Dreiecke  gleich  sei,  und  setzt 
demnaeh  etwa  c  =  c,,  so  erhält  man  aus  Nr.  sogleich: 
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Setzt  na*  ferner: 

=  (a-+-at  -f- 6  —  £,)  («— 

so  wird  auch 

§.6. 

Sind  dagegen  zwei  Seiten  des  einen  Dreiecks  einzeln  genom- 
men zweien  Seiten  des  andern  Dreiecks  gleich,  also  z.  B.  a  =  at 
und  6  =  6,,  so  ergiebt  siebt- 

m*+c%c*~2*%ccx  co8(Ärb»,)=Ä,(«l,+c,-2«1c  cos MdrC,)) 

«-^rc,  COs(C±^,))j 
cos(^:ir^1)=«,(Ä1'-H?,-^l<?  cos  (Ärbtf,))^ 
saatfJM-c,  *-2^c,  cos  ( CbbÄ, )) / 

4«M»  sin'KCiC,)»'^'-^!*-^!  c©»(Ä±^.)r 

=Ä«(c,-f^1,-2cc1  cos 


■ 


■}  '. 
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Ul  io  den  beiden  verglichenen  Dreiecken  eju  Winkel  gleich, 
also  x.  B.  C=  C,,  wo  enriebt  sich: 
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{aax  -öbxy  =  ax*c*  +  6*cx*  —  2axbecx  cos  (A  —  Bx) 
=  a*cx%  +  6x9c*—2a6xccx  cos  (B  —  Ax)l 

{a6x  —ax&)*  =  a*cx*  —  2aatccx  cos  (B  —  Bx)l 

z=zb*cx*  -\-l/x*e*  — 1hbxccx  cos^-J,)' 
0aß*  ==  16(A  xc*  —  A*.  •)•  H-  %amtbbxc*cx  9 

-i-8«0166a0scl'  cos  2(£T— 

0<or*sl6(Ai*'  — AV^  +  feM''»***!  cos  (Ä-Zf») 

=  16[A(«, »  - •) -  Ä.«  -  >  12. 

-f-Stfis^^Vrc,  cos  (.4  — ^,)| 

Ö)/5y»  =  16(AIa»-A«.*)*H-8«,««"W.^.  cos  (A  —  Ax) 

+  »^,00,  cos 

D«  io  den  beiden  Dreiecken  sowohl  A —  Ax=Bt  — B  als  auch 
A  —  Bx  =  AX — B  ist,  so  können  die  Winkeluggregate  beliebig 
mit  einander  vertauscht  werden,  nnd  man  erhält  somit  noch  die 
Gleichungen: 


13 


cos  M-Ä,)  =  cos  {Ax-B)=:  2cC|M|_a^)  1 

cos  M-^,)=cos  (Bx-B)=  ———^  

$.8. 

Wird  ausser  C=C,  auch  noch  die  Gegenseite  c=zcxy  d.  h. 
stehen  beide  Dreiecke  auf  gleich  grossen  Sehnen  congruenter  ' 


14. 


(*«, -Ml)*  =  c*(ml*  +  b*-2al6  cos  iA-Bt)) 
=  c*(a*-t-6t%  —  2abx  cos  {Ax—B))\ 
(a6x  —  a^'sse'fff'-f-«,»—  %u$x  cos  (Ä,  —  B))\ 
=  c*(b*     bt*  —  Ubt  cos      —  Ax)) 
Ferner  ist  nach  Nr.  8. : 
9«*s:=16(A-t-Ai)*-t-8«0|M|  cos  2C 
=  16(A  —  Ai),-T-8»»iWi 

^le^'^'^t^^'-^V-^^,^,  cos  2^-Ä,)}  is. 
Aus  dem  Vorstehenden  folgt  auch  sogleich : 

>  16. 
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s • « H  ,  W«i  v.  |i  —  •        1  ' 

...  ^-^,)»<,*''-*^,t:,^*«-'tM  w 

cos  M^— -*•)  =  -  —  

s,n*    4(/WIi  _^  }  } 

=  sin  i4-B%)> 

=  (**x-bbt)  sin  (^1  — ^t)| 

Man  kann  nun  auf  diese  Art  weiter  gehen,  und  z.  B.  £-1-1?,  =180° 
oder  C-f-C,  =90°  u.  s.  w.  setzen;  indessen  wird  es  kaum  nöthtg 
sein,  diese  Sueciulitäten  hier  weiter  zu  verfolgen,  da  die  bereits 
entwickelten  Formeln  fast  alle  Bedürfnisse  der  rechnenden  Geome- 
trie befriedigen.  Mehrere  der  hier  gefundenen  Ausdrücke  sind  be- 
reits bekannt,  jedoch  war  ihre  Gültigkeit  bisher  immer  darauf  be- 
schränkt, dass  die  verglichenen  Dreiecke  nicht  nur  in  einer  und. 
derselben  Ebene  liegen,  sondern  auch  mit  ihren  gleichen  Stücken 
auf  irgend  eine  Art  zusammenhängen  mussteu ,  wahrend  diese  Be- 
dingung bei  den  vorliegenden  Formeln  gänzlich  wegfällt,  leb  war 
daher  mit  ihrer  Hülfe  im  Stande,  den  grössten  Theil  der  zwischen 
den  Kanten  und  Kantenwinkeln  eines  Tetraeders  stattfindenden 
Relationen,  welche  .ich  in  der  ersten  Abhandlung  des  ersten  Ban- 
des dieses  Archive«  mirgetbeilt  habe,  fast  ohne  afic  Rechnung  hin- 
zuschreiben. Dasselbe  hat  bei  einer  Untersuchung  des  geradlinigen 
Viereckes  stattgefunden ,  welche  gleichfalls  in  dem  Archive  wird 
bekannt  gemacht  werden. 

Der  im  §.  7.  erwähnte  Füll,  wenn  die  Dreiecke  einen  gleichen 
Winkel  haben,  lässt  noch  eine  andere  Behandlung  zu,  welche  in 
der  Planimetrie  sehr  häufig  Anwendung  findet,  obschon  die  For- 
meln bei  weitem  nicht  so  allgemein  gültig  sind,  wie  die  im  7. 
entwickelten.  Legt  man  nehmlich  die  beiden  Dreiecke  so  auf  ein- 
ander, dass  die,  die  gleichen  Winkel  C  einschliessenden ,  Seiten 
sich  decken:  oder,  wa.s  dasselbe  ist:  nimmt  man  auf  dem  einen 
Schenkel  eines  ebenen  Winkels  C  zwei  beliebige  Punkte  A  und 
Ax  und  auf  dem  anderen  Schenkel  ebenfalls  zwei  beliebige  Punkte 
B  und  Bx  an  und  nennt  die  Geradeu 

■ 

CBz=a,  CA  =  6,  AB  =  c,  AB,  =c2, 
CBx=alt  CA  =  bxf  AlBl=cli  AxB=:c„ 

so  entstehen  vier  Dreiecke  CAB,  CAlß„  CAS,  und  CAXB, 
welche  sämmtlich  den  Winkel  C  gemein  haben,  und  es  ist  also 

c9=«*-f-<&»  —  2a&  cos  C,   «?.»  =  *»-*-*«»—  %*bx  cos  C 
ct*=zax*  +  bx*  —  2axbx  cos  Ct    c.»  =«,»         —  %»xb  cos  C 

woraus  sieb  sofort  folgende  Gleichungen  ergeben: 
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-e«^1»+r,»+i?.»=dl(«1--g»),,(*Ii-*)«iiC'  M9. 

—  c'H-*?,* — Cj'-f-c,3^:^!»,— a)  (o,4-r? — (4,-f-6)  cos  C)  l 

—  ^-Hj.'-f-r,»— c,^^,-^  cos  C) 


c*c*={aax+bb 

— 2(«r/7IH-/y//1)  cos  C—\aaxbbx  sin* 

—1{aax-\-bbx)  {a//+albl)  cos  C—\aaxbbx  sfri*  Cl 


20. 


— ^««.-f-^.)  («,-+■")  cosC-h&wr.W,  cos* 


u.  ff.  w.  Die  fernere  Untersuchung»  dieser  Relationen  würde  hier 
xu  weit  führen;  denn  nie  gehört  ihrer  Natur  noch  in  die  Tetrago- 


§.10. 

Zum  Schlüsse  mag  noch  erwähnt  werden ,  doss  ähnliehe  Aus- 
drücke, wie  die  in  Nr.  2,  zusammengestellten ,  auch  für  die  sphäri- 
schen Dreiecke  existiren.  Denn  sind  abc  und  *x6xcx  die  Seiten 
und  ABC  und  AXBXCX  die  deusclben  gegenüberliegenden  Winkel 
zweier  sphärischen  Dreiecke,  so  ist  stets:  i 


•»  •»' 


■  • 


...  - 


I  • 
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I   •  < 


u.  s.  w.  Setzt  man  c  =  ct  so  ergiebt  sieb;  wenn  man  cur  Abkür- 
zung den  Winkel  x  einführt: 


i 
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* 

oos  .t  =  cob  a  cos  «, -f-sin  a  sin  «,  cos  (/?=*=!?,) 
=  cos  £  cos  //,  -f-sin  b  sin       cos  (AzhAt) 

cos  £  cos  Cx  =p  8»n  ^  *,n       co8  * =  ' 
=  cos  (^d=^()  cos  (ÄrfcÄ.) 

—  sin  {Az*zAt)  sin  (üdbÄ,)  cos  c 

Wird  hingegen  der  Winkel  C=  C,  angenommen,  so  findet  man 
mit  Bülfe  des  Winkels  X: 

cos  X  =  cos  A  cos  ^  -f-sin  A  sin  ^,  cos  (£db£,) 
=  cos  /i  cos  /?,  -f-sin  B  sin  if,  cos  («dz«,) 

cos  <?  cos  c,  ^=sin  c  sin  c,  cos  -V  =  f  24. 

=r  cos  (azt:ax)  cos 

-f-sin  (fltia,)  sin  (bzhbx)  cos  X 

Es  zeigt  sich  hierbei  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass  die  For- 
meln für  sphärische  Dreiecke  denen  für  ebene  Dreiecke  entwickel- 
ten nur  daon  völlig  analog  werden,  wenn  die  beiden  sphärischen 
Dreiecke  durch  irgend  eine  einzige  Bestimmung  etwas  von  ihrer 
gänzlichen  Unbestimmtheit  verloreu  haben.  Mit  Ausnahme  des  sphä- 
rischen Dreieckes  scheint  dies  bei  allen  sphärischen  Gebilden  statt 
zu  finden.  So  ist  es  ja  bekannt,  dass  rar  jedes  beliebige  ebene 
Viereck  der  Cosinus  der  Summe  je  zweier  Gegenwinkel  unverän- 
derlich ist;  dagegen  findet  dieser  Hat»  bei  sphärischen  Vierecken 
nur  dann  Statt,  wenn  sie  einem  Nebenkreise  eingeschrieben  sind, 
also  etwas  von  ihrer  Allgemeinheit  verloren  haben. 

§.  11. 

Haben  endlich  ccxc9c,  dieselbe  Bedeutung  auf  der  Oberfläche 
einer  Kugel,  welche  ihnen  in  $.  9.  in  der  Ebene  beigelegt  worden 
ist,  so  erhält  man,  wenn  zur  Abkürzung  die  Hülfswmkel  aaxatat 
nach  den  Gleichungen: 

cos  «  =  cos  i(a-f-«i)  cos  \{t*-\-l>x) 

-f-sin  j(«-f-*,)  ain  £(£-*-£,)  cos  C 

cos  a,  =sin  |(«-f-<*i)  «n  *i) 

-f-  cos  \{a  -+-  mt )  cos  \(b  -f-  b  x )  cos  Cl 

cos  o,  =  cos  |(a-f-a,)  ßiu  \{b  +  bx)  , 

-f-sin  j(«-f-«,)  cos       +       cos  C 

cos  a,=sin  |(a-f-«.)  cos  \(b  +  bx) 

-f- cos  ^«-t-«,)  sin  i(*-T-^.)  Co«  c 

eingeführt  werden,  die  Werthe: 

cos o-f-cos c , -f-cos <rt-f-cos c,= 4cos \{a—ax)  cos \ {b— b , )  co s  a 
cosof-cosc,— cosr,— cosc,=4sini(«— a.)  sin{(£— bt)  cosa, .  ^ 
cosc— coscl-f-cosr,— cosc,=4cos^(a— «,)  sin         bx)  cosa, 
cobc—  cosc,— co8ca-f-cbsc1=4sin  \{a— *,)  cos  \(b — £,)cosa, 

■ 

so  wie  auch: 


Digitized  by  Google 


145 

■ 

cor  c  cos  et  —  cos  e9  cos  c,  =  sin      —  •)  sio  {pl  —  4)  cos  6' 

cos  c  cos  <r,  —  cos  et  cos  <?,  =  sin  (£,  —  4)  X 

^jcos  («-H»,)  sin  — sio  («,-Hj)  cos  (£|-f-©)  cos 

-4- sin <7  sin«,  sin  (6-1-6, )  sin*  CJ^  27. 

cos  c  cos  c,  —  cos  ct  cos  <?B  =  sio  («,  —  «)  X 

Xjsin  (a,-H»)  cos  — cos  sin  cos  C 

-t-sin  6  sin  64  sin  (0,+")  ■in*  £] 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Hülfswinkel  a  Hegt  klar  vor 
Augen.  Mittelst  dieser  Formeln  ist  der  grössere  Tneil  der  im 
Tetraeder  stattfindenden  Relationen  zwischen  den  Kanten-  und 
Flächenwinkeln  entwickelt  worden,  so  wie  sie  auch  bei  Unter- 
suchung des  sphärischen  Viereckes  die  besten  Dienste  geleistet 
haben. 


XV. 

Ueber  die  Grnndformeln  der  Dioptrik  und 

Katoptrik. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Betrachtung  der  Brechung  und  Zurückwerf un g  bei 

einem  Kreisbogen. 

$  1. 

Ein  den  aus  dem  Mittelpunkte  Cin  Tat  II.  Fig.  1.  mit  dem  Halb- 
messer H  beschriebenen  Kreisbogen  KK  in  Et  die  Axä  X  Y  in  M 
treffender  Strahl  MN  kann  gegen  das  Binfallsloth  CCX  offenbar 
nur  eine  der  vier  in  der  Figur  dargestellten  Lagen,  welche  wir 
dureb  I,  II,  III,  IV  bezeichnen  wollen,  haben.  Die,  jenachdem  der 
Punkt  M  auf  der  convezen  oder  coneaven  Seite  des  Kreisbogens 
KK  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Puntes  M  von  dem  Durchschnittspunkte  A  des  Kreisbogens 
mit  der  Axe  X  Y  wollen  wir  durch  A  bezeichnen,  und  den  Symbo- 
TteU  11.  10 


Digitized  by  Google 


146 

» 

!en  u>  und  0  die  aus  der  Figur  euch  ohne  weitere  Eriäuterutig  mit 
hinreichender  Deutlichkeit  ersichtliche  Bedeutung  beilegen. 
Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  in  dem  Fülle  1. 

CE  :  CA  +  AM=z  sin  (w  —  0) :  sin 

d.  i. 

R-  /*+  A  =  »in  («  — 0)  i  sin  a/. 
In  dem  Falle  II.  ist 

CE :  AM  —  CA  =  s\u  (0-o»)  :  sin  u>, 

4.  i.  , 

/<:—  (Ä-f-^)  =  8in  (0  — w):si» 

R  ■  R  -+-  &  =  sin  (to  —  0)  :  sin  o». 
In  dem  Falle  III.  ist 

CE  .       -f-  AM  ~  sin  (w  ■+■  0)  :  sin  w, 

d.  i. 

71 :  R      A  =  sin  (co  -4-  0)  :  sin  w. 

In  dem  Falle  IV.  ist 

CE:  CA  — AM=  sin  (w-*-0):sin  w, 

d.  i.  f  / 

/l :  /I  -f-  ß  =  «in  (w  -f-  0)  :  sin  w. 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  sieht  man,  dass 
immer  * '  * 

R  :  R  -f-  &  =  sin  (a/  ^=  0) :  sin  w, 

oder 

1     ^**-A  _        sin  » 

Ä  sin  (w?»)' 

und  in  dieser  Gleichung  in  den  Fällen  I.  und  II.  das  obere,  in  den 
Fällen  III.  und  IV.  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  in  dem  Falle  I.,  wo  noch  dem  Vorher- 
gehenden 


sin  co 


sin  (to  — 

ist,  entweder  ME  oder  NE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zurückgeworfenen  Strahl 
durch  (u,  und  -\t  dasselbe,  was  vorher  für  den  einfallenden  Strahl 
durch  tu  und  J\  bezeichnet  worden  ist;  so  wird  leicht  erhellen, 
dass  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I. 
oder  der  Fall  II.  für  den  zurückgeworfenen  Strabl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  llf.  oder  der  Fall  IV.  Statt  finden  kann.  Also 
ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebrochenen  Strahl  immer 

At-HAt    »in  tu,  •.. 

H  sin  (t»,  —  «#)' 
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für  den  zurückgeworfenen  Strahl  °)  dagegen  ist  immer 

*  +  — -      si"  Mi 
R  sin  (u>,  -f-  f>)" 

Denken  wir  uns  in  dem  Falle  II,  wo  nach  dem  Vorhergehen- 
den ancb 

/?  -f-  A   sin  m 

—  sin  (o>  —  ©) 


ist,  wieder  entweder  ME  oder  NE  als  den  einlullenden  Ntrufal, 
stellen  uns  arten  jetzt  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen 
gezogen  Ter,  und  bezeichnen  für  den  gebrochenen  oder  zu- 
rückgeworfenen Strahl  durch  a»,  und  Äi  wieder  dasselbe,  was  im 
Vorhergehenden  durch  o»  und  ^  für  den  einlallenden  Strahl  bezeich, 
net  worden  ist;  so  wird  leicht  erhellen,  das«  fiir  den  gebrochenen 
Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  II.,  fiir  den 
zurückgeworfenen  Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  III.  oder 
der  Fall  IV.  Statt  Anden  kann.  Also  ist  auch  dem  Vorhergeben- 
den  für  den  gebrochenen  Strahl  immer 


*-rrA. 


Mll_.lt>, 


sin  (o>,  —  ffy 

fiir  den  zurück geworfeqen  Strahl  dagegen  ist  immer 
1  ZC-fr-Ai  ..        sin  <i>, 

H  HUI  (u>,-|-©)* 

Denken  wir  uns  ferner  in  d«m  Falle  III,  wo  nach  dem  Vor- 
hergehenden 

it-f.  A  J.       »in  ut 
~R~       sin  (to  +  S) 

ist,  entweder  ME  oder  NE  als  den  einfallenden  Strahl,,  stellen  uns 
durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  KK  gezogen  vor, 
und  bezeichnen  wieder  für  deo  gebrochenen  oder  zurückgeworfe- 
nen Strahl  durch  Ut)  und  Ai  dasselbe,  was  im  Vorhergehenden  für 
den  einfallenden  Strahl  durch  w  und  A  hezeiebsret  worden  ist;  aa 
wird  leicht  erhellen,  dase  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss 
entweder  der  Fall  III.  oder  der  I4  all  IV.,  für  den  zurückgeworfe- 
nen Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  Ii.  Statt 
Gnden  kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  för  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

■ÄHkAi   sin  v)x  i 

R  sin  (o^-f-it?)' 

für  den  zurück  geworfenen  Siran  I  dagegen  ist  immer 


*)  Rücksicbtlich  des  Falls  der  Zurück  werfung  bemerken  wir,  dass  wir 
denselben  im  Folgenden  aus  einem  allgemeinem  Gesichtspunkte  als 

fcwöbnlich  geschiebt  betrachten  werden ,  indem  wir  auch  in  diesem 
alle  bloss  annehmen  wollen,  dass  die  Sinns  der  beiden  spitzen  Win- 
kel, welche  der  einfallende  und  zurückgeworfene  Strahl  mit  dem  Ein- 
fallslothe einschliessen,  in  einem  constantert  Verhältnisse  zu  einander 
stehen. 

,  io- 


148 

Ä-f-  Ai    «in  »| 

R     —  sin  (»,  -  Ö)# 

Denken  wir  uns  endlich  in  dem  Falle  IV.,  wo  nach  dem  Vor- 
hergehenden wieder 

Ft  -f-  A   sin  cü 

Ä  sin  (ctf-t-0) 

ist,  entweder  ME  oder  AE  als  den  einfallenden  Strahl,  stellen 
uns  durch  E  eine  Tangente  an  den  Kreisbogen  AK  gesogen  vor, 
und  bezeichnen  auch  jetzt  für  den  gebrochenen  oder  zurückgewor- 
fenen Strahl  durch  <at  und  Äi  dasselbe,  was  vorher  für  den  ein- 
fallenden Strahl  durch  cti  und  bezeichnet  worden  ist;  so  wird 
leicht  erbellen,  dnss  für  den  gebrochenen  Strahl  immer  bloss  ent- 
weder der  Fall  III.  oder\der  Fall  IV.,  für  den  zurückgeworfenen 
Strahl  immer  bloss  entweder  der  Fall  I.  oder  der  Fall  II.  Statt  fin- 
den kann.  Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  für  den  gebroche- 
nen Strahl  immer 

Ä-f-  Ai   sin  ft»,  

R  sin  (»,  -f. 

für  den  zurückgeworfenen  Strahl  dagegen  ist  immer 

R  -f-  A  i  sin  to, 

R  sin  (to,— 

Ueberhaupt  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Vorhergehenden  Fol- 
gendes. 

In  den  Fällen  I.  und  II.  ist 

Ä-f-A   sin  to        R-\-  At  sin  tu, 

R  sin  (w  —  O)*       R  sin  (a>,  7  0); 

in  den  Fällen  III.  und  IV.  dagegen  ist 

Ä-f-A   sin  et»        R-i-  £jj   sin  o>, 

Ä~~       sin  (ttf-f-e)'       R  sin  (to,  ±©)5 

wo  immer  die  obern  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern 
dem  Falle  der  Zurückwerfung  entsprechen. 

Also  ist  im  Falle  der  Brechung  mit  Beziehung  der  obern  und 
untern  Zeichen  auf  einander 

0    Ä-f-A  sin  ft»        R -f- Ai  sin  to, 

*.     —  — 


R     ~  sin  (to  =*=©)'       R  sin  («,:*=  0)' 

Im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  mit  Besiehung  der  obern  und  un- 
tern Zeichen  auf  einander 

_     Ä-f-A   sin  et»        Ä-f-  Ai   «in  to, 

*    ~~R~     —  sin  (ft»=Fe)'       R  sin  (tuI=fcÖ)' 

Im  Falle  der  Brechung  ist  folglich  nach  2. 

Ä-f-A         s'n  w     sin  (to,  =F  O) 
*    Ä-f-Ai       sin  ft»,  *  sin  (a>  =F  8)* 

Dagegen  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung  nach  3. 
5. 


Ä-f-A          sin  co     sin  (ft»,±©) 


Ai        sin  to,  '  sin  (to=F  0) 
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Aus  der  Gleichung  4.  erhält  man  auch 

t»og  0  =  =t(Ä_hA)  cot  «-(A4- A.)  cot 
und  aus  der  Gleichung  5.  ergiebt  sich 

A  Ai 

5*.   tang  0  =  =fc(A^A)  wt  -  +  (Ä  +  Ai)  cot  < 

Nach  2.  ist  im  Falle  der  Brechung 

A    sin  ttf  -      Ai   »in  wi  . 

1  +  Ä  ~  sin  I"t"TP  """  «in  («•,=F©)1 

folglich 

A^       ain  »  —  sin  (<u  =p  9)  A±        sin  «o,  —  »in  («tT«), 

Ä  sin  '  A  ain  («,=»=©) 


A        »«n  (»i  =F  ö)      »in  ai  — •  sin  (a>  ^=  9) 
*    57  -~"  sin  (u>=F0)  *  lin  w,  —  «in  («,  =F  0) 

oder 

sm  (tü,  =3=  6)        _A.    «in  a>,  —-ain  (w,  =F  6) 

ain  (w  =f  Ar  '    sin  »  —  »in  (tu  =F  8) 

Nach  3.  ist  im  Falle  der  Zurückwerfung 

,       A    »in  a»       f      Ai   »'"  wi  . 

1  +Tl  —  sin  (o>  =¥=*)'         Ä       sin  (a>,  =fc  «)' 

folglich 

A        «in  «i»  —  sin  (of  =F  O)    A^        ain  «t  —  «in  (w,  A^) 

~R  —        sin(ca=f=0)      »   A  sin^.iO) 

A          sin  (tu  t  d=  S)     ain  tu  —  sin  (tj  ^=  0) 

8-    A^       sin  (w^=ö)  *  «in  o»,  —  «in  («,±8)' 

ain  (tt>t  A:8)        jA     ain  cu,  —  sin  (m,  db  8) 

sin  Ai  '   »«»  w— sin  («tö)  ' 

Im  Falle  der  Brechung  ist  also  nach  4.  und  7. 

A-t-A        A     »in  w    »in  o»,  —  sin  (d>,  =»=») 
*0,    ÄTT,  ~~  AT  '  «n  »,  '   »>n  «-»in  («=F«)  ' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  nach  5.  und  9. 

A-hA        _A     »m  q>     «in  tu,  —  sin  (o»,  A  0) 
*    Ä  + A»       A»  *  «in  o),  "    sin  «-ain  (w=F0) 

Auch  ist  nach  bekannten  goniometrtscbeu  Formeln  im  Falle 

Brechung  nach  10. 

to      Ä-+-A          A     »in  w     cos  (a>,  ^  jS) 

12'    ÄTA;  —  Ai  "  sin  Wl  *  00«  («=fJ0)  ' 

und  im  Falle  der  Zurückwerfting  ist  nach  11. 


also 


oder 


- 


15« 

13  A   jl     »in  w    cos  (pt  :fcw8) 

Ä-f-A*  A,    «in  a»,  '  cos  (o)^^&)' 

Aus  der  Formel  12.  ergiebt  sich  auch 

12'.  cot  i0  =  =F  *  A  '  *  '  .je   » 

O  «+•       «°*  •»  —  (1  -f-       cot  w, 
und  aus  der  Formel  13.  erhält  man 

13*.    cot      =   ^  -  A>    ^  . 

0  -+-  -r)  cot  w-r-(l  -+-T-)  cot  «, 


Netzt 


. .      »in  tu 
14.    —  = 


Mit 

wo  bekanntlich  m  eine  constaate  Grösse  ist,  so  weiden  die  vorher- 
gehenden Formeln  im  Falle  der  Brechung 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung 

Bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurückwerfung  ist  bekanntlich 
»=  1,  und  folglich  nach  16. 

Ä-f-A,- *  cos  <W=f=W 

Wir  wollen  aber,  wie  schon  oben  erinnert  worden  ist,  die  Zu- 
rückwerfung hier  immer  aus  dem  oben  angegebenen  allgemeinen! 
Gesichtspunkte  betrachten.  • 

Der  Punkt  A  soll  jetzt  als  der  Anfung,  die  Aze  X  Y  als  die 
Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  angenommen 
werden,  und  die  positiven  Ausrissen  wollen  wir  immer  aufdercon- 
vexen  Seite  des  Bogens  KK  nehmen.  Ist  nun  M'  ein  beliebiger 
strahlender  Punkt,  dessen  Coordinaten  ip  Bezug  auf  das  angenom- 
mene System  *>,  q  sind,  so  denke  man  sich  durch  denselben  und 
den  Mittelpunkt  C  des  Kreisbogens  KK  die  Axe  X'Y'  gezogen, 
welche  den  in  Rede  stehenden  Kreisbogen  in  dem  Punkte  A'  schnei* 
den  mag,  und  bezeichne  in  Bezug  auf  diese  Axe  für  den  Puukt  M' 
durch  A'  u&d  A'i  K^nz  dasselbe,  was  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen in  Bezug  auf  die  den  Kreisbogen  KK  in  A  schneidende  Axe 
X  V  für  den  Punkt  M  durch  A  und  At  bezeichnet  worden  ist. 
Ferner  bezeichne  man  den  von  der  Linie  CA'  mit  der  Axe  %Y 
eingeschlossenen,  jenachdem  die  Linie  CA'  auf  der  Seite  der  po- 
sitiven oder  auf  der  Seite  der  negativen  Ordinalen  liegt,  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachteten  spitzen  Winket  durch  o>;  so  wird 
aus  Taf.  II.  Fig.  2.  leicht  erhellen,  das*  in  völliger  Allgemeinheil 


Digitized  by  Google 


«8.  { 


iftl 

p  =  (JR,  ~f-  A')  cos  y  —  Jt. 

sin  * 


ist.  Sinti  nun  jr,,  die  Coordinaten  des  Punktes,  In  welchem  die 
Axe  X'Y*  von  dem  gebrochenen  oder  zurückgeworfeneu  Strahle 
geschnitten  wird?  so  ist  ganz  eben  so 

,J- l?lC=(yn-A',)sin  »..  - 

Ans  den  Gleichungen  18.  und  19.  folgt 

R+Pi     Ä-*-AV  r."-Ä-T-AV 


also 

*  ^-*>~*^AY 

Ferner  ist  » 

^         COS  tf  cos  y  ' 

^ 1        cos  9  cos  <p 

A'  =  J  *  = 

*-*      sin  y  sin  ^ 

a '  _  *  .  n_g*-R  sin  y: 

a  1      sin  y  siu  y 


und 


also 


ft(     _A^  sin    y  —  A  sin  y 

A'»       7'i-f-2/2  -sin  ty*       fi— Ä  sin  9* 

Weil  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn  durch  #  jetz4 
in  Bezug  auf  die  Axe  X'Y'  dasselbe  bezeichnet  wird,  was  früher 
in  Bezug  auf  die  Axe  X  Y  durch  0  bezeichnet  wurde,  im  Falle 
der  Brechung 

A'  _     A'     sin  o»     cos  (oi,  ^je?) 
il  +  AY"~  A'»  *  sin  u,  '  cos  («tW 
und  im  Falle  der  Zurückwerfung 


.  i« 


R-+- A'    A'     sin  a»     cos  («j,  d= 

Ä-t-A',  3\  '  sm      *  cos  (w^W 

ist;  so  ist  nach  20.  und  21.  im  Falle  der  Brechung 

1  JR-f-p        sin  w    cos  (<»>»=*=  je*)    P-h2*  sin  j<y' 
«o '      +     ^  «SV;  ;  cos  (o,=F*e')  •  7.-I-2Ä  sin  ^ 


■  IM 

22. 


sin  oi     cos  (w(^iH')    y  —  R  sin  ^ y 
qt       sm  o»4     cos  (w  =fW  sin  7»? 


und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  „  | 
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R-hp  i  sin  tu     cos  (<u,  =fc         i  »in 


/i-j-pl  sin«,'  oos  (a»=F±e')  *      H-2Ä  sin  iya' 

y    sin  <u     cos  (w,  dfc|eT)     y  —  ^  sin  y 

sin  tu,  *  cos  (ui=f4W)  '  f,  — ä  sin  y* 

Aus  dem  vorigen  Paragraphen  wissen  wir,  dass 

sin  tu     cos  (tu,  =Fl^)         sin  tu     sin  tu,  —  sin  (m, 

sin  w,  '  cos  (cu=fJÖ')       sin  w,  *   sin  tu  ^  sin  («t^) 
sin  ai     sin  tu,  — sin  tu,  cos  &  dfc  cos  tu,  sin  fl* 
sin  w4  *    sin  tu  — sin  tu  cos     de  cos  tu  sin  * 

sin  ai     cos  (ru,  rfc  4^')  _     sin  tu     sin  m, — sin  (tu,  dfc  8') 
~~  sin  »,  *  cos  (tu=F|fcY)  —  sin  «,  '   sin  »-sin  (»^=*r) 
  sin  tu    sin  «u^—  sin  u,  cos  ^7  cos  o»,  sin  e^ 


u,  *    sin  tu  — sin  tu  cos  eT  dfc  cos  cu  sin  eT 

r 

ist.  Wenn  nun  die  Winkel  o», ,  w„  0*  so  klein  sind,  dass  man 
Grossen,  welche  in  Bezug  auf  dieselben  ton  der  vierten  und  höhern 
Dimensionen  sind,  ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann; 
so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

sin  tu  cos  (o>,  =y  $&)   sin  tu  sin  cu,  —  sin  tu,  dfcain  eT 

sin  tu,  *  cos  (u>^\&)  sin  tu,  *  sin  tu  —  sin  w dbsin  0  '  < 

sin  cu  cos  (tu ,  dfc       _  nin  tu  sin  tu, «—  sin  «,  =r=  sin  eY 

sin  a>,  '  cos  (tu  =f=  4 *0  sin  tu,  *    sin  tu  —  sin  tu  dfc  sin  8*  * 


also  offenbar 


sin  tu     cos  («u,  ^=^H  )  _     sin  tu 

sin  w,  '  cos  (tu^|9')        sin  cd,  **' 


sin  cu 


cos  (tu,  dfc  yö')         sin  tu 


sin  tu ,     cos  (u^^eT)        sin  «,  *** 

und  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern ,  welche  in  Bezug  auf  co, 
@*  von  der  vierten  und  höhern  Dimensionen  sind,  ist  folglich 
im  Falle  der  Brechung  nach  22. 

. .      R-\-p  p-j-2R  sin  jy»     g  _      7  —  R  sin  y 

"    Ä-f-p, — *  p,-f-2Ä  sin  Jy**  y, — *  7,  —  Ä  sin  y; 

und  im  Falle  der  Zurückwerfung  ist  uach  23. 

•>*»     R-+-  P   p-j-2R  si"  V/*    _2   7  —  #  sin  y 

Ä  +  p, — """"  p,-f-2Ä  sin  4y»'  9, —     "      —  Ä  sin  y* 

Auch  ist  nach  20.  mit  völliger  Genauigkeit 

9_  *-H> 

und  folglich  mit  Vernachlässigung  vou  Gliedern,  welche  in  Be- 
ziehung auf  (oy  cu,,  &  von  der  vierten  und  höbern  Dimensionen 
sind,  im  Falle  der  Brechung 

2fi  _  ..  P  +      •«  s?3     9  ...      P  +  2R  s'm  fr» 

•    R+P*—  "pl+2Rsm  fy"  f|-%l+2Ä«in^' 

nnd  im  Falle  der  Zurückwerfung 
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27  _  _  n  p+2H  gln  W  ±_  _       g±j* sip  +»' 

*    rt  +  p, —     */>,-f-2Ä  sin  *y«5  y,  %, +2Ä  sin  *y" 

oder  es  ist  mit  4cm  obigen  Grade  der  Genauigkeit 

oo    '*-f-P  j_  Ä  ?  +  lR  8m  4?'     7.  ^    y  ~  /C  »in  g 

rt-f-Pi  p,-f-2Ä  sin  4^»'  y,  %,-Äsiny' 

oder  auch 

 .  »in  }y»     y   +      «in  jy' 

 px-\-lR  sin  |y»'  y,  -f- 2A  sin  $y* • 

wo  die  obern  Zeichen  dem  Falle  der  Brechung,  die  untern  dem 
Falle  der  Zurückwerfung  entsprechen. 

Nimmt  man  nun  bloss  »  im  Falle  der  Brechung  positiv,  im 
Falle  der  Zurückwerfunn;  dagegen  negativ ,  so  kann  man  mit  dem 
obigen  Grade  der  Genauigkeit  für  beide  Fälle 

•in      ^  +  P    P-h^R  sin  \q%      tj_   q  —  R  sin  y 

<    R  +  Pl—"pt+2RB\nW  9l  — "  y.-Äsiny 

oder  auch 

R-hp  p  +  2R  sin  $y*     y  »-I-2Ä  sin  jy* 


o1      /g-HP  ^         p-h2/Z  sin  jy»     ^   p  H- 

"    ÄT^;  —  *  Pl+2R  sin  V'  fi""  Pi-r- 


2R  sin  Jy» 


setzen.  Ist  es  aber  verstattet,  auch  die  Grösse  2R  sin  |y"  wegen 
der  Kleinheit  von  sin  •Jy*  «u  vernachlässigen,  so  nehmen  die  bei- 
den letzten  Formeln  die  folgende  sehr  einfache  Gestalt  an: 

32.   £^  =  m  ^       =  «  £, 

wo  immer  n  im  Falle  der  Brechung  positiv,  im  Falle  der  Zurück - 
werfuog  negativ  zu  nehmen  ist. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  30.  erhält  man  ohne  Schwie- 
rigkeit 

VL        _nRp+2K\{n-l)R-p\  «in  jy»       _        ?R  «in  y 

^i—  2»  sin  4y »)  —  (•»— l)p  »  y-»(y-A  sin  y)» 

und  aus  den  beiden  Gleichungen  31.  ergiebt  sich 

nRp  +  2R  \jn—\\R  —  p\  sin  jy» 
Ä(l-2*  sin  *y *)  —  (»-  1)»  ' 

Rg(\  —  2  sin  jy»)  

—  R{\—2n  sin  Jy*)  — («  — ife>> 


34. 
oder 

35. 


nRp  +  2R  \{n-\)R—p\  sin  jy' 
l^i —  2«  sin  4y»)  — («  — l)p  ' 

 jgy  cos  y  t 

9*  — Ä(l  —  2*  sin  4y*)  —  («i— l)o» 


und  nach  34.,  wenn  man  sin  jy*  als  verschwindend  betrachtet, 

'  ,fi  nRp  Ry   

30.    Pl—  Ä_(jt_1)p,  ?i  Ä-(«-l)»' 

wo  «  immer  im  Falle  der  Brechung  als  positiv,  im  Falle  der  Zu* 
ruck  werf ung  als  negativ  betrachtet  wird. 
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Aua  den  »orber  entwickelten  Formeln  33.,  34.,  35.  erhellet, 
das*  unter  4er  wegen  der  Winkel  wf  «l4  &  gemachten  Voraus- 
Setzung  die  Coordinaten  plt  ax  sich  nicht  ändern,  so  lange  die 
Coordinaten  w,  q  keine  Aenaernng  erleiden ,  welches  auch  die 
Richtungen  der  aus  dem  Punkte  {pq)  ausgehenden  Strahlen  sein 
mögen,  dass  also  alle  von  dem  Punkte  (pq)  ausgehende  Strahlen 
sich  nach  der  Brechung  oder  Zurückwerfung  in  dem  Punkte  (ptft) 
wieder  mit  einander  vereinigen. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  pt  für  ^=5=00  erhält, 
durch/,,  ■»  ergiebt  sich  aus  34>  leicht 

37'  /»=-      n-l  £<i 

oder,  wie  man  leicht  findet, 

38.  /,=-(H-^Z)Ä. 

Betrachtet  man  sin  im*  als  verschwindend,  so  wird  auch  37. 

39.  /1==-^/l\ 

und  folglich  £u>  •==  —  1)  d.  i.  bei  dar  gewöhnlichen  ^naicht  der 

Die  beiden  Formeln  36.  können  auch  unter  der  folgenden  Form 
dargestellt  werden : 

Weil  nnn  aber  nach  30. 


t%,  - 


isti  so  werden  die 


vorhergehenden  Gleichungen 

42.  n  —  ss  —  »t%  =  -r*  TZ, ' 

'    p        px  A*   9       7t  \^ Sil 

und  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  kann  auch  uV*r  der  For» 


geschrieben  werden.    Für  »  =  —1  ist 

! 

oder  nach  40. 

Dass  7,  für  /r=oo  verschwindet,  erhellet  aus  den  Formel» 
34.,  35. 
werden 

sind. 


45. 


1  q.  für  p  =  tx  verschwindet,  erhellet  aus  aen  rormfi» 
auf  der  Stelle,  wobei  aber  nie  aus  den  Augen  gelass«?* 
darf,  dass  die  in  Rede  stehenden  Formeln  sämmtlich  n  1 
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Wenn  man  mittelst  der  Formeln  33.  die,  Coordinaten  p,  q 
durch  die  Coordinaten  px%  Vi  anadrückt,  so  erhält  man 

*  /fr,(l-2»  «in  fr*y-2(»-l)R*  sin  W*     _     nRgx  »in  y 

40  Ä(*-*  sin  4*')-+- («-Dp»      »<r— Ä.in^H«-Dft; 

und  ans  den  Formeln  34.  ersieht  sich  anf  ähnliche  Weise 

 —  2»  sin        —  2(n  —  l)R*  »in  1»» 

P  R{n—  2  sin  i?f)-4-(*— 


47. 
oder 


 n/6/)(l  —  4  sin  ]ya  cos  j<f ')  

*  —  (1-2  sin  W)  |Ä(/*-2sin  fcp»)  +  (« -  l>,  1 "» 


1/^,(1^2»  sin  f^')  — 2(«— »in  jy» 
p~                 js>»)4-(«-ifr«  ' 
 w/fyi  com  y  
?  —  Ä(«~2  sin  *f*)H-(«-lW 

und  nach  47.,  wenn  man  sin  ^y>*  als  verschwindend  betrachtet, 

Bezeichnet  man  den  Werth,' welchen  p  für  px  =<x  erhält, 
durch  f,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

^     1—2»  sin  jy»  „ 

oder,  wie  man  leicht  findet,  , 

51.  ,=  _o_2£i)A 

Betrachtet  man  sin  Jy*  als  verschwiodemj,  so  wird  nach  50. 

52.  f  —       t  Ji.  ,  , 

*       n  —  1  •  i  > 

Nach  49.  und  52.  ist 


und  folglich,  wtc  man  leicht  findet. 

•     ^  .... 

P— /  nA 


R  (»  —  l)JnÄH-(n  —  l)n»|' 

Weil  nun  nach  39.  r  J 


■     I-   '      •      ilt  •  | 


ist,  so  ist  \  '   '  . 

Ä     ~~  (n-l)R 

Also  ist  .  > 
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(,-/•)(?,-/,)  u 

oder 

woraas  «ich  ergiebt,  das»  das  Product  — /)  (/>,  — /,)  eine  con- 
Rtante  Grösse  ist. 

Nach  32:  ist  ferner 

-2-  =  »^, 

also 

V.  •+•&>.-/.)' 
■ad  folglich,  weil  nach  52.  uod  39. 

ist, 


7.  _  _  n  

Schafft  man  nun  die  Nenner  weg,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder,  wenn  man  quadrirt,  die  Gleichung 

Weil  nach  53. 

m  (»-!)»»-/)»,-/,) 


t  »(»-!)'  (p-f)  (y,-/,) 

n  —  Ä, 

ist,  so  lässt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  auch  unter  der  fol- 
genden Form  darstellen: 

-n{p-f)  (ft-/.)  (f  +  f,)»  =  l«fr.-/.)— f.^-/)!'- 

Entwickelt  man  nun  die  Quadrate  der  Binomialgrössen,  so  erhält 
man  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

oder 
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■ 

*  ■ 

V  ■ 

15,7 

uü  folgücli  > 

welches  auch  eine  in  mehrfacher  Rücksicht  merkwürdige  Glei- 
chung ist. 

f  4. 

Wenn  wir  nun  auch  von  jetzt  an  der  Einfachheit  und  Kürze 
wegen  bloss  den  Fall  der  Brechung  in  einem  Linsenglase  oder  in 
einem  Systeme  von  Linsengläsern  in's  Auge  fassen  werden;  so 
kann,  was  wir  hier  gleich  im  Voraus  bemerken,  Alles,  was  im  Fol- 
genden vorkommen  wird,  doch  auch  ohne  alle  Schwierigkeit  auf 
den  Fall  der  Zurückwerfung  von  zwei  oder  mehreren  Kugelflächen 
ausgedehnt  werden,  wenn  man  nur  in  den  Formeln  überall  n  ne- 
gativ nimmt,  oder  bei  der  gewöhnlichen  Ansicht  der  Zurückwer- 
tung n  =  —  1  setzt. 

II. 

Brechung  in  einem  Linsenglase. 

f.  5. 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  Kreisbogen  mit  der  durch  ihre 
Mittelpunkte  gehenden  geraden  Linie  X  F(TaT.II.  Fig.3.),  welche  wir 
ihre  Axe  nennen  wollen,  seien  A,  AJt  und  E,  ETX  seien  die  Ent- 
fernungen eines  Punktes  in  der  Axe  von  den  beiden  Punkten  A, 
Alt  unter  der  Voraussetzung,  dass  E  eine  positive  oder  negative 
Grösse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  stehende  Punkt  auf  der  con- 
vezen  oder  concaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  A  schnei- 
denden Kreisbogens  liegt,  und  dass  eben  so  Et  eine  positive  oder 
eine  negative  Grösse  ist,  jenachdem  der  in  Rede  stellende  Punkt 
auf  der  convexen  oder  concaven  Seite  des  die  Axe- in  dem  Punkte 
Ax  schneidenden  Kreisbogens  liegt.  Die  immer  als  positiv  betrach- 
tete Entfernung  der  beiden  Punkte  A  und  At  von  einander  wol- 
len wir  durch  D  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die 
vier  folgenden  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  concaven  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3«.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

E~t-  Et  =  —  D. 

Wenn  die  beiden  Kreisbogen  ihre  convexen  Seiten  gegen  ein- 
ander kehren,  so  ist,  wie  aus  Taf.  IL  Fig.  3*.  leicht  erhellet,  in 
völliger  Allgemeinheit 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 
ca?e  Seite  gegen  die  convexe  Seite  des  die  Axe  in  A.  schneiden* 
den  .Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  ans  Taf.  II.  Fig.  3«.  leicht  er- 
hellet, in  völliger  Allgemeinheit 

E—Ex=  —  D. 

Wenn  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  seine  con- 
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vcxe  Seite  gegen  die  concave  Seite  des  die  Axe  in  .7,  schnei- 
denden Kreisbogens  kehrt,  so  ist,  wie  aus  Taf.  II.  Fig.  3*.  leicht 
erhellet,  in  völliger  Allgemeinheit 

E—  Et  *s?  J}, 

Hieraus  ergiebt  sich  überhaupt  das  folgende  Resultat: 
Wenn  gleichnamige  Seiten  der  beiden  Kreisbogen  einander  zu- 
gekehrt sind,  so  ist 

'  •  •  .    ....  Ii. 

E+Et  ==f  A 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zn 
nehmen,  jenachdem  die  coneaven  oder  die  convexen  Seiten  der 
beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.   Wenn  ungleichnamige 

Seiten  der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind,  so  ist 

I   •  •  •  *  «   *  •.  ..  •  ., 

.  •  :..  .1  E — Et  =qp  Or 

und  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  neh- 
men, jenachdem  die  concave  oder  convexe  Seite  des  die  Axe  in 
dem  Punkte  A  schneidenden  Kreisbogens  respective  der  convexen 
oder  coneaven  Seite  des  die  Axe  in  dem  Punkte  schneidenden 
Kreisbogens  zugekehrt  ist. 

Nehmen  wir  aber  die  Kntfernfing  der  Durchschnittspunkte  der 
beiden  Kreisbogen  mit  ihrer  Axe  von  einander  jetzt  positiv,  oder 
negativ*,  lenacndem  der  die  Axe  in  A  schneidende  Kreisbogen  dem 
die  Axe  in  schneidenden  Kreisbogen  seine  convexe  oder  seine 
concave  Seite  zukehrt,  und  bezeichnen  unter  dieser  Voraussetzung 
die  in  Rede  stehende  Entfernung  wieder  durch  ZI,  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 


».•  i 


wenn  man  uur  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  das.  untere 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  die  beiden  Kreisbogen  gleichnamige 


•   tii*  - 

I»   .11  M    .     •  6.  , .,    ..  ,, 

Wir  wollen  uns  nun  Strahlen  denken,  welche,  ans  einem  in 
Bezug  auf  A  als  Anfang  der  Coordinaten  dnreb  die  Coördiuateu 
//.  ?  bestimmten  Punkte  [pq)  ausgehend,  nach  der  Brechung  in 
dem  die  Axe  in  dem  Punkte  7  schneidenden  Kreisbogen,  dessen 
Halbmesser  H  sein  mag,  sich  in  dem  in  Bezug  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  durch  die  Coordinaten  p  .  $r'  bestimmten  Punkte  (//y ) 
mit  einander  vereinigen,  und,  nachdem  sie  eine  awehe  Brechung 
in  dem  die  Axe  in  I  seh  neidenden  Kreisbogen,  desaen  Holbmea- 
ser  Ii  x  sein  mag.  erlitten  haben,  in  dem  in  Bezug  auf  Ax  als  An- 
fang der  Coordinaten  durch  die  Coordinaten  pXi  qx  bestimmten 
Punkte  (v'.'/i )  wieder  mit  einander  zusammenkommen.  Links  von 
dem  die  Axe  in  A  und  rechts  von  dem  die  Axe  in  //,  schneidenden 
Kreisbogen,  wobei  wir  uns  auf  Taf.  II.  Fig. 8.  beziehen,  soll  ein  und 
dasselbe  brechende  Medium,  zwischen  den  beiden  Kreisbogen  soll 
ein  anderes  brechendes  Medium  liegen,  und  dos  Brecbnngwverhält- 
niss  für  das  erste  und  zweite  brechende  Medium  soll  n  :  1  sein. 
Die  Coordinaten  des  Punktes,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das 
Coordinatensystetn  mit  dem  Anfangspunkte  A  vorher  durch  p\  <f 
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bezeichnet  worden  sind,  tollen  in  dein  Coordiuatensysteme  mit  dem 
Anfangspunkte  Ax  durch  p'ly  q\  bezeichnet  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  haben  wir  nach  32.  offenbar  die  beiden  fol- 
genden Gleichungen: 

zu  denen  nach  dam  vorigen  Paragraphen  noch  die  Gleichung 

p'±p\  —  D 

kommt,  in  welcher  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  genommen 
werden  raus«,  jenachdem  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Seiten 
der  beiden  Kreisbogen  einander  zugekehrt  sind.  Aus  diesen  drei 
Gleichungen,  die  auch  unter  der  Form 

i+g—o+jfcfc 

?±p\  —D 

dargestellt  werde»  können,  lassen  sich  die  beiden  Grössen  p'  and 
p\  eliminiren,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  p  und  pt  ent- 
wickeln, welche  Entwicklung  wir  jetzt  ausführen  wollen. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt 


also 


*  =  ±a+£>-i,£  =  ±a+Ä)r-,; 

■ 


und  folglich,  wenn  man  diese  Ausdrucke  von  pf  und  p',  in  die 
dritte  Gleichung  einführt, 

¥d  +  7)-l     ;3o  +  J)_i 

oder  auch 

oder  auch,  wie  man  leicht  findet, 

Kl         1    -J-  1  /  1  W  1    _i_  1  \  Dt  1         «— *1   /  1  »  — l< 


oder 


58.  iil-t.-^*^*^---^,^---^). 

Bestimmen  wir  milteist  der  Gleichung  55.  die  Grösse  px  durch  p 
und  die  Grösse  p  durch  /», ;  so  erhalten  wir  nach  leichter  Rech- 
nung 
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ÄI=fc|l.-.l(H-£i)|Z> 


(n-DÄ,±|l_l<l  4-^)1  \{n-\)D-t-nR\ 

Wird  duo  der  Werth,  welchen  pt  für  p  =  oc  erhält,  durch  /„ 
der  Werth,  welchen  p  für  erhält,  durch  /  beseichnet;  so 

ist  nach  59. 


"(„-.|)Ä  +  (l_l)  [(«--DZ^iiä.I 

Ä,=4=(l-i-)Z> 

 j_*   Ä; 

(»-l)ÄI=fc(l--^)  |(«-ltf>-f-»Ä{ 


Ä  +  (1-JL)0 
 _ — 


(n-1)  lÄiÄ.-f-d-^ 


1  ÄM 


61.  . 

'/=  "  1  1  


oder 


Ä  +  (l-JL)ß 

U=  * — ; — 


■  • 


Also  ist 


•der 


«3.  /,=F/=  :  i  
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(1-11)4*?*,) 

04.  /zp/,=-  *  


(«-D  !*.**, -Mi-l)0| 


Nach  62.  ist 

Äl±(l-l)Z> 
*-/=/' =F  "  j  *, 

71 


und  folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

Z  =  (n-l)p  \RdzItt+(l -!)/>}  =pA  |Ä,±(1-.1)ÄJ 
setzt« 

/'-/=  — 


(«-D  |/t±Ä1+(i— i)/>|' 


Ferner  ist  nach  59.  und  62. 

 *-f-jl-l(l-hy).Z> 

;'i  — / 1  —  — -    -     r     »  • — - — -*i 


A-f-(l-l)0 


und  folglich,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet, 

 — 


(«t-D  |Ä±Ä,-t-(i-i)ß|z" 


Also  ist  offenbar 

65.   (/'-/)</>,  -/,)  =  ±  ^1  j  

oder 

«6.    (/»-/)  </>.  -/,)  =  ±  |  55-   P 

!)[***, +  (l-l)0|j 

und  das  Product  (/»  —  f)  (/>,  — /,)  ist  daher  jederzeit  eine  con- 
stuntc  Grösse. 

Für  Z*  =  0,  d.  h.  wenn  man  die  Dicke  der  Linse  als  ver- 
schwindend betrachtet,  ist 

«7.  (,_/)frl_/j  =  ±{_^ss_|'. 

Theit  II.  1 1 
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§  8. 

Nach  36.  ist,  wenn  wir  die  iu  f.  0.  eingeführten  Bezeichnun- 
gen auch  hier  beibehalten, 

7  —  Ä-(n-l)^  *  1      A,  —  («  —  1)?,' 
also,  weil  offenbar  <f-=,(fx  ist, 


Hg  


und  folglich 


oder 

s_  _ 


l-(«-l>£-(*-» 


'l    1 -<«-»>£-(*- 1)*^1' 

Nach  62.  ist  aber 


'Ä±ÄlH-(l--i)fl' 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


A  =  -  1 


Ä±Ä,-t-(l--J-)0 


setzen, 

1-(«_1)^  =  A7*,  l-(«-l)£-  =  =fcA7l„ 
und  folglich  nach  den  Vorhergebenden 


T  =  -  T=T 


Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  Form 
oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  anf  die  Form 
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\uo  ist  aber  auch  ft>. 

o»-/)0».-/.>=±f£Hjs:, 

und  folglich 

*'=zb  (»-!)'  iP~%%\~/l\ 
welches,  in  die  vorhergehende  Gleichung  eingeführt,  die  Gleichung 

giebt.    Entwickelt  man  nun  die  Quadrate  der  Binoinialgrössen,  und' 
hebt  die  gleichen  Glieder  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens 
auf;  so  erhält  man  die  Gleichung 

*fH*-/.)(lTF?=F  P-^f) 


und  folglich 


7i»  *»,-/, 


welches  ebenfalls  eine  sehr  merkwürdige  Gleichung  ist. 

%  1 

¥ 

§.  9. 

Nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen  ist 

'-<—■>& 

«MM  "  • 


und  nach  59.  ist,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

1    (m  .   .  ^?  

P      (*— l)Ä-f-|l — ~i^-h^)\  J(«— l)Äs=*Ä||" 

71-  £==F"  ^  • 

oder  auch 

11- 
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■  A±Ä1  +  |l-l(l+^)tZ> 

Ti.  f-  =  \^(»-x)r  iöff  , 

o.ler  auch 

73.    *=!-(—  Dp  RR°        P  . 

oder  auch 

III. 

Brechung  in  einem  Systeme  von  Linsengläsern. 


i  < 


§.  10. 

Wir  müssen  bei  dieser  Untersuchung  von  einigen  allgemeinen 
Betrachtungen  über  die  Kettenbrüche  ausgehen,  von  denen  wir 
nachher  wichtige  Anwendungen  machen  werden.  Diese  Betrach- 
tungen betreffen  die  beiden  folgenden  Kcttenbrüche: 


75. 


fi  1 


und 


76.   £L  =  ±  1 

*  -h—  1 


von  denen  der  zweite  gewissermnssen  dus  Umgekehrte  des  er- 
sten ist. 

Zuerst  ist  nun  offenbar 


tt-  =  —  und  j~  =  ~,  ! — ; 


und 


I  -f"  <*ol"i  -+- 

/l  =  /o"h/t(g>H"^)  _  /■  +  C/o  -t-/>3K  =  /, 
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■ 

■ 

i 

A_  —  /'-*-/>(*'"H^)  ■  A 


4 

4 

u.  s.  w. 


Wie  inau  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  also 

A  ==  I  ?  fo    °9  • 

/,=«,,  /•,=! 
/,==/.+/>,,  A=/'.  +/>.? 
/,=/,-*-/,*„  /',=/',+/>.* 

/«==/, -t-/»««»  f.—f* -KA«*; 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Eine  ähnlirhe  Betrachtung  wollen  wir  ferner  auch  über  den 
zweiten  der  beiden  obigeu  Kettenbrücke  anstelleo.    Es  ist  oflfenbar 


=  -  uud 


Also  ist,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

— 

g3    g|  **"fl0  i  +  a,,«!  __  yo-h^igi 

Folglich  ist  auf  ähnliche  Art 

 •.-*-<■-»-«>*»>«.  _ 

—  j  +o0ay  )a04-(l-#-a0a,)aa|«, 

und  hieraus  ergiebt  sich  ferner 

«,  ■+■    -t- 1 1         +  I«» 


a0                    »o  »o 
 1  -t-  <»o«i  -4-  )g»-f-(l  -+-  a0g,)gi1g,  

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kaon,  ist  klar,  und  auch 
das  allgemeine  Gesetz  erhellet  schon.    Ks  ist  nämlich 
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ff*  i  I  «o*/ 

__  ff,  +  ffta, 
ff*3  «,8+y,i«i' 

f'i  H-ffV*»' 

ff*        ff  i  ~fr*  &*a*  , 

*\  ~~  tf.  f.«.* 

U.  8.  W. 

Dieses  Gesetz  kann  leiclit  auf  folgende  Art  allgemein  bewie- 
seu  werden.   Weil  überhaupt 


^-  =  ±  1 
gk      *i  H- 


2  i 


und 


£_*±L  =  _L_  i 


-L  , 


ist,  so  wird  offenbar 


^   UUH  —r~ 

ff  ff  * 


| 

erhalten,  wenn  mau  in  dem  lefztcrn  Bruche  «f,  -f-  — -  für  ac  setat, 

und  alle  übrigen  Indices  von  a  um  eine  Einheit  erhöbet.  Also 
wird  offenbar  gi+i  aus  gt  und  au«  ^  erhalten,  wenn  mau 

«r,+^-  für  ar0  setzt,  alle  übrigen  Indices  von  a  um  eine  Einheit 


erhöhet,  und  die  dadurch  sich  ergebenden  Grössen  dann  mit  an 
multiplicirtl   Sei  nun 


ff*   y*-»-»-ff*— Wfc-t 


1 


Um  -1—  zu  erhalten,  muss  man  «,  -f-—  für  »a  setzen,  alle 

übrigen  Indices  von  «  um  eine  Einheit  erhöben,  und  im  Zahler 
und  Nenner  mit  a„  multipliciren ,  wodurch  jede  des  Grössen  gk—2, 
gi—i  und  g'i—i,  g'i—t  mit  aa  multiplicirt  wird.  Bei  der  Anwen- 
dung dieses  Verfahrens  gehen  also  die  Grössen  ak— 1,  «1  respective 
in  aiy  at+i,  und  nach  dem  Obigen  gehen  offenbar  gl— 7,  gk—i  re- 
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spective  in  gi-u  gh  wie  g'k-^tt  g'k—x  respective  in  gk- i, 
über.    Also  ist  offenbur 


und  das  bemerkte  Gesetz  ist  nach  einer  bekannten  Schlussweise 
folglich  allgemein. 
Es  ist  also 

#.=«0»  =  H-"o«,; 

g*=go  ^,=^0+^1«»; 
flTs  =eTi -fr"eTi*s»    tf*»  =  #'1  +  #'»«1  ? 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Vergleicht  man  diese  Zähler  und  Nenner  mit  den  oben  gefun- 
denen Zählern  und  Nennern  der  Partialbrüche  des  ersten  Ketten- 
bruchs, so  ergeben  sich  die -folgenden  Gleichungen : 

eTo  =  1, 
#.=/'•. 

=rl-r-a0«,  =f>, 
g,  =gi  =fo  +/>,  =/%> 

g.  =  gt  +  gt«*  ==A  +/>.  =f, , 
g*=gt-*-g*°.  ==A  -+-f*a*  =f*, 

U.  8.  W. 


Ä^o  — — ,/*'oi 

g^i  =  1  -r-«0«i  =/'i, 

g1,  —g1.  +       =A  -*-/>.  =A. 

eT\  =      -r-*>4  =A  +/>«  =/'«, 

Hiernach  bat  man  also  auch  die  folgenden  Cletehuagea: 

eT'o  =/"o 
/^i  — /\  —  eTn 
g*i  ~f*  =  g*> 
g*,  =A=eT4, 
gf  4  =/\  =  #»1 
^  1  — =*=  # « > 

U.  8.  W. 
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üeberhaupt  wollen  wir  jetzt 
ao  "+*  —  .    *  i 


H  1 

ai  H  

setzen. 

Also  ist  zuerst 

1 


,o=_L       i  =  _£i_ 


Nach  dem  Vorhergehenden  ist 


£l  —  1    1°   _L 


und  folglich 
Ferner  ist 

l        .  I 

d.  i. 


Nach  dem  Obigen  ist 


IL 


und  folglich,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 

_  _A_  .  i  

Fi     fi      (l-f-aofl.)  {*.-*-(!-♦- 

Daher  ist 

Mau  sieht  also,  dass  die  Producte 
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(f. + 

respectivc  von        y0  und  ;>,,       ganz  unabhängig  sind. 

Um  die  Allgemeinheit  dieses  Gesetzes  zu  prüfen,,  wollen  wir 

jetzt 

u.  s.  w. 

1  I  t 

setzen,  und  wollen  annehmen,  das»  die  Grössen 

^o»  <£|>  ^i»  •  •  •  Lfe—y 

respective  von 

Poi  ?oi  Pii  7i  \      7»»  p>*  y»;  •  •  •  f»*-i» 

ganz  unabhängig  sind. 
Weil  nun 

/"-,=5T-+-—  i 
<».+—• 


uud 


=  — _i_  J-  i 


•»"*-..         I  . 

ist,  so  ist  wegen  der  Gleichung 

(9*-*  + fE)  =  ^, 

wo  Z/*_i  von  und  qu—\  ganz  unabhängig  ist,  deren  Richtig- 
keit vorausgesetzt  worden  ist,  offenbar 

(Pi_^)(BJ+i  +  ^)=^_, 

Weil  aber 
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ist,  so  ist 


-4"  ZT —  =  ai 


«Jt— 2  "+- 


und  folglich,  weil 

'  H  

■st, 

Also  ist  nach  dem  Obigen 
d.  i. 


Nun  ist  aber  nach  deu  aus  dem  Obigen  bekannten 

^      /■*-!        fk-l+ftyk  fk-\ 


_  {fk-\fk—ftfk-\)qk 

—     fk-\{fk-x  +/**?*) ' 

~  fk   —  fk-l  +fkqk  fk 
fk-lfk-fkfk-l 

~~ fk{fk-i+fwr 

und  folglich  offenbar 


71 

Führt  mau  dies  in  die  oben  gefundene  Gleichung 
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 7^  = Lk~x 


ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

-f£t*  0"-ßi>  (f* = 


also 

woraus  mau  sieht,  dass 

i 

von  ^4  gan«  unabhängig,  und  nach  einer  bekannten.  Schlug*- 
weise  das  oben  bemerkte  Gesetz  also  ganz  allgemein  gültig,  d.  Ii. 
das  Product 


immer  von  />*  und  Qk  ganz  unabhängig  ist. 

Setzen  wir,  analog  mit  der  oben  eingeführten  Bezeichnung, 

so  erhalten  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  Relation: 


Hiernach  und  nach  dem  Obigen  ist 


#  Aga    r     _  ^*  «Cl  /'lä'a 

£ya  —  —  fr—r  1*1  —  — 


f*  i&  i       '  y*ot^a    f  itf  i     ■/*  aÄ^a 

1.  *  W. 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem 
Zweifel,  und  es  ist  also  allgemein 


**  - (" l?  '  TT. '  /v. '  r*\ ' '  *  r#* ' 


d.  i. 


7»      T         (—!)*->       g*gtgjg,  ...gt-lgk 
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Nack  dem  Obigen  Ut  aber 

u.  s.  w. 

uu«l  ^7i=/V.    Also  ist  nach  78. 

_  (-0*-i   gB     (-  IM-«  £o 
*  ~~  ~~fi    *  fk        ^  '«V 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  g0  =  1,  gft  =  gM  ist, 

Wir  haben  daber  die  folgenden  merkwürdigen  Gleichungen: 
fin    /       fk\  in    >  f ^  —  (-  D*"1  —  (~  1)*-'  _  (~  1)*-' 


81.   <-!)*-.  (^  +  ^)  =  (^=(^  =  (-L-)% 

von  denen  wir  nachher  eine  wichtige  Anwendung  auf  die  Brechung 
in  einem  Systeme  von  Linsengläsern  machen  werden. 

Die  erste  der  beiden  Gleichungen  59.  kann  auf  folgende  Art 
dargestellt  werden: 

(«-DÄ+ll-JLd     *)|  \(n-i)DdtnRt\ 
£*i   »  V  

n  p 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

I..  Ä..„ 


—  »  _  1  -4- 
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Z>  J  


also 

1       n-\  1 


7».  ~~  Ri  —  » 


*  /> 

oder 

R,  —  D  1 


1 


uud  in  dieser  Gleichung  ist  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu 
nehmen,  jenacndem  gleichnamige  oder  ungleichnamige  Seiten  der 
beiden  im  Obigen  betrachteteu  Kreisbogen  gegen  einander  gekehrt 
sind.  Aber  eben  dieses  doppelte  Zeichen,  welches  bei  der  Betrach- 
tung bloss  zweier  Kreisbogen  oder  eines  Linsenglases  uns  keine 
grosse  Unbequemlichkeit  verursachte,  vielmehr,  wie  es  uns  scheint, 
den  zwischen  den  sogenannten  doppelt* coneaven  und  doppelt- con- 
vexen  Gläsern  und  den  sogenannten  Menisken  Statt  findenden  Un- 
terschied recht  deutlich  herausstellte,  weshulb  auch  vorzüglich  bei 
einem  Linsenglase  die  vorhergebende  Betrachtungsweise  von  uns 
angewandt  worden  ist-  führt  bei  der  Betrachtung  eines  Systems 
von  Linsengläsern  grosse  Unbequemlichkeiten  herbei,  und  wir 
müssen  uns  daher  jetzt  von  diesem  doppelten  Zeichen  unabhängig 
zu  machen  suchen,  was  auf  folgende  Art  geschehen  kann. 

Im  Vorhergehenden  wurden  die  Halbmesser  R  und  /t,  immer 
als  positiv  betrachtet,  was  auch  auf  den  ersten  Anblick  allerdings 
das  Natürlichste  zu  sein  scheint;  die  sogenannte  Dicke  des  Glases 
D  wurde  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  der 
erste  Kreisbogen  dem  zweiten  seine  convexe  oder  seine  coneave 
Seite  zukehrt;  die  Grösse  p  ist  positiv  oder  negativ,  jenacndem  die 
ihr  entsprechende  Linie  auf  der  couvexen  oder  coneaven  Seite  des 
ersten  Kreisbogens  liegt,  und  eben  so  ist  die  Grösse  «,  positiv  oder 
negativ,  jenachdem  die  ihr  entsprechende  Linie  auf  der  convexen 
oder  coneaven  Seite  des  zweiten  Kreisbogens  liegt. 

Von  jetzt  an  wollen  wir  die  Dicke  des  Glases  immer  als  posi- 
tiv betrachten,  und  unter  dieser  Voraussetzung  durch  D  bezeich, 
nen;  die  Halbmesser  der  beiden  Gränzflächen  des  Glases  wollen 
wir  dagegen  als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  sie 
von  den  Durchschnittspunkten  der  entsprechenden  Gränzflächen  mit 
def  Axc  an  nach  der  innern  oder  äussern  Seite  des  Glases  hin 
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liegen,  und  wollen  dieselben  unter  dieser  Voraussetzung  durcb  H 
und  Ht  bezeichnen;  auf  äfiulicbe  Art  sollen  die  Abscissen  p  und 
pt  positiv  oder  negativ  sein,  jenachdem  die  ihnen  entsprechenden 
Linien  von  den  Durchschnittsnunkten  der  ersten  und  zweiten  Gränz 
fläehe  des  Glases  mit  der  Axe  au  oach  der  innern  oder  äussern 
Seite  des  Glases  hin  liegen.  Die  Symbole  g  und  qx  behalten  auch 
jetzt  $ranz  die  ihnen  oben  beigelegte  Hedeutung. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  mau  nun,  wenn  die  coneaven  Seiten 
der  beiden  Gränzflächen  einander  zugekehrt  sind,  in  der  Gleichung 
82.  statt  der  Symbole 

D,  R,  Ä„  p,  p, 

offenbar  respective 

-  0,  Ä,  Ä„  -p,  —p, 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  man  jetzt 
das  obere  Zeichen  nehmen  muss,  folgende  Gestalt  erhält: 

1 

~~v%  ~»^T  J_ 


Wenn  die  convexen  Seiten  der  beiden  Gränzflächen  einander 
zugekehrt  sind,  so  muss  man  in  der  Gleichung  82.  statt  der 
Symbole 

ZJ,  H,  71,,  p,  pt 

offenbar  respective 

D,  —  Hy  — /*,,  py  px 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  der  jetzt  wie- 
der das  obere  Zeichen  genommen  werden  muss,  die  folgende  Ger 
stalt  erhält: 

p  L_ 


Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  überzeugt  man  sich  aber  so- 
gleich,  dass  diese  Gleichung  immer  auf  die  Form 

1 

~7l     h  p' 

welche  von  der  Form,  auf  welche  wir  im  ersten  Falle  geführt  wur- 
den, nicht  verschieden  ist,  gebracht  werden  kann. 
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Wenn  die  coneave  Seite  der  ersten  Grenzfläche  der  convexen 
Seite  der  zweiten  Gräuzfläcbe  zugekehrt  ist ,  so  muss  mau  in  der 
Gleichung  82.  statt  der  Symbole 

offenbar  respective 

—   Dy     Ry     —   Ä,,  PX 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

R  ~*~  p" 

woraus  sich  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  wieder 

.  L_ 

ergiebt. 

Wenn  endlich'  die  convexe  Seite  der  ersten  GränzBiiche  der 
coneaven  Seite  der  zweiten  Gränzfläche  zugekehrt  ist,  so  muss 
man  in  der  Gleichung  82.  statt  der  Symbole 

Dt  R,  Ä„  p,  Pl 

offenbar  respective 

Dy     —  Ry     Rtt    Pj  —Pt, 

setzen,  wodurch  die  in  Rede  stehende  Gleichung,  in  welcher  jetzt 
das  untere  Zeichen  zu  nehmeu  ist,  die  folgende  Gestalt  erhält: 

1 

D  l 


-1  1 


~Ä  p> 

woraus  sich  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Betrachtung  wieder 

1 

~~P*  —  n—  1  1 

~ü     h«-l  1 

ergiebt. 

Daher  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger 
Allgemeinheit 
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in  welcbcr  Gleichung  aUo  nun  kein  doppeltes  Zeichen  mehr  vor- 
kommt, was  für  das  Folgende  der  Allgemeinheit  und  Einfachheit 
der  Darstellung  wegen  von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  aus  83.  die  folgende 
ebenfalls  ganz  allgemein  gültige  Gleichung: 

P~n—\  1 

"*"-/>  ,  [_ 

H  1  1 

wobei  man  sogleich  übersehen  wird,  dass  dieser  Kettenbruch  ge-  • 
wiBseraassen  durch  Umkcbrung  des  vorhergehenden  entsteht. 

fy.  12. 

Wenn  zwei  Kreisbogen  ihre  Axti  in  den  Punkten  A  und  At 
schneiden,  die  immer  als  positiv  betrachtete  Rotfernung  der  beiden 
Punkte  A  und  At  von  einander  durch  D  bezeichnet  wird,  und 
wir  die,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  A  und.  Ax  aus  nach  dem 
tnnern  Räume  zwischen  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kreisbogen 
oder  nach  dem  äussern  Räume  hin  liegen,  als  positiv  oder  als  ne- 
gativ betrachteten  Entfernungen  eines  Punktes  in  der  Axe  von  den 
beiden  Punkten  A  und  Ax  respective  durch  E  und  Ex  bezeichnen; 
so  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

t 

wovon  man  sich  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  auf  der 
Stelle  überzeugt. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  System  von  »'+1  Gläsern  denken, 
und  wollen  annehmen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Gränzflächen  aller 
dieser  Glaser  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  welche 
die  Axe  des  Systems  genannt  werden  kann.  Die  Halbmesser  der 
Gränzflächen  der  einzelnen  Gläser  seien  nach  der  Reihe 

71,  Ä,;  71™,  71,0);  TIC«,  71,(2);  .  .  ..  ß{i)y  R^i). 

-    so  dass 

7?,  71«),  7IW,  7tf3) , . . .  RH) 
die  Halbmesser  der  vordem  Gränzflächen,  dagegen 
72,.  71,0),  Ä,«,  71, <*),...  71, (') 
die  Halbmesser  der  hintern  Gränzflächen  sind,  wobei  man  nicht  zu 


Digitized  by  Google 


177 

übersehen  hat,  das«  diese  Halbmesser  nach  den  in  f.  11.  gegebe- 
nen Bestimmungen  positiv  oder  negativ  genommen  werden.  *  Die 
immer  als  positiv  betrachteten  Dicken  der  Gläser  nach  der  Reihe 
seien 

D%  ZW),  Z*W,  ZX«, . ..  ZXO 

und  die  Brechungsverhältnisse  für  die  Glasarten,  ans  denen  die 
Gläser  besteben,  seien 

»  :  1,  »(«  :  1,  »W  :  1,  mW  :  1,  ...     »(')  :  1. 

Die  Coordinaten  der  Vereinigungspunkte  der  Strahlen  seien  für 
die  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 

t 

pW,  fCD;^,«,  y,w 
pW,  tfM>i  p^K 
u.  s.  w. 
Jrffl,  ?W.  11,(0,  f.W. 

Die  sännntlicli  als  positiv  betrachteten  Entfernungen  der  Gläser 
von  einander,  welche  von  der  hintern  Fläche  eines  jeden  Glases 
bis  xu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden  Glases  genommen 
werden,  seien  nach  der  Reihe 

E,  EM,  EM,  EP\  . . .  Ei<-». 

Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nun  nach  83.  offenbar  die  folgenden 
Gleichungen : 

1 

H  M  —  1  1 


(D—\   1_ 

Ä,w  +  —  Di\)  l  


7fc(l)     ^  pH) 

-*w  =  5Bnrr  i_ 


„m   ^  »ffl  —  1  _1_ 
um        j*w  » 

u.  s.  w. 

Tbellll.  12 
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■ 

l 

-^<,)=  ^T—\  i 

—  DM  \ 
«(»    ~*~  »{,)  ~  1  I 

/<(»>         /#('»  ; 

und  nach  §.  12.  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

_  J,, «)_;,(»):=  £*2), 
_f ,(»— jlWsr  £(3), 
U.  8.  W. 

-;)1H)-^)  =  AV-l) 

oder 

j,U)  =  -E-p,, 
p(*)  =  —  15U>— 
/>(»>=  —  ,12), 
=—         —  ^,(3). 

u.  s.  w. 

/»W=  —  J3t'-i>—j>  ,(«-!>. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  obigen  Kettenbrücbe  lässt  sich 
offenbar  die  Grösse  — /'t^  ohne  alle  Schwierigkeit  ganz  allgemein 
mit  Hülfe  eines  Kettenbruchs,  dessen  Fortschreitungs^esetz  sehr 
leicht  zu  übersehen  ist,  durch  die  Grösse  p  ausdrücken.  Bs  ist 
nämlich  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit,  wie  sogleich  in  die 
Augen  füllen  wird, 
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ßezeichuet  nun  den  Werth,  welchen  erhält,  wenn  p  un« 

endlich  wird,  durch  y,('l,  so  ist  nach  85.  , 

t  n* 


I 

S 

s 

ii 


sjj. 

+" 

I 

tö  - 


+ 

U- 

+ 


-Ii!- 


 ■ 

I 


I 

T 


— 

Ii 


i 


l 

+ 
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Die  kettenbrüche  87.  uud  88.  bestehen  offenbar  aus3(M-l)+« 
=  4#-f-3  Gliedern.  Bezeichnen  wir  nun  den  gemeinschaftlichen 
Nenner  der  den  beiden  in  Rede  stehenden  Kettenbrüchen  gleichen 
gemeinen  Brüche,  welche  man  durch  successive  Berechnung  der  Par- 
tialwerthe  dieser  beiden  Kettenbrüche  nach  bekannten  Regeln  er- 
hält, durch  A',;  so  ist  nach  dem  in  f.  10.  bewiesenen,  in  der 
Gleichung  81.  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze  vou  den  Ketten- 
brüchen, wenn  man  denselben  auf  die  in  dem  vorigen  Paragraphen 
entwickelten  Kettenbrüche  insbesondere  und  zunächst  auf  den.  Ket- 
tenbruch 86.  anwendet,  offenbar 

(_1J*H  J-/,-(-/){  l^w+H/.wns^)», 

und  folglich,  wie  sogleich  erhellet, 

89.   (p-f)  = 

Hieraus  ergiebt  sich  also  der  sehr  merkwürdige  Satz,  dass,  was 
auch  p  und  ;»,(«)  sein  mögen,  das  Product 

b-/)0.w-/.w> 

immer  de»  eonstanten  Quadrate  (y:)*  gleicn  ist. 

i 

♦.15. 

Aus  der  in  §.  11.  angestellten  Betrachtung  erhellet,  dass  muu 
in  der  Gleichung  68.  statt  der  Symbole 

R>        P*  Pi 
eins  der  vier  folgenden  Systeme  setzen  niuss: 


—  * 

—  Pii 

Pn 

—  Pi- 

Thut  man  dies  aber,  so  ergiebt  sich  in  jedem  Fall«  die  Gleichung 

f  =  a 

welche  also  allgemein  gültig  ist. 

Daher  hat  man  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 

f  _  '-*-<"-'>* 
»•  i+(«-D^.' 
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ist 

U.  «.  W. 

Weil  nun  aber  offenbar 

U.  8.  W. 
y,(-l)=^(«) 

Ist;  so  erhält  man  aus  dem  Obigen  die  folgende  merkwürdige 
Gleichung: 


\Ä,<0 

Mittelst  der  in  $.  13.  entwickelten  Formeln  kann  man,  wenn  p  als 
gegeben  betrachtet  wird,  die  Grössen 

P„         ?,(,),  Pli*)y...jA>\ 

sa  mint  lieb  berechnen,  und  kann  also  mit  Hülfe  der  vorhergehenden 
Gleichung  auch  das  Verbäitniss  — bestimmen.    Dass  auch 

als  gegeben  angenommen  werden  könnte,  bedarf  kaum  noch  einer 
besonderu  Bemerkung. 

f.  16. 

Zu  dein  Systeme  von  »H-l  Gläsern,  welches  wir  vorher  be- 
trachtet haben,  wollen  wir  jetzt  noch  ein  (s-t-2)tes  Glas  hinzufü- 
gen, dessen  auf  ähnliche  Art  wie  im  Vorhergehenden  genommene 
Entfernung  von  dem  (f-f-l)sten  Glase  durch  J5W  bezeichnet  wer- 
den soll.  In  Bezug  auf  das  (t'-f-2)te  Glas,  wenn  man  dieses  Glas 
für  sich  allein  als  ein  System  von  Gläsern  betrachtet,  und  in  Be- 


Digitized  by  Google 


185 

zug  auf  das  ganze  System  derv«-f-2  Gläser,  sollen  respective  f, 
f4  und  9p,  gp.04-i)  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung  haben  wie  y,  Ol 
in  Bezug  auf  das  System  der  #  +  1  Gläser."  Von  dem  strahlenden 
Punkte  A,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche 
des  ersten  Glases  />,  q  sein  mögeu,  entstehe  nun  durch  das  System 
der  i-f-1  Gläser  ein  Bild  B,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die 
hintere  Fläche  des  (*-f-l)sten  Glases  />,01,  ?,01  sein  mögen,  und 
von  diesem  Bilde  B  entstehe  durch  das  («  +  2)te  Glas  ein  neues 
Bild  Cy  welches  zugleich  als  das  von  dem  Systeme  der  f  +  2  Glä- 
ser von  dem  Punkte  A  gemachte  Bild  zu  betrachten  ist.  Die  Coor- 
dinaten von  B  in  Bezug  auf  die  vordere  Fläche  des  (<  +  2)ten 
Glases  seien  /»C**-D ,  ql*++\  und  die  Coordinaten  von  C  in  Bezug 
auf  die  hintere  Fläche  des  (»-f-2)ten  Glases  seien  /',O-*-0,  y/*"*-4'» 
Dies  vorausgesetzt  ist  nun  nach  %.  14.,  wenn  f»*  und  f»,*  zwei 
coustiiote  Quadrate  bezeichnen, 

92.    (•-/)6»,M-/,«)  =  »1 

und 

93.    (pl**)  -  f )  —  f1)  =  /t*l*. 

Für  p  =  y>  wird  offenbar  *»,0*-D  unendlich,  und  daher,  wie  leicht 
erbellen  wird, 

-,,,01-f 

also 

folglich  nach  92. 

M.    -(9-/)  (Ä0  +  f+/.W)  =  M». 
Wenn  man     unendlich  werden  lässt,  so  wird  offenbar 

Pt«+a  = 

und,  wie  sogleich  erhellen  wird, 

—        — y,oi  =  EM, 

also 

;/  («■»  =  —  J5t«'>  —  fx  Ol ; 

folgtich  nach  93. 

95.  -(«0-T-f-T-/IW)(SpI(*4-i)-fl)==Ml.. 

Daher  hat  man  nach  92.  und  94.,  und  nach  93.  und  95.,  die 
beiden  folgeoden  Gleichungen: 

-0  0»,^»-f.)  =  -(y.«*«*-f1)  (*»H-f +/.«). 

Schreibt  man  diese  beiden  Gleichungen  als  Proportionen,  so 
erhält  man: 

p-f  :  - (7^1 -M-h/^O)  =  <*>_/:  ^W-Z.W, 

-f,  :  -(J?0  +  f-f./|(0)==9i(^i)_f1  :  ,***-f5 

und  aus  diesen  beiden  Proportionen  ergiebt  sich  nach  einem  be- 
kannten Satze  von  den  Proportionen: 
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p—f  x  (+/,«>)  =-p -.9  :  —  (A»-|-f-t-J»,«>)* 

Weil  nun  aber  offenbar 

—  PlW  —  p{i+\)  —  E<.'), 


Rü  +  p,  W  =  —  />(*-»>,  ElO  -f-  ^(Hri)  =  —  p l («•) 
ist,  so  werden  die  beiden  obigen  Proportionen 

p  -/  :  -  ( BIO  -h  f  H-/.  W)  =/>  -  9  :  -  f , 

^U+i)  -  f ,  :  -  (EiO  -+-  f  -h/.W)         (#«>  -  -/,  (fl; 

und  führen  nun  ferner  auf  der  Stelle  zu  der  Gleichung 

oa       (*>-/)  0»(*-»-f)     _  p-y 

Von  dieser  Gleicbung  läset  sieb  die  folgende  wiebtige  Anwen- 
dung machen. 

Nach  der  in  §.  8.  bewiesenen  Gleichung  70.  ist,  wenn  man 
sieb  jetzt  nur  immer  an  die  in  §.  11.  gegebenen  Bestimmungen 
hält,  wie  leicht  erbellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit  für  ein 
Glas 

o7    (9_\*  _  P 

97'    (f.}  —*.-/. 
Kommt  nun  noch  ein  zweites  Glas  hinzu,  so  ist  hiernach  für  dieses 
Glas  in  völliger  Allgemeinheit 

und  folglich  durch  Multiplicatinn,  weil  offenbar     =  fU)  ist, 

,  9  x-  (P-/)(P^~f) 

W»'  —<?.-/.)  o.^-f.v 

Nach  96.  ist  aber 

(p-/)  (P»)~f)    ...  P-9 

also 

d.  b.  es  ist,  wenn  man  jetzt  für  9,  9,0)  respective  /,  /,(U  setzt, 
für  zwei  Gläser 


Kommt  nun  noch  ein  drittes  Glas  hinzu,  so  ist  nach  97.  für 
dieses  dritte  Glas 

also  durch  Multiplicution,  weil  offenbar  7,0)  ss^  ist. 
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rJLw  _       (P  ~f)  (P™  ~  f ) 

—  0»»(»-/,0))  (p.W-f,)* 

Nack  96.  ist  aber 

(n-/)(M8>-0      _  P-<t 
(p,(D  -/.(i))  (n.ca)  -  f.)  —  PlW  - 

also 

d.  h.  es  ist,  wenn  man  fftr  y,®  respective  /, setzt,  für 
,  drei  Gläser 

Läsat  man  jetst  noch  ein  viertes  Glas  hinzutreten,  so  int  Dach 
97.  für  dieses  vierte  Glas     „  , 

also  durch  MultiplicaüoD,  weil  offenbar  ^,C»)  =  y(3)  ist, 
Nacb  96.  ist  aber 

(P-/)Q>W  — f)      _  P-7 
(»,(*> -/.<*>)  (/»,»> -f,)"~ 

also 

d.  h.  es  ist,  wenn  man  für  y,  9,<*>  respective  /,  /\(*>  setzt,  für 
vier  Gläser 

100    l  1  X*  ft-~L — 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  unterliegt 
nicht  dem  geringsten  Zweifel,  und  es  ist  daher  in  völliger  Allge- 
meinheit für  ein  System  von  i-f-l  Gläsern 

in  welcher  Gleichung  ebenfalls  ein  sehr  wichtiges  uud  merkwürdi- 
ges Theorem  der  Dioptrik  ausgesprochen  ist  *). 


*)  In  einer  spätem  Abhandlung  werden  wir  das  Obig«  theils  noch  etwas 
weiter  ausfuhren,  theils  verschiedene  Anwendungen  der  in  diesem  Auf- 
„  satze  bewiesenen,  grösstenteils  von  Möbius  gefundenen^  von  Gauss, 
Bcssel  und  Clausen  erweiterten  Sätze  nsittlieilen.  Din  obige  Dar- 
stellung derselben  dürfen  wir  wohl  als  eine  uns  eigenthümlichc  in  An- 
spruch nehmen. 
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XVI. 

Sur  une  rfcgle  particulifere  pour  trouver  l'£qua- 
tioo  d'une  ligne  ou  d'un  plan,  tangent  une 
courbe  ou  une  surface  du  second  degrö 

et 

Note  relative  ä  la  construction  de  la  chainette. 

■  ■ 

Par 

Mr.  G.  J.  Verdam 

l)oct<*ur  es  sciences  n  Professeur  de  Mathematiques  ä  l'Universite  de  Leide. 


Sur  uoe  regle  particuliere  pour  trouver  l'£quati oo  d'une 
ligne  ou  d^un  plan,  tangent  une  courbe  ou  une  surface 
du  second  degre*  eo  un  point  donnl. 


Quand  f=  <p(&,  y)  =  0  represente  Pequation  d'une  courbe 
plane,  Pequation  d'une  droite,  toucbante  cette  courbe  en  un  point, 
dont  les  coordoonees  orthogonales  soot  et  y\  sera,  d'apres  la 
thlorie  generale  du  contact  des  lignes,  doonle  par 

ou  plutöt  par 

(y.  -  y)  (f)  -f-       -  *)  (£)  =  0.  (2) 

Dans  ces  equatlons  &t  et  y,  designent  les  coordoonees  coyrantes 
de  la  tangente,  et  les  coeföcients  differentiels  se  rapportent  au  point 
de  contact;  c'est  a  dire,  qu'apres  les  avoir  de'termine'  par  Pequation 
de  la  courbe  donnee,  on  doit  substituer  oux  coordonnees  genitales 
.r,  y,  celles  a:'  et  y*  du  point  de  contact  donnl. 

De  meine,  pour  trouver  Pequation  d'un  plan,  touchant  une  sur- 
face donnee  eh  un  point  donne*  de  cette  surface,  representle  par 
la  fontion  generale  F  =  <jp(ar,  y,  *)  =  0,  od  auro  Pequation 

=  ^.-^4-^,-1/),  (3) 

ou  plutdt 
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* 

«?ti  ifi>  *i  &*»t  les  coordounees  couraotes  du  plan  tangent,  et 

.ar1,  y*,  %'  les  coordounees  particulieres  du  point  de  contact,  et  cea 

dertneres  sont  aussi  les  quantitls  que  l'ou  doit  mettre,  apres  la 

diffrreutiation,  a  la  place  de  x,  y,  %  dans  les  coefficieots  diffe-  , 

.  ,    dx  dF 
rentiels  etc. 

Ces  equations  sont  glnerales.  Quand  on  les  applique  aux  cour- 
bes  et  aux  surfaces  du  second  degr£,  oo  trouvera,  dans  cbaque 
cas  particulier,  l'equation  de  la  tangente  ou  du  plao  tangent  pour 
un  point  dltermine*  de  cette  cottrbe  ou  de  cette  surface,  c'est  ä 
dire  pour  le  point,  dont  les  coordonnees  (toujours  reclan^ulai^e») 
ve*rifient  l'equation  doonöe  de  la  courbe  ou  de  la  surface. 

Cependant  on  peut  se  servir,  pour  les  courbes  et  les  surfaces 
du  second  degre*,  d  une  regle  glnlrale,  la^uelle  doone  tout  de  suite 
l'equation  demandle,  saus  que  la  differentiation  de  la  proposle  soit 
necessaire.    Voici  cette  regle,  extre*mement  simple.  , 

Soient  o,  ß,  y  les  coordonoees  du  point  de  contact 
donnl,  situl  sur  une  surface  du  second  degre*  donnle 
/,  =  $p(.r,  y,  %)  =  0.  Cliangez  partout  ac"1  cn  ax,  y*  en  ßyt 
x*  en  yx,  xy  en  \*y+\ßx%  x%  en  \ax+\yx,  V*  ^«H-iry; 
x  en  \x-\-\a,  y  en  \y+\ß,  x  en  \x-t-\y.  Developpez  l'e*- 
quation,  resultante  ,de  cette  Substitution,  et  joignez  y, 
si  cela  est  besoio,  l'lquation  de  condition  F\ay  ß,  y)  =  0, 
ä  la  quelle  doivent  satisfaire  les  coordonne*es  o,  ß  et  y. 
Vous  aurez  ainsi  l'equation  du  plan  tangent  de*mande*. 
Comme  la  ra£me  regle  s'applique  aux  fonctions  du  second  degre  a 
deux  variables,  ou  obtiendra  de  mdme  l'equation  d'une  ligne  droite, 
tangente  une  courbe  donnee  en  un  point  donnl. 

Quelques  exenples  Iclaircisseront  cet  Inoncl. 
1.   Soit  Peouation  d'uu  cercle 

.r*-r-y«  =  r'. 

Les  coordonoees  d'un  point  determine*  de  la  circonference  6tant 
xf=za  et  y'  =  ß,  on  aura  d'abord  la  condition 

a*  +  ß'=r\ 

pu.8  £  =  «*>+£-r>)  =  ^  |  =  2y.  ^  k  d.rc  re|atiyc 

ment  au  point  a,  ß  donnl,  ~  =  2a,   ^£  =  2/?.    Ainsi  l'equation 

(2)  deviendra,  apres  avoir  divise"  par  2,  et  en  designant,  pour  plus 
de  simplicite'  par  x  et  y,  sans  accents,  les  coordonnees  couraotes 
de  la  droite  tangente 

(y — ß)ß  •+•  (*  —  a)<*  =  °> 

ou  bien 

ax-\-ßy  =  a*  +ß\ 

et  ayant  egard  a  l'equation  de  condition,  ou  a  finalement  pour  l'e- 
quation  de  la  tangente 

~ux-\-ßy  =  r2. 

Maintenaut,  en  suivant  la  regle  enoncee,  011  doit  remplacer  x*  par 
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aac  et  ya  par  0y,  et  l'on  aura,  sans  aucun  calcol  preliminaire,  1'eV 
quatiou  de  la  tangente 

a;v  +  ßy  =  r*. 


2.    Soit  l'equation  plus  generale  d'an  cercle 

Cr  —  a)*  -f-  (y  —  6)*  =  r*. 

Lea  equationa  (1)  oti  (2)  conduiront,  ponr  le  point  de  contact 
2r'  =  a  et  y  =  /J,  ä  l'equation  de  la  tangente 

(0-*)  (y-/?)-4-(a~a)  (*-a)  =  0; 

oo,  ce  qui  revient  an  m£me, 

a      a  —  a. 

y—ß=y—b  (*—<*)■ 

Pour  appliquer  la  regle  enoucle  plus  baut,  il  faut  dlvelopper  pr£- 
alablemeat  l'equatiou  donnee,  pnisque  lea  substitutions  dans  lea  ter- 
uies  du  second  degre*  different  de  Celles  dana  lea  terrae»  du  preuiier 
ordre.    Aiusi  la  proposee  doit  Ätre  ecrite  aiusi 

m 

js%  —  2aa?  -!-«*  +  y%  =zr*. 

Remplacant  a?*,  y*  par  cur,  /Jy;  puia  x  et  y  dans  lea  termea  — %aa: 
et  — 2oy  par  \x  -+-  \a  et  ^y-h^f,  on  trouve 

cur  —  2o^r     Ja)  -f-  «*  -+* ßy  —  2^(^y  -f- ■$/?)         =  r», 

ou 

(<z  —  a),r -h    —  £)y  —  aa-\-a*  —  ßb-\-b*  =  rV 

Cette  equation  pourra  etxe  considlree  comme  l'equation  cherchee 
de  la  tangente.  Mais  pour  la  reodre  identique  avec  l'equation  or- 
dinale, il  faut  eo  ei  i  miner  r*  au  moyen  de  l'equation  de  condition 

{a  —  ay  +  (/*  —  £)'—»•». 

Or,  ecrivaut  celle  ci  sous  la  forme 

«»— «o-f-/9»  —  ßb  —  aa  +  a*—  ßb  +  frs^r*. 

et  la  retranchant  de  la  precldente,  on  obtient 

{a-*)a:-a*+aa  +  (ß-b)y-ß*+ßb 

=:(a-a)x-a(a-a)  +  (ß-b)y-ßiß-b) 

=  («-«)  {*-a)  +  {ß-b)  (y-ß)  =  0 

comme  on  l'a  trouve*  plus  haut. 


3.    Les  equations  de  l'ellipse,  de  I'hyperbole  et  de  la  parabole 
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etant  traitees  suivant  la  mime  regle,  donneront  de  suite  les  equations 
des  tangentes  an  point  .a/  =  a,  y/=/?l 

b%aac  -fr-  a*ßy  =  0*6*, 

b*ax  —  a*ßy=  a*6*, 

ßy  =  ip*  +  fra,  ou  Zßyz^px+pa, 

?ae  Ton  obtient,  par  un  calenl  moios  direkt,  suivant  les  equations 

L  equation  de  Ihyperbole,  rapportfo  aux  asymptotes,  <?tant 

on  aura,  pour  l'equation  de  la  tangente  au  poiot  a/=zat  y'  =  /9. 

Ci^H-i«)  {\y  +  iß)=c*< 

(ar-fr-a)  (y-fr-/?)  =  4c», 
^ry  -rr-  aß  -fr-  /fcr  -fr-  ay=  4c' ; 
mais  ^ry= r1  et  aßz=ze%t  donc 

/fcr-fr-ay  =  2ca; 

comme  par  l'equation  (1)  ou  (21.  Changeant  cependant,  conme  la 
regle  l'indique,  xy  en  ^ay-fr-  j£r,  od  a  de  suite  l'equation  trouvee. 


4.  Posant  encore  l'equation  generale  des  lignes  du  second 
ordre 

x%  -fr-  flury-fr-  by*  -fr-  er  -fr-  dy  -fr-  *  =  0, 
celle  de  la  droite,  tangente  au  point  a/  =  a,  y'=ß,  sera 
<wr  -fr-  «(^ay  -fr-  tf*)  -fr-  Ä/?y  -fr-  cQ^r  -fr-  ^a)  -fr-  «*(*/?  -fr-  *y)  -fr-  *  =  0, 
ou 

(2a  -fr-  «0  -fr-  c)x  -fr-  (24/?  -f-  aa  -fr-  rf)y  +  ac  -fr-  ßd+  2<?  =  0. 

C'est  l'equation  connue  de  la  tangente  des  courbes  du  second  de- 
gre\    En  retranchaut  l'equation  de  condition 

2a»  -fr-  2aaß  -fr-  Uß*  -fr-  2ac  -fr-  2/W-fr-  2<?  =  0, 

on  obtient  facilement 

(2a -fr-"/? -fr- e)  (^_a)H-(W/9-fr-«a-fr-rf)  (y— #  =  0, 

a  la  quelle  on  parvient  au  moyen  des  equations  (1)  ou  (2). 


5.    Les  equations  des  surfaces  du  second  degrl  etant 
h%c*x*  -fr-  «»c'y*  -fr-  a*6%x*  =  «*£*c8, 
6*c*a:9  -fr-  «*c*ya  —  =  a*ö*c2, 

fre***  -  aacaya  —  «a£3*a  =  aa4aca, 
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/>**  —  ;>'y*=F?>;>'x  =  0, 

celle«  des  plana,  tangent*  ces  surfaces  au  point  .v'  =  u,  y'  —  ft. 
%'  ■=  y,  seront 

t^V^r  -+-  ßa*c*y-\~  ya*b*%  —  ==  0, 

ab*c*a;  —  ßa*c*y  —  ya*b*z  —  a7b*c*  =  0, 

2w*  ■+-  Vftr  -  -  /7>'«  =  o. 
2/>r*  —  ty'/fy  zppp'x^pp'u  =  0; 

les  quelles  ne  diflereot  de  Celles,  dooneea  par  l'equaliou  (3)  oa  (4), 
qaand  on  elimine  les  termes  constants  au  moyen  des  equations  de 
condition. 

L'equation  generale  des  surfaces  du  second  degre* 
ax*  ■+■  a'y1  -fr-  aTx*  ■+-  2/v.ry  -h  Wxx  ■+-  W'yx 

-+-  lex  -+-  "le'y     2c"*  -f  r/=Ü 
Itant  traitec  de  la  meme  maniere,  donne 

ou,  en  dlveloppant,  ' 

(aa^bß^b'r^c)a>^(a'ß^ba^by^cJ)y^ia'y^bfa^bNß-^,)x 

+  ac-t-  ßc'+yc"  -fr-  ✓/=  0, 

comme  on  ta  donne  dans  les  traites  de  geome'trie  analytique,  et  en 
lliminant  </,  au  moyen  de  l'equation  de  condition,  on  l'obtient  sous 
l'autre  forste  uaitee,  donoee  par  l'equation  (3)  ou  (4). 


II  y  avoit  plusicurs  annles  que  je  m'etois  servi  de  la  regle  ex- 
posee,  avant  que  je  connoissois  l'ouvrage  de  Mr  l'uissant  „Re- 
„cueil  de  diverses  propositions  de  Glomltrie,  resohtea 
ou  dlmontrles  par  l'analyse  nlgebrique. 

Dans  le  chapitr*e  II.  de  la  seconde  section,  et  dans  le 
cbapitre  VI.  de  la  troisieme  section  de  cet  ouvrnge  (Edition 
de  1824)  on'  troute  exposee  une  Regle  de  Mnlmonique  pour 
retrouver  de  suitc  l'equation  d  une  tnngente  et  du  plan 
tangent.  Cette  regle  revieot  au  food  a  celle,  qoi  est  expliquec 
dans  cette  note,  la  quelle  neanmoins  pourroit  paroitre  plus  exp&ii- 
tive  et  plus  complette.  Quant  a  la  demonstratio,  on  peut  la  faire 
en  suivant  la  marclie,  wdiquee  par  Mr.  Puissant;  eile  derive 
aussi  de  l'application  des  equations  diffeVentielles  (1),  (2),  (3),  (4); 
eufin ,  pour  les  fonetions  homogenes  du  second  ordre,  on  pourroit 
se  servir  d'un  theoreme,  mentioone*  dans  le  calcul  diflerentiel  de 
M.  L'Abbe  Moigno,  13  Lecon,  art.  t>4. 
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ii. 

Note  relative  a  U  coustruc  tion  de  lu  cbainette. 

Jean  Beruoulli,  a  qui  nous  devnns  la  premiere  connoissance 
de  l'equntion  et  des  propri&es  principoles  de  la  cbainette,  donna 
aussi  la  constructioo  de  cette  courbe  traoscendante  ou  mccanique. 
Jacques  Bcrnouilli,  Leibnitz  et  Huigens  en  out  donnes  de 
meme.  Les  constructions  des  Bern  ouil Iis  et  de  Hu  igen s  sont 
moins  simples,  ni  recommandables  pour  Cexlcution.  Le  contraire 
est  vrai  a  Pegard  de  l'e*llgante  constructioo  de  Leibnitz,  qui 
s'est  servi,  comme  d'une  courbe  uuxiliaire,  de  la  logarithmi- 

yue,  ayaot  pour  module  le  parametre  de  la  eliainette;  cette 
ogarithmique  e*tant  construite,  la  demi  somme  de  deux  ordon- 
nees,  £quidistantes ,  de  part  et  d'autre,  de  l'ordonnee  module, 
donnera  deux  nrdonnees  de  la  cbainette,  Iquidistantes  de  l'or- 
donnle  parametre  de  cette  courbe.  Pour  faciliter  l'execution, 
od  a  proposl,  il  y  a  quelques  annles  '),  l'emploi  de  deux  logaritb- 
miques  oppos&s,  ayant  le  inGme  axe  d'abscisses  horizontal,  et  pas- 
sant  par  un  point,  dont  la  distance  a  cet  axe  est  Igale  au  para- 
metre donne*  ue  la  cbainette  a  construire,  c'est  a  dire  passant  par 
le  sommet  de  cette  cbainette,  ou  ayaot  la  meme  ordonnee  module; 
la  bissection  de  toutes  les  parties  des  ordonnee«,  comprises  entre 
ces  deux  logarithmiques,  dingees  en  seos  contraire,  donnera  autant 
de  points  de  la  cbainette. 

La  construetion  de  Leibuitz  est  tirde  imroediatement  de 
l^quation  exponentielle  de  la  cbainette.  II  existe  cocore  d'autres 
constructions,  dlduites  de  l'equation  (sous  forme  logaritbmique ) 
de  cette  courbe;  mais  rien  de  plus  simple  ni  de  plus  Elegant  que  la 
construetion  de  Leibnitz,  modifiee  comme  il  vient  d'dtre  expliqul. 

Cependaot  quand  il  fallait  construire  la  courbe  sur  une  grande 
Ichelle,  la  construetion  pre'nloble  des  logarithmiques  pourroit  deve- 
nir  embarrassante.  Toutes  les  ,chainettes  e'tant  des  courbes  seui- 
blables,  on  peut  se  servir,  dans  ce  cas,  d'une  cbainette  deja  con- 
struite  sur  une  Schelle  plus  petite.  On  trouve  aussi  dans  plusieurs 
Trait^s  de  Mecanique  pratique  des  tables,  donnant,  pour  un  para- 
metre, egal  a  1  ou  a  10,  les  valeurs  nnmeriques  des  ordonnees 
d'une  cbainette.,  pour  des  abscisses,  croissantes  en  pro^ression 
arithm&ique.  Au  moyen  d'une  teile  table  on  construit  facilement, 
par  ordonnees,  toute  cbainette,  dont  on  connoit  le  parametre,  ou 
de  la  quelle  sont  donnea  le  sommet  et  les  pieds,  soit  le  sommet  et 
les  deux  points  de  suspensioo,  qui  se  trouvent  sur  une  m^me  hori- 
zontale; uuisque  du  rapport  entre  la  distance  de  ces  points  et  la 
hauteur  de  la  courbe,  on  deduit  le  rapport  des  parametres  de  la 
cbainette  a  construire  et  de  Celle,  pour  la  quelle  la  table  a  e'te* 
calculee;  donc  lu  niultiplication  des  nombres  de  la  table  par  ce 
rapport,  donnera  les  valeurs  numeriques  des  coordonnees  de  la 
cbainette  dcinnndee. 


*)  Originairement  dans  le  Journal  de  Mr.  Cretle,  mais  on  retrouve  l'indi- 
catioo  de  cette  construetion  dans  le  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie,  von  L.  J.  Magnus,  S.  294, 
Aufgabe  102. 

Tbeil  II.  13 
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Si  Tun  veut  construire  une  chainette  pur  coordonnees 
faire  usage  d'une  table  calcule'e,  od  pourrait  encore  suivre  une 
autre  morclic,  pas  coonue,  k  ce  que  je  sache,  tracee  d'apres  une 
proprie'te  de*  equations  exponentielles,  qui  ont  la  meac  forme  que 
cellc  de  la  chainette,  et  doot  I'application  se  retrouve  dans  plusieurs 
tbeorics  utiles  (pur  exemple  dans  la  tbeorie  de  la  chaleur,  com  ine 
od  le  peut  voir,  entre  untres,  dans  le  Tratte*  de  Physique  de 
Mr.  Laim',  Tome  lM  art.  246  et  suiv,  edition  de  1840). 

Seit  la  fouction  cxponentielle 


y  =  aeP* 

daos  la  quelle  e  dcsigne  la  base  du  Systeme  de  logarithmcs  ne*pe- 
ricns;  <7,  <5,  p  des  coostantes,  si  Pon  donoe  a  la  variable  x  trois 
valcurs  quelconques,  mais  diffcrant  de  la  mdine  quantitl  4  = 
ar  =  A'  =  ar'H-2»),  que  Ton  fasse  la  Substitution  de  ces 

valeurs,  Ics  trois  valeurs  resultantes  de  la  fonctioo,  c'est  a  dire 
y,,  ya,  ylt  seront  telies,  que  le  rapport  de  la  somme  des  valeurs 
extremes  et  de  la  valeur  moyenne  sera  une  quantite*  constante,  in- 
dependnntc  des  coeflicients  a  et  £,  et  Pnn  aura  partout 

y.    ~  • 

D'apres  cette  proprie'te,  si  h  est  le  parametrc  d'une  chainette,  ayant 
ses  pieds  ou  ses  points  de  Suspension  dans  une  meine  horizontale 
AHy  et  si  Pon  prend  pour  ligoe  des  aliscisses  une  horizontale, 
tiree  a  une  distance  CO  =  /t  dessous  le  sommet  C  (voyez  Tab.  II. 
Pig.  4.),  Pequation  de  la  chainette,  rapporte*e  a  cette  ligne  et  a 
Porigine  0,  sera,  comme  Poo  sait, 

donc  si  Pon  prend  les  abscisses  a  des  distauces  Egales  i,  que  Pan 
meuc  les  ordoonees  corresponduntes,  on  aura,  pour  trois  ordonpees 
consccutivcs  yM  y„  yt,  le  rapport  constant 

y-i 

Cela  pose\  puisque  la  position  des  points  A,  B,  C  est  donnee,  on 
connoit  la  loogueur  des  perpendiculaires  ADz=z  IfE^^f,  VO — A, 
et  DO=z  OE=±AB  =  d.  Divisant  OD  et  OE  en  deux  parties 
egales,  et  menant  les  ordonnees  ab,  db\  la  distance  des  trois  or- 
donnees AD,  ab,  OC,  sera  egale  ä  celle  des  ordoonees  ab,  OC, 
a*b';  et  par  l'effalite  des  ordoonees  ab,  a'bf^  on  aura,  suivant  la 
proprie'te'  enoucee 

AD+OC  _  ab  +  a'h'   2ah 

ab      ~      OC     ~~  OC 

Nommant  la  fleche  CE,  ou  la  hauteur  de  la  chainette,  =r,  AD 
sera  =  CF-\r  OC=c  +  /t,  et  Pe'galite'  exprimee  deviendra 

2i-f-c   2a/, 

ab  h  * 

d'ou 


i 
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yi—«h  =  {VM^+c)  (1) 

üii  pourroit  construirc  facilement  ces  vuleurs  Egales  des  ordonnees 
movenneti  ab,  a'h\  niais  eu  suppnsuut  Ics  dimensions  de  la  courDe 
plus  grattdes,  que  cela  couvicot  pour  des  constructions  geom&ri- 


ques,  un  doit  faire  le  calcul  numerique  de  ces  valeurs.    Ce  calcul 

le  a< 

lea  yx=ab^=  a'b'. 


I'era  donc  couaoitre  la  luogueur  de  deux  ordounees  uioyeunes  Igu- 
y,  =  ab  a'b'. 

JLa  busection  de  Ou  et  Oa'  duunera  deux  autres  ordonnees 
moycnnes  y9  =  cv/ =  cV,  pour  les  quelles  on  uura 


c'ctit  a  dire 


aA  +  OV  2cd 
2*1. 


y7=zcd=  dd'  ==  \V%hiyx+k)  (2) 

Oo  peut  ä  präsent  contiuuer  cette  niardie,  en  divisaut  chaque  fois 
la  distance  entre  deux  ordonnees  trouvees,  en  deux  parties  Egales, 
et  menuat  la  ligne  de  I'ordonnee  moyenne,  que  l'on  calculera  en- 
suite;  mais  il  est  ä  remarquer,  que  le  calcul  des  ordonnees  suivan- 
lcs  ?><  y*  etc>  devieot  plus  facile,  que  celui  des  deux  premieres, 
a  cause  qu'on  ne  devra  plus  faire  a  cliaque  fois  l'extraction  de  ra- 
cines.  Car  soit  divisle  la  distance  au  ou  a?E  eu  deux  parties 
egales,  et  mene'e  la  perpendiculmre  ef  ou  e'f,  il  est  clair  que  les 
ordoonees  ef  et  cd  auront  la  meine  distance  que  les  ordonnees  OC  ' 
et  ab  ou  cd  et  c't£,  ou  ob  et  AD\  donc 

2cd        cd -Ire/ 

ÖC  ~~  ~äb~' 


ou 


ce  qui  donne 


On  recommence  a  präsent  la  n4me  marche,  en  partant  de  I'ordonnee 
OC  du  sommet;  on  divise  Oc,  Oc'  en  deux  parties  Egales,  et,  en 
menaot  les  ordonnees  moyennes  gh,  g'h',  on  en  calcule  les  lon- 
gueurs,  comroe  on  a  calcul^,  pour  la  premiere  fois,  la  longueur  des 
ordonnees  ab,  a'b',  et  pour  la  aeconde  fois  cd  et  dd1.  Ce  calcul 
necessitera  l'extraction  d'une  racine,  ou  le  service  d'une  table  de 
racines,  mais  pour  lea;  ordonnees  suivantes,  menees  entre  cd  et  ab, 
entre  ab  et  ef  etc.  etc.  cette  Operation  ue  devra  pas  £tre  faite ; 
seulement  au  commencement  du  calcul  de  cbaque  se>ie  d'ordonnees 
moyennes,  la  voleur  de  la  premiere  ordonnee  dependra  d'une  equa- 
tion  du  second  degre*  a  deux  termes.  II  est  eise*  de  voir,  que  le 
calcul  d'un  assez  grand  nombre  d'ordonoe'es  exigera  peu  de  temps, 
et  que,  sans  recourir  ä  une  table  calculee,  les  points  de  la  chai- 
nette  seront  obtenus  avec  un  degre*  d'exactitude,  que  les  construc- 
tions geome'triques  ne  sauroient  donner. 

t  ■  

13- 
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Le  ccrcle  osculateur  au  point  le  plus  bag  C  de  la  chaioetle  a 
pour  rayon  le  parametre  h  de  la  Chainette,  et  ce  cercle  oe  sparte 
pas  sensiblcment  de  la  chainette,  toutes  le  fois  que  la  flache  CF 
est  moindre  que  la  septieme  partie  de  la  largeur  AR. 

La  parabole  osculatrice  au  sommet  ou  au  point  le  plus  bas  C, 
a  pour  equatioo  y,  :=2Aar;  son  parametre  est  donc  le  double  du 
parametre  de  la  chainette;  eile  coi'ncide  sensiblement  avec  la  chai- 
nette  sur  uae  etendue  pour  la  quelle  la  fleche  CF  est  moindre  que 
la  sixieme  partie  de  la  largueur  AR.  C'est  encore  cette  meine  pa- 
rabole dans  la  quelle  la  cbainette  est  transforme>  pour  ainsi  dire, 
quand  les  forces  verticales,  qui  agissent  sur  les  points  de  la  courhe, 
ne  sont  plus  proportioonelles  aux  elemens  d»y  mais  aux  ellmens  dar 
des  nbscisses,  *  dlnotant  Parc  ou  la  longueur  de  la  courbe. 

II  existe  encore  une  parabole,  la  quelle,  touchant  d'abord  la 
cbaiuette  au  point  C>  puis  s'ecartant  iosensiblement  de  cette  courbe, 
la  coupe  ensuite  en  un  point,  par  le  quel  passe  cn  märne  temps 
Pordonnee,  traversante  le  foycr  de  cette  parabole.  Klle  a  un  para- 
metre =  1,862  .  Ay  c'est  ä  dire  moindre  que  celui  de  la  parabole 
osculatrice,  mais,  dans  Pexecution,  eile  s'accorderoit  sur  une  plus 
grande  £tendue  avec  la  chainette,  et  ces  deux  courbes  pourroient 
etre  ccnsees  coincider  en  tant  que  la  flecbe  CF  seroit  moindre  que 
la  quatrieme  partie  de  AR. 

Ces  rlsultats  sont  deduits  d'un  calcul  numerique.  Iis  fönt 
voir,  que  dans  Papplicotion  qu'on  pourroit  faire  de  la  throne  de  la 
cbainette  a  la  construction  des  ponts  suspendus,  ou  pourroit,  sans 
erreur  sensible,  prendre  In  parabole  pour  la  cbainette.  A  la  virile* 
la  courbure  des  cbaines  d'un  tel  pont  nc  peüt  £tre  celle  d'une 
chainette,  mais  ä  la  rigueur  non  plus  celle  d'une  parabole,  quoi- 
qu'elle  en  diflere  tres  peu.  * 


> 


XVII. 

Heber  die  Auflösung  der  Derschen  Aufgabe. 

Von 

Herrn  Thomas  Clausen 

zu  Altona. 


Die  Conclioide  mit  kreisförmiger  Basis,  obgleich  eine  Curve 
vom  sechsten  und  also  höhern  Grade  als  die  Conchoide  des  Nico- 
medcs,  die  nur  vom  vierten  Grade  ist:  lässt  sich  zur  Auflösung  des 
Deliscben  Problems  sehr  einfach  anwenden.    Da  sie  sich  eben  so 
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einfach  mechanisch  beschreiben  lässt,  so  schieu  es  wir  nicht  unin- 
teressant, die  geometrische  fonstruction  der  Auflösung  der  Aufgabe, 
oder  überhaupt  der  Cubikwurzel  aus  einer  beliebigen  ganzen  Zahl 
durch  dieselbe  zu  entwickeln. 

Der  Punkt  B  (Tab.  II.  Fig.  5.)  der  Linie  AD  bewegt  sieb  auf 
dem  Kreisumfange,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  während  die  Linie  be- 
ständig durch  A  geht,  und  der  Punkt  D  auf  derselben,  dessen  Ent- 
fernung von  B  coustant  ist,  beschreibt  die  Curve. 

Es  sei  Jc=a%  BC=t>.  BD  =  Ze,  DA  =  r, 

AE  {DE  ist  senkrecht  auf  AC)  =  x,  L  DAE=z<p. 

In  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  ist  • 

£'=«r'H-2«r(r  — 3<?)  cos  o>  +  (r  —  3*)', 

r,^6w  +  lfel  +  %rr  cos  (p  —  §ae  cos  y -4- «a  —  £*  =  0 

und  wenn  man  mit  r  multiplicirt  und  r  cos  <p  =  .f  setzt 

r*  —  0>r'  -f-  («»  —     -t-  9e*  H-  2«r^)r  —  äurevr  =  0 

Ks  sei  diese  Gleichung 

(r  —  te)1  =  , 

so  wird 
woraus 

e  —  1  —  2«  • 

Ks  sei  z.  B.  in  der  Delischeu  Aufgabe  «»==16;  so  wird  wenn 

man 

a  =  2,  4  =  3  setzt :  *  =  1 ,  .r  =  2. 
Nach  dienen  Verhältnissen  ist  die  Figur  gezeichnet ,  es  ist  nemlich 

*  3  _ 

AC=  2 .  AF.  BD  =  3 .  AD  -  AE  =  AE{/2. 


Will 

Aufzulösende  geometrische  Aufgabe. 

Mitgetheilt  von 
Herrn  Thomas  Clausni 

zu  Altona. 


Ks  ist  (Tab.  II.  Fig.  ti.)  ein  Kreis,  und  auf  seiner  Peri- 
pherie siud  vier  Punkte  A,  B}  f\  O  gegeben,  in  denen 
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er  von  ciuem  übrigens  unbekannten  Kegelschnitte  ge- 
scbnittpo  wird.  Man  soll  den  Winkel  finden,  unter  dem 
eine  der  Hauptachsen  des  Kegelschnitts  irgend  eine 
der  Linien,  welche  die  Puukte  ./,  ff.  €\  D  zu  zweien 
verbinden,  z.  B  die  Linie  Att^  schneidet. 


XIX. 

Zwei  allgemeine  Summations- Formeln  für  die 
dritte  Potenz  der  Glieder  der  Reihen,  deren 
rates  Glied  ==  +  [1  +(n  —  1)  .  2*]  ist. 

(Ein  Nachtrag  zu  Nr.  XLI.  in  Th.  I.  Heft  3.) 

v  on  dem 

Herrn  Doctor  Helle run^ 

zu 


F.    Die  Formeln  seihst  sind: 

1)  i-+(i  +  i.»*)«+(H-«.»*)»  +  (i-i-3.*^  +  .... 

=  n  .  ll-f  -  {»  —  1  )2*-«J  .  1 1  -f-  («  -  I)  .  2*  .  ( I  -f-  »  .  2*-«)f 

2)  1—  (l-f-1  .2^)»-r-(l+2.  2*)»  —  

(2/*  -  2)2-J»  -  [1  -h  (2*  -  1)  .  2^|* 

=  —  2m  .  I**  .  2»*-»-l  —  3  .  w  .  2**  .  (2*-i  -  1)  —  3  .  2^»  .  (2*  —  I )] 

.  Z.  B.  man  erhält: 

a)  wenn  .r  =  0  ist, 

aus  1):  l«H-2«  +  3»  +  +     =  *  .  .  (--^) 

aus  2):  1»  -  2'  -h  3»  —  i1  -T-  -|_  (2«  -  I)»  -  (2«)»  = 

-f.  3) 

/?)  wenn     =  1  ist, 

1):  1 1  +  V  -h  5'  -f-  -f-  (2«  —  1)'  =  n  .  (*)  .  (2  .  »'  -  I) 
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aus  2):  1»  — 3»  +  5»  —  7'  +  -+- (4ä  —  3)»  —  (4*  -  I)»  = 

—  2k».  (16.1.'— 3) 

y)  weuu  x  =  2  ist, 

aus  1):  P+5»+9«+  +(4^3)«=r*.(2i»--l).(8.»'-4*-3) 

aus  2):  p^5*  +  9'-  13'  +  +  (8 . «  -  7)'  —  (8 .  »  —  3)»  = 

-2*.  (2'       — 48.W-18) 

(f)  wenn  .r  =  3  ist, 

aus  1):  l»  +  0»  +  17'  +  +(8.s-1)» 

=  ».(4»- 3).  (32.  »»-24.»  — 7) 

aus  2):  p_-9»+17*— 25»+ . . . .  +(16 .  *-15)' -(16 *-7)»  = 

-  2«  .  (2>  •  .  »>  —  9  .  n  .  2«  —  84) 

etc.  etc. 

Der  Beweis  für  die  Formel  1)  int  iranz  derselbe,  den  wir 
früher  (in  A.  und  B.)  bei  ,r=0  und  ar=l  gebrauchten,  nerolicli; 

Hie  Summe  der  ersten  iV  oder  A',  Zahlen  von  der  Form 

H_„.2'+i  ist  =A  .  J1+(A  —  l).2'J  ..der=A*,  .  (1+(A,—  1) .  2*j. 

Setzt  inon  nber  A=n  .  f  1  -|-  (»  —  1) .  2*-i] 

und  A\  =  (*  —  1)  .  [I  +  (»  —  2)  .  2*-i] ; 

so  erhält  man : 

A\  [1+(A— 1)  .2*J  — A',  .  [l-f-(jV,  —  l).2'J  =  |I  +  (*  — l)^!1, 
und  A' —  A ,  =  I  +  («  —  1 ) .  2J 

d.  h.  also,  Erstlich: 

Die  Summe  der  1+0» — l).2r  auf  einander  folgenden  Zahlen 
von  der  Form  l+y^-1"-*-',  von  denen  die  griisstc  =1+(A' — l).2x+i, 
und  die  kleinste  =  1  +  A,  .2^+1,  ist  =  [l  +(»  —  I)  .  2*|«. 

Und  Zweitens  muss  nun  auch: 

S[\  +  («  -  1 ) .  2^1»  =  1 1  +  (1  +  1  .  2')«  +(1+2.2')«+.... 

+  (l  +  (*-l)2*p 

=  A'.  [1  +  (iV—  1)2') 
sein,  woraus  die  Formel  1)  unmrttelfnr  f'»fgtt 

Der  Beweis  für  die  Formel  2)  rst.  noo  eine  leichte  Folge- 
rung aus  dem  vorstehenden.  Nemüeli: 

Wenn  man  von. 2  .  £|i+(*-l)  .  2*+il»  die  ä(1+(ä— 1) . 2'|«, 
nachdem  man  hierin  2  .  »  statt  n  gesetzt  hat,  abzieht;  so  erhält 
man  die  Formel  2). 

O.   1)  Wir  fanden  (in  E.  1.)  AV-i  =  y  —  ytf;  z.  B. 

für  f  =  5  war 

Sn*  =| .  A*  .  (2A^-  l)  .  (8  .  Ä*  -6  .  A^+3); 

daher  ist  auch,  wenn  mun  2«  statt  u  setzt, 

+  1 )  —  yA  3  =  ^2*^"»  +  3(2*  —  tf*-*. 


< 

Digitized  by  Google 


200 

Man  hat  aber  stets: 

=  W-i .  ^(^-1  =  2^-1  .  cpX; 

daher  ist  auch: 

v(2*  _  ipv-i  =  9iVf  _  2^_,   yiV=  y,-a  (nacb  ^  2.); 

und  auch: 

s.  B.  1- -2-  -f-3«  14«  =-7'.  277003903. 

2)  Bs  ist 

(WH^W«»-^  ^  .  t  (2»-|)  (2k-2)  „,     ^  , 

^  =Ä(flri»)2*'-i-r-  .^(«»Jf-J-i-... 

-f-^-l.(«»)' 

Daher  muss  also  auch  stets  S[ab-\-6)W— 8{a »  —  &)'>*  =  a> IV  sein. 
Z.  B.  wenn  a  =  4  und  £=rl;  so  ist: 

Ä(4» -+-  1)»  —  S(4„  —  I)'z=16.  iV 

Ä(4n-f-l)4  —  S(A»  —  1)«=2«  .^.(2«  .iV-f-l) 

Ä(4*H-I)«-Ä(4*-l)-=2«  .iV.(2'°.iV»-3.2«  .  iV-f-3) 

==_3._f.5.  _7.  +  9._  

-(4*-l)*-f-(4i.-f.l)- 

«tc.  etc. 

■»•  l1".  diff.eB  c,«»«*"ngen  wird  man  auf  beiden  Seiten  noch  die 
Einheit  addiren. 

Dies  mag  genügen,  da  hier  dem  angeblichen  Kunde  von  Tur- 
ner seine  vonständige  Ausbildung  geworden  zu  sein  scheint. 


Historische  Bemerkungen  über  das  Princip  der 

Differentialrechnung. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


Die  Elemente  der  Differentialrechnung  wurden  vou  Leibnitz 
gefunden  und  bekannt  gemacht,  als  die  Exhaustionsmcthode,  wel- 
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eher  jene,  wie  sieb  historisch  nachweinen  lässt,  ihren  Ursprung  zu 
verdanken  hat,  sich  am  weitesten  von  ihrer  ursprünglichen  Strenge 
entfernt  hatte.  Auch  hatte  sie  schon  längst  ihr  gewohntes  Fehl, 
die  Geometrie,  verlassen,  indem  man  seit  den  Zeiten  Fermut's  und 
Koberval's  bei  Uuadratareu  die  geometrischen  Grössen  durch  allge- 
meine Zeichen  ausdrückte  und  so  Reiben  fand,  deren  Summen 
auf  irgend  eine  Weise,  ohne  an  das  Prjncip  der  Kxbaustioosmethode 
zu  denken,  bestimmt  wurden.  Solche  Reihen  waren  es  nun  auch, 
dnreh  deren  Betrachtung  Leibnitz,  wie  er  selbst  wiederholt  gesteht, 
ilie  Differentialrechnung  fand,  und  wahrscheinlich  liegt  hierin  der 
Grund,  dass  es  ihm  so  schwer  wurde,  die  Elemente  seiner  neuen 
Rechnung  auf  ihr  ursprüngliches  Princip  zurückzuführen  und  so  zu 
begründen,  als  man  ihm  späterhin  den- Vorwurf  machte,  dass  die 
Differentialrechnung  eines  sicheren  Fundamentes  enthehre.  Allein 
auch  hierzu  hatte  er  selbst  die  Veranlassung  gegeben,  denn  zu- 
erst spruch  er  sich  nirgends  deutlich  über  das  Wesen  der  Diffe- 
rentiale aus  und  sodann,  anstatt  ein  für  alle  Mal  an  einem  Bei- 
spiele zu  zeigen,  wie  am  genügendsten  das  Differential  mittelst  der 
Gränzmetbode  aufgefasst  werden  könne,  nahm  er  zu  quuntitutes  in- 
comparabiliter  parvae  seine  Zuflucht.  Diese  von  Leibnitz  hypothe- 
tisch angenommenen  *)  Grössen  sollten  nur  ein  Hülfsmittei  zum 
Beweise  der  Lehrsätze  seiner  neuen  Rechnung  sein;  mau  verstand 
ihn  aber  in  diesem  Punkte  falsch,  nahm  jene  für  wirkliche  Grössen 
und  stellte  sie  in  Vergleich  mit  den  anderen  bisher  gebrauchten, 
obgleich  sie  von  ihm  späterbin  wiederholt  für  Fictionen  erklärt 
wurden.  So  entstand  die  Lehre  vom  Unendlichen,  und  als  die  un- 
ausbleiblichen Zweifel  über  die  Deutlichkeit  und  Bestimmtkeit  die- 
ser Grössen  zur  Sprache  kamen,  fanden  Leibnitz's  Erinnerungen, 
dass  die  Differentialrechnung  am  sichersten  mittelst  der  Exhaustions- 
methode  begründet  werden  lcönne,  keinen  Anklang. 

Die  obige  Behauptung,  dass  die  Differentialrechnung  der  Bx- 
haustionsmefhode  der  alten  Geometer  ihren  Ursprung  zu  verdanken 
habe,  erhält  noch  mehr  Bestätigung,  wenn  mau  die  Erfindung  der 
Fluxionen  aufmerksam  studirt.  Ueberall,  wo  Newton  in  sei  neu 
Schriften  über  das  Princip  der  Fluxionsrechnung  spricht,  xeigt  sich 
deutlich,  dass  er  auf  dem  von  Keppler  und  Cavuleri  eingeschlage- 
nen Wege  weiter  fortschritt  und  so  zu  jener  Rechnung  gelangte, 
und  man  kann  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  schliessen,  dass, 
wenn  Newton  einmal  ein  selbstständiges  Werk  über  die  Fluxionen 
verfässt  hätte,  er  es  sicher  auf  die  in  seinen  berühmten  Principiis 
gebrauchte  Metbode  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse  d.  h.  auf 
die  Exhaustionsmethode  gegründet  haben  würde.  Das  Princip  der 
Fluxionen  wurzelt  in  der  Geometrie,  was  am  deutlichsten  aus  den 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Begriffen  von  Zeit  und  Bewegung  er- 
hellt, und  desshalb  vermochte  auch  Maclaurin  um  so  leichter  in 
seiner  Treatise  of  fluxions,  ihr  Princip  rein  nach  den  Grundsätzen 
der  alten  Geometrie  zu  behandeln.  —   Indessen  blieb  anfangs  die 


*)  Er  bedient  sich  des  Wortes  assumere;  z.  B.  in  der  Abhandlung:  Ten- 
tarnen  de  motuuui  coelestiuni  causis  (Leib.  op.  Tom.  HI.  p.  213  sq.): 
Assnmsi  inter  demonstrandum  quantitates  iucomnarabiliter  parva»,  v.  g. 
Hiflerentiain  duarum  quantitatum  communium  ipsis  quantitatibus  incoin- 
parabileui.   Sic  entin,  ni  fallor,  lucidissiuie  exponi  posaunu  etc. 
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Fluxionsrechnung,  wiewohl  früher  entdeckt,  als  die  Differential- 
rechnung, lange  Zeit  ein  ausschliessliches  Eigcnthum  Ncwton's  und 
seiner  Freunde;  aber  auch  späterhin  hat  sie  sich  nie  über  ihr  Va- 
terland hinaus  verbreitet,  während  die  Differentialrechnung  sogleich 
allgemeine  Anerkennung  fand  und  begierig  aufgenommen  wurde. 
Hierin  mag  noch  der  Grund  liegen,  wessbalb  Maclaurin's  oben  ge- 
nanntes Werk,  das  jrewi«sermassen  Newtons  Principiia  zur  Seite  xu 
setzen  ist,  so  wenig  beachtet  wurde.  Die  Differentialrechnung 
hatte  eine  zu  glückliche  Bezeichnung  und  bot  in  der  Anwendung 
so  wenig  Schwierigkeiten  dar,  dass  mun  kein  Bediirfniss  empfand, 
sich  nach  einer  andern  Metbode  umzusehen.  Wenn  auch  ihr  Prin- 
eip  schwankend  war,  so  waren  doch  die  damaligen  ausgezeichneten 
Mathematiker  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt,  und  minder  reich 
begabte  wurden  dadurch  zufrieden  gestellt,  duss  die  Resultate«  die 
mittelst  derselben  gewonnen  wurden,  mit  den  auf  andere  Weise 
erhaltenen  vollkommen  übereinstimmten.  Die  unendlichkleinen 
Grössen  bilden  fortwährend  die  Grundlage  der  Differentialrechnung, 
und  auch  das  erste  Lehrgebäude  der  höhern  Aoalysis,  die  Analyse 
Heß  infiniment  petits  des  Mnrquis  de  l'IIospital,  das  sehr  viel  zur 
Verbreitung  derselben  beitrug,  erklärte  mit  ihrer  Hülfe  die  Diffe- 
rentiale. Jede  Veränderliche  ar  wurde  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  da?  vermehrt,  und  die  Differenz  zwischen  dem  so  erhaltenen 
und  dem  ursprünglich  gegebenen  Ausdruck  das  Differential  des  ge- 
gebenen genannt. 

Maclaurin's  Beispiel  blieb  jedoch  auf  dem  Fcstlande  nicht  ohne 
Nachahmung;  in  seine  Fussstapfen  trat  d'Aleinbert,  der  als  Mit* 
herausgeber  der  grossen  französischen  Encyclopädie  bei  Abfassung 
der  mathematischen  Artikel  Gelegenheit  nahm,  über  das  Princip  der 
Differentialrechnung  sich  auszusprechen.  In  dem  Artikel  „differen- 
tiel"  dringt  er  darauf,  dass  der  Differentialrechnung  der  Begriff 
der  Gränze  zu  Grunde  gelegt  werden  müsse;  „le  calcul  differentiel, 
sogt  er,  ne  consiste  qn'a  dc*termmer  algebriquemeut  la  limite  d'un 
rapport  de  laquelle  on  a  dejä  l'expressioo  en  lignes  et  a  egaler  ces 
deux  limites,  ce  qui  fait  trouver  uoe  des  lignes  que  Ton  cherebe."  — 
j.Qu'est-ce  en  effet,  fährt  er  fort,  que  trouver  un  maximum  ou  un 
minimum?  C'est,  dit-on,  faire  la  difference  de  dy  egale  a  zero  on 
l'infioi;  mais  pour  parier  plus  exaetement,  c'eat  chercher  la  quanttte* 

du 

~r,  qui  exprime  la  limite  du  rapport  de  dy  fini  a  da:  fini  et  faire 

eusuite  cette  qutfntite  nnlle  ou  in  Ii  nie.  Voilä  tout  le  mystcre  expli- 
qoe\  Ce  n'est  poiot  dy  qu'on  fait  =  a  1'inliui:  cela  seroit  absurde 
car  dy  &ait  prise  pour  inGniment  petite,  ne  pent  etre  intime,  c'est 

~:  c'est-ä-dire  qu'on  cherche  la  valeur  de  x  qui  rend  infinie  la 

limite  du  rapport  de  dy  fini  a  dje  fini." 

Oh n geachtet  dieser  Vorgänge  entbehrte  doch  noch  das  um  diese 
Zeit,  im  Jahr  1755,  ahgefasste  Lehrgebäude  der  Differentialrech- 
nung unsers  unsterblichen  Euler  die  feste  Begründung  durch  die 
Gränzmethode,  aber  er  setzte,  in  der  Ueberzeugung,  dass  vor  nWeo 
Dingen  die  so  vagen  unendlichkleinen  Grössen  aus  der  Differential- 
rechnung entfernt  werden  miissten,  mittelst  eines  kühnen  Gewalt- 
streichs  dieselben  =0  nnd  legte  diesen  Nullen  einen  intcusiven 
Werth  bei.  Nach  seiner  Meinung  müsse  man  auf  ihre  Entstehung 
Rücksicht  nehmen,  dann  dürften  sie  auch,  je  nachdem  sie  aus  einer 
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grösseren  oder  kleineren  Grosso  entstanden  wären,  einen  verschie- 
denen Werth  untor  einander  haben,  Obgleich  sie  durch  dasselbe 
Zeichen  dargestellt  würden.  Diese  Annahme  veranlasste  aber  bei 
der  Bestimmung  der  Differentiale  vielfache  Schwierigkeiten,  zumal 
da  Ealer  durch  die  Differ ensenrech nung  und  mittelst  der  KntwickV 
lung  der  Functionen  in  Reihen  dahin  gelangen  wollte,  und  in  der 
That  ist  die  Dunkelheit  und  Ünverständlichkeit,  die  in  den  erste!» 
_  Cspitelu  der  Bulerschen  Differentialrechnung,  herrscht,  eine  merk- 
würdige Erscheinung  für  jeden,  der  mit  der  Äusserst  lichtvollen 
Darstellung  Knler's  vertraut  ist  •). 

Kuler's  Bemühungen,  das  Princip  der  Differentialrechnung  fest 
zu  begründen,  befriedigten  keineswegs  die  allgemeine  Erwartung; 
ja  die  Verwirrung  in  dieser  Hinsicht  wurde  immer  noch  grösser. 
Man  meinte  sogar,  dass  die  Differentialrechnung  bisher-  noch  nieht 
von  der  rechten  Seite  aufgefasst  worden  sei,  und  glaubte  nament- 
lich in  der  so  sehr  erweiterten  und  in  allen  Theilen  der  Mathema- 
tik mit  Nutzen  gehrauchten  Lehre  von  den  Reihen  ein  Mittel  zn 
einer  bessern  Bestimmung  und  Erklärung  des  Differentials  getan« 
den  zu  haben.  Was  überhaupt  seit  dieser  Zeit  zur  Feststellung  des 
Princips  der  Differentialrechnung  geschah,  lftsst  sich  unter  zwei 
allgemeine  Gesichtspunkte  bringen:  entweder  behielt  man  den  Be- 
griff und  das  Zeichen  eines  Differentials  bei,  und  bestimmte  den 
Begriff  so,  dass  die1  Widersprüche,  auf  welche  er  zu  fuhren  schien, 
beseitigt  wurden;  oder  man  verwarf  alles  bisher  Angenommene 
und  suchte  auf  anderem  Wege  zu  dem  zu  gelangen,  was  mittelst 
der  bisherigen  .Methode  gefunden  war.  Zn  dem  ersten  Fall  gehört 
die  sogenannte  Gränzniethode,  von  der  weiter  unten  ausführlicher 
die  Rede  sein  soll;  zu  dem  zweiten  alle  die  Weisen,  in  welchen 
mit  Hülfe  des  Taylorschen  I^ehrsatses  das  Differential  einer  Func- 
tion gefunden  wird.  <  Unter  diesen  letzteren  nimmt  Lagrange's 
Fnnctionentheorie,  die  im  Jahr  1707  zu  Paris  erschien,  den  ersten 
Platz  ein. 

Wegen  des  grossen  Beifalls,  mit  dem  sie  aufgenommen  wurde 
und  zum  Theil  noch  jetzt  aufgenommen  wird,  wollen  wir  sie  hier 
einer  näheren  Betrachtung  unterwerfen.  Schon  in  dem  vollständi- 
gen Titel:  Theorie  des  fonetions  analytiqaes,  contenant  les  prin- 
eipes  du  calcul  differenticl ,  degages  de  toute  conside>ation  d'iotini- 
ment  petits  ou  d'evanouissaus ,  de  Ii  mit  es  ou  de  fluxions,  et  reduits 
a  l'analvse  algehrique  des  quantites  Hnies,  sind  die  ganze  Tendenz 
des  Werkes  und  zugleich  die  Gesichtspunkte  angegeben,  aus  wel-  i 
chen  man  dasselbe  zu  betrachten  bat.  Lagrange  will  nicht  allein 
eine  neue  Theorie  uufstellen  zur  Begründung  des  Princips  der 
Differentialrechnung,  sondern  auch  uiedere  und  höhere  Analvsis,  die 
bisher  völlig  gesondert  waren,  mit  einander  verbinden.  —  Nachdem 


•)  Eine  Folge  von  Euler's  Theorie  war  die  sogenannte  Nullenrecbmmg, 
in  welcher  man  die  Differentiale  als  leere,  an  sich  bedeutungslose 
Zeichen  betrachtete,  mit  denen  man  aber  nach  gewissen  sinnreich  er- 
dachten Gesetzen  eine  richtige  Rechnung  fuhren  könne.  Man  sah  den 
Algorithmus  der  Differentialrechnung  nicht  als  ein  notwendiges  Er- 
zeugnis* der  Vernunft  an,  sondern  nannte  ihn  eine  heuristische  Fiction. 
Vergl.  Joh.  Schul«  Entwtckelung  einiger  mathematischen  Theorien,  Kö- 
nigsberg INQ&:  und  Fischer  über  den  eigentlichen  Sinn  der  höhern  Aua- 
lysis,  Berlin  1806. 
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er  dud  zuerst  die  bisherigen  Methoden  zur  Begründung  de«  Priu- 
cips  der  Differentialrechnung  einer  Kritik  unterworfen  und  keine 
genügend  befunden,  begannt  er  mit  der  Prüfung  des  Fundamental- 
theorems,  dass  nämlich  jede  Function  /fe?)>  falls  ihre  veränderliche 
jc  um  die  Grösse  i  (i  Itnnt  une  quuutite  quelcouque  indeterminee) 
vermehrt  wird,  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form  f\x)  -f-  pi -f- (fi* 
H-rt»  •  entwickeln  lasse,  wo  die  Coefficienten      qy  r . . . 

neue  aus  der  ursprünglich  gegebenen  Function  abgeleitete 
Functionen  von  x  bezeichnen,  und  sucht  a  priori  zu  beweisen, 
duss  nur  ganze  positive  Exponenten  von  i  vorkommen  können. 
Dass  dieser  Beweis  aber  nor  ein  schwaches,  unzulängliches  Räson- 
uement  —  so  wird  er  auch  weiterbin  von  Lagrange  selbst  bezeich- 
net  —  ist  und  durchaus  nicht  dem  Beweise  eiues  Satzes  gleicht, 
der  einer  so  allgemeinen  Theorie  als  Grundlage  dienen  soll,  be- 
greift jeder  sogleich  beim  ersten  Lesen  *).  Im  Folgenden  werden 
nun  die  Coefficienten  p,  r .  .  .  der  einzelnen  Glieder  der  Reibe 
bestimmt,  und  zugleich  dargetban,  dass  wie  p  aus  f{jp)%  ebenso  q 
aus  p,  r  aus  u.  s.  w.  hergeleitet  wird.  Wiewohl  so  nach  La- 
grange's  Meinung  mit  einem  Blicke  zu  übersehen  ist,  wie  die  ein- 
zelnen Glieder  <ler  Reihe  von  einander  abhängen,  und  dariu  ein 
Hauptvorzug  der  Functionentheorie  vor  der  Differentialrechnung  be- 
stehen soll,  so  ist  doch  "die  Bildung  derselben  in  ollen  Fällen  nicht 
so  leicht,  wie  es  zu  sein  scheint,  namentlich  bei  irrationalen  Func- 
tionen. Es  ist  bekannt,  dass  die  Coefficienten  p,f,r...  der  erste, 
zweite,  dritte,  ....  Differentinlcoefficient  der  gegebenen  Function 
sind;  wäre  also  in  jedem  Falle  die  Entwickelung  einer  Functioo 
in  eine  solche  Reihe  möglich,  so  würden  alle  Schwierigkeiten  be- 
seitigt sein.  Dem  ist  aber  nicht  so.  Schon  Euler  hatte  im  14.  Ca- 
pitel  des  2.  Buchs  seiner  Differentialrechnung  gezeigt,  dass  die  Dif- 
ferentiale in  speciellen  Fällen  durch  Reibenentwickeluog  nicht  ge- 
funden werden  können  und  dann  unmittelbar  ihrer  eignen  Natur 
gemäss  (ex  ipaa  differentialium  natura)  hergeleitet  werden  müssen. 
,,Haec  methodus,  fugt  er  hinzu,  ex  ipsa  differentialium  natura  de- 
dueta  nullum  dubium  reliquit."  Auch  Lagrange  wies  in  seiner 
Functionentheorie  auf  diese  speciellen  Fälle  zurück,  in  weiden  die 
ersten  Glieder  der  Reihe  verschwinden  oder  unendlich  werden  und 
so  die  Bestimmung  der  Coefficienten  unmöglich  machen,  und  er 
hilft  sich,  wie  Euler,  durch  unmittelbare  Herleitung  aus  der  Func- 
tion.  Hier  giebt  er  also  zu,  dass  obiges  Fundamentaltheorem  nicht 


*)  Da  er  mit  Hülfe  allgemeiner  algebraischer  Schlüsse  geführt  wird,  so 
gilt  Ton  ihm,  was  Cauchy  in  der  Vorrede  zu:  Cours  d'analyse  algebri- 
que,  von  dieser  Beweisart  sagt:  Quant  aux  methodes,  j'ai  cherche  a 
leur  donner  toute  la  rigueur  qu'on  exige  en  geometrie,  de  ma nitre  a 
ne  jainais  recourir  aux  raisons  tirees  de  la  generalite  de  l'algebre.  Les 
raisons  de  cette  espeee,  quoique  assez  couimunement  aduiises,  sur-tout 
dam  le  j»a.ssage  des  series  convergentes  aux  srries  divergentes,  et  des 
quantites  reelles  aux  expressions  iinaginaires  ne  peuvent  etre  considp- 
rees,  ce  me  semble^  que  comme  des  induetions  propres  a  faire  uressentir 
quelquefois  la  verite,  mais  qui  s'aecordent  peu  avec  l'exactitude  si  van- 
tee  des  scienecs  raathematiques.  On  doit  nieme  observer  qu'elies  ten- 
dent  a  faire  attribuer  aux  formules  algebriques  une  etendue  indetinie, 
tandisque,  dans  la  realite,  la  plupart  de  ces  formulea  subsisient  unique- 
inent  sous  cerUines  conditio««,  et  pour  certajnes  valeura  des  quantites 
qu'elles  renfermeut. 


in  allen  Füllen  zur  Bestimmung*  des  Differentials  ausreicht ,  und 
desshalb  durfte  es  auch  nicht  nn  die  Spitze  einer  weit  allgemeineren 
Lehre,  als  die  Diffentialrechnung  ist,  gestellt  werden. 

Demnach  ist  im  Grunde  mit  l^grauge's  Functionen theorie  nichts 
gewonnen;  andere  Schwierigkeiten  bei  Seite  gesetzt,  entbehrt  das 
zu  Grande  gelegte  Princip  einer  durchgreifenden  Allgemeinheit. 
Dasselbe  gilt  nun  auch  von  allen  übrigen  Methoden,  von  dem  De- 
rivationscaleul  Arbo  gast's,  von  der  Kxpoeentialrechnung  Pssquich's 
u.  s.  w.  welche  die  Differentialrechnung  vertreten  sollen  und  in  de« 
nen  mittelst  des  Taylorseben  Satzes  das  Differential  einer  Function 
erhalten  wird. 

Während  dieser  mannigfachen  Versuche,  das  Princip  der  Diffe- 
rentialrechnung fest  zu  begründen,  hatte  die  Akademie  der  Wissen- 
schatten zu  Berlin  für  das  Jahr  1786  eine  sichere,  streng  wissen- 
schaftliche  Theorie  des  sogenannten  mathematisch  Unendlichen 
zum  («egenstand  einer  Preisaufgabe  gemacht.  L'Huilier  aus  Genf 
gewann  den  Preis  durch  seine  Exposition  elementaire  des  priori pes 
des  calculs  susperieurs,  in  welcher  er  zu  beweisen  suchte,  dass  das 
unter  den  Namen  der  tixbaustionsmethode  bekannte  Verfahren  der 
griechischen  Geometer  gehörig  erweitert  zu  einer  Feststellung  der 
Principien  der  höhern  Analysis  hinreiche.  Im  Jabre  1795  erschien 
von  demselben  Verfasser  zur  Vervollständigung  jenes  Entwurfes 
ein  anderes  Werk  unter  dem  Titel:  Principiorum  calculi  differen- 
tialis  et  integralis  expositio  elementaris,  das  aber  über  das  Princip 
nichts  wesentlich  Neues  beibringt.  L'Huilier  bat  in  beiden  Schrit- 
ten, seinem  Vorsatze  getreu,  eine  Zusammenstellung  der  Theoreme 
gegeben,  die  das  Fundament  der  Exhaustionsmethode  bilden;  je- 
doch entbehrt  dieselbe  eines  durchgreifenden  Zusammenhanges,  da 
die  an  die  Spitze  gestellte  Definition  der  Grause  nicht  hinlänglich 
allgemein  getasst  ist.  Auch  bedient  er  sich  bei  dem  Nachweise, 
dass  die  Gränze  eines  Verhältnisses  mit  dem  Differentialverhältnisse 
identisch  ist,  der  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen  mittelst 
des  Tnylorschen  Lehrsatzes,  was  zu  tadeln  ist.  Von  diesen  Aus- 
stellungen jedoch  ahgeseben  verdienten  beide  Schriften  alle  Auf- 
merksamkeit, weil  nicht  allein  das  Princip  der  Differentialrechnung, 
sondern  auch  die  darauf  gegründeten  Theorien  immer  auf  den  Be- 
griff der  Gränze  zurückgeführt  werden,  und  die  bisher  so  vielfuclt 
gehandliabten  Ideen  über  das  Unendliche  und  Unendlichkleine  ge- 
rechte Würdigung  finden. 

Dieser  Versuch  L'Huilier's  jedoch,  die  Differentialrechnung  mit- 
telst des  Begriffs  der  Gränze  streng  wissenschaftlich  zu  begründen, 
blieb  im  Allgemeinen  ohne  gehörige  Anerkennung,  da  Lagrange's  i 
Functionenlebre,  besonders  von  französischen  Mathematikern  sehr 
bereitwillig  aufgenommen  wurde.  Zwar  bediente  man  sich  nicht 
durchgängig  ihrer  Bezeichnung,  aber  man  huldigte  vollkommen  den 
aufgestellten  Principien  und  stimmte  willfährig  Lagrange's  Crtheil 
über  die  Theorie  der  Gränzen  bei:  sie  sei  zu  schwierig  und  zu 
dunkel,  als  dass  sie  einer  Wissenschaft,  wie  die  höhere  Analysis, 
deren  Fundament  auf  die  einfachsten  und  klarsten  Principien  ge- 
baut werden  müsse,  als  Grundlage  dienen  könne;  man  hütete  sich 
aber  wohl  an  ihrer  Richtigkeit  zu  zweifeln.  Da  nun  um  dieselbe 
Zeit  eine  durchgreifend  neue  Behandlungsweise  der  Mathematik 
beinahe  in  allen,  ihren  Theilen  von  Frankreich  aus  sich  verbreitete, 
so  darf  man 'sich  nicht  wundern,  dass  zugleich  auch  die  Lehren 
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Lagrangc's  über  das  Princip  der  Differentialrechnung  ein  grosses 
Anseben  gewannen  und  beinahe  alle  andere  Ansichten  verdrängten. 
Das  Gebiet  der  matbematiseben  Wissenschaften  wurde  in  wenigen 
Jahrzehnten,  namentlich  durch  Anwendung  der  Theorie  auf  Astro- 
nomie und  Mechanik  so  sehr  erweitert  und  nebenbei  mit  den  ele- 
gantesten analytischen  Entdeckungen  so  glänzend  bereichert,  das« 
sich  diese  Zeit  nur  mit  jener  vergleichen  lässt,  weiche  auf  die 
Entdeckung  der  höhern  Analysis  folgte;  und  wie  damals,  beküm- 
merte man  sich  auch  jetzt  weniger  um  die  Principien,  vielmehr  war 
man  eifrigst  beschäftigt,  die  schwierigsten  Untersuchungen,  wenn 
auch  nur  einen  kleinen  Schritt,  weiter  zu  fordern.  Nachdem  sich 
jedoch  dieses  Drängen  etwas  beschwichtigt  hatte,  kehrte  man  zu  einer 
ruhigen  Prüfung  der  gewonnenen  Resultate  zurück,  und  wiederum 
war  es  ein  französischer  Mathematiker,  der  Bahn  brach,  t'auchv, 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris,  stellte  zuerst  in 
dem  Cours  tPanalyse  nlgebrique,  Paris  1821,  eine  umfassende  Theo- 
rie über  die  Kennzeichen  der  Convergenz  nnd  Divergenz  der 
Reihen  auf,  nachdem  Lagrange  durch  die  Bestimmung  des  Fehlers 
hei  der  Taylorschen  Reihe,  wenn  dieselbe  bei  einem  bestimmten 
Gliede  abgebrochen  wird,  den  Ton  hierzu  schon  früher  angestimmt 
hatte.  Mit  derselbeu  Schärfe  und  Gründlichkeit  entwickelte  darauf 
Cauchy  das  Princip  der  Differentialrechnung  in  seinem  Resume  des 
lec,ons  sur  le  calcul  infinitesimal,  Paris  18*23,  welches  Werk  im 
Jahre  1829  unter  dem  Titel:  Leeons  sur  le  calcul  differentiel,  in 
einer  neuen  Auflage  erschien.  „Mon  bot  principal.  sagt  der  Ver- 
fasser in  der  Vorrede  zu  letzterer  Schrift}  a  ct6  de  cnncilier  la  ri- 
gueur,  dont  je  m'eiais  fait  une  loi  duns  mon  Cours  d'analyse,  avec 
fa  simplicitl  que  produit  la  consideration  directe  des  quantites  infi- 
niment  petites.  Pour  cette  raison,  j'ai  cru  devoir  rejeter  les  deve- 
loppements  des  fonetions  en  slries  in  Ii  nies,  toutes  les  fois  que  les 
seVies  obtenues  ne  sont  pas  convergentei.  II  en  resulte,  par  exem- 
ple,  que  la  formnle  de  Taylor  ne  peut  plus  etre  admise  comme  ge- 
nerale, qu'autant  qu'elle  est  rlduite  ä  un  nombre  fini  de  termes,  et 
eonipietec  par  nn  restc.'* 

Mit  Recht  hat  nach  diesen  Vorgängen  der  neuesten  Zeit  der 
srösste  Theil  der  Mathematiker  den  Versuchen,  das  Princip  der 
Differentialrechnung  durch  den  Begriff  der  Gränze  fest  und  sicher 
zu  begründen,  seinen  Beifall  nicht  versagt,  denn  nicht  allein  er- 
triebt  es  die  geschichtliche  Forschung,  dass  sich  allmählig  aus  der 
Exbaustionsmethode  der  Genuteter  des  Alterthums  die  Differential- 
rechnnng  herangebildet  hat,  und  dass  dieselbe  nach  dem  Sinne  ihrer 
Erfinder  am  sichersten  auf  die  Lehre  von  der  Gränze  bssirt  wird, 
sondern  die  Granzmethode  hat  auch,  wie  kein  anderes  Verfahren, 
allen  streng  wissenschaftlichen  Anforderungen  genügt  und  ollen 
Angriffen  Trotz  geboten;  nur  der  einzige  Vorwurf  ist  ihr  gemacht 
worden,  als  sei  sie  für  Anfänger  zu  dunkel  und  zu  schwierig,  um 
als  Fundament  der  höbern  Analysis  zu  dienen,  das  nicht  genug  auf 
das  lichtvollste  und  klarste  dargestellt  werden  könne. 
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XXI. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


(Srlilu.vs.) 

12. 


Die  Osrillationsgeschwindigkeit  v  eines  geradliuig  bewegten 
Aetherthcilchens  and  sein  Abstund  vom  Ruhepunkt  lässt  sich  unter 
der  Voraussetzung,  dnss  die  auf  das  Tbeilchen  wirkende  Kraft  der  , 
Elastizität  der  Entfernung  vom  Ruhepunkt?  proportional  sei,  durch 
einfache  ilülfsmittel  finden. 

Ist  in  der  Entfernung  1  die  Kraft  der  Elastizität  =  E,  die 
Entfernung  vom  Ruhepunkte  =  .r.  die  grösstc  Ausweichung  vom 
Ruliepuokte,  um  welche  das  Tbeilchen  beim  Anfange  der  Bewe- 
gung entfernt  ist,  a  —  a:z=z  X,  und  wird  A  in  n  gleiche 
Thcile  getbeilt,  so  ist  die  Kraft  E,  welche  das  Aetherthcilclien  an 

X  X 
der  Stelle  (a  —  m~^)  anregt,  =  E  .  (a  —  m~n~)'    Wird  nun  ange- 

X 

nommen ,  dass  in  jedem  Räume  —  eine  gleichförmig  beschleunigte 

X 

Bewegung  stattfinde,  die  erst  im  nächsten  Räume  —  dem  Abstünde 

n 

vom  Ruhepunkte  proportional  sich  ändert,  aber  in  einem  solchen 
Räume  constuut  bleibt,  so  ist 

l'm  .  VM  —  *'(«,_!)  .  Vim-l)  =  2 E{a  —  ttt  .  . 

Legt  man  jetzt  m  alle  Wertbe  von  m  —  1  bis  m  —  n  bei  und  od- 
dirt  die  erhaltenen  Gleichungen,  so  bleibt 

vn  .  vn  =  2E[na  -  ^l^ji  =  E .  [2«  -  (1  -4-  ~)X]X. 

Soll  die  Bewegung  eine  continuirlichc  werden,  und  bezeichnet 
r  die  Geschwindigkeit,"  so  wird 

r*  =  E[2a  -  X)  .  X  =  E.  (a  -h  a  -  X)  X  =  E{a  +  x)  {a  -  ar). 

Setzt  man  nun  x=a  cos      so  erhält  man  v=\/E.a  sin  # 
n.  s.  w.  *) 


•)  S.  Bohnen  berger's  Astronomie  S.  401. 
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Zwiscbeu  zwölf  beliebigen  Grössen,  die  wir  im  Allgemeinen 
durch  «r,  a\  a",  a"';  b,  Üy  £*;  //";  r,  c\  r".  c'"  bezeichnen  wollen, 
findet  immer  die  folgende  Relation  Statt: 

(ab1  —        (a"&*  - 

4-  (ca>  _        (cV  — c"V) 

=  (aa"  +  (<*V"  -+-  ^w  -4-  eV") 

—  (*V  -f-      -|-  cV')  (*«"'  -4-      -fr-  cc"  ). 

Für  « =  a ",  6  =  lf,  c  =  c"  und  «'  =  <*"',  //  =  //",  *'  =  <•"' 
gebt  diese  Relation  in  folgende  über: 

(ab'  -Jby  +  W  —  b'cy  -+-  (cV  —  r'«)' 
=  («'  H-  *»      ca)  O"  -f-//'4-c")- -+-  ^'  -+- 


Man  soll  die  Richtigkeit  der  obigen  allgemeinen  Relation  zwi- 
schen zwölf  Frössen  beweisen. 


Aufgaben  und  Lehrsätze.  Von  Herrn  Professor  Dr.  0 ettin- 
ger zu  Freiburg  i.  B. 

1)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  Linie,  welche 
eine  der  ihm  anliegenden  Seiten,  und  die  welche  die  gegenüber- 
stehende Seite  in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  gegeben  ist. 

2)  Ein  Dreieck  zu  bilden  wenn  ein  Winkel  und  die  Linien, 
welche  die  beiden  anliegenden  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  thei- 
len,  gegeben  sind. 

5)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  ein  Winkel,  die  gegenüber- 
liegende Seite  und  die  Linie,  welche  eine  der  anliegenden  Seiten 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  gegeben  ist. 

4)  Ein  Dreieck  zu  bilden,  wenn  die  Linien,  welche  die  drei 
Dreiecksseiten  in  zwei  gleiche  Theile  tbeilen,  gegeben  sind. 

Nennt  man  die  Höhen,  welche  den  drei  Dreiecksseiten  (#,, 
#„  #,)  zugehören,  der  Reihe  nach  Aty  h%y  At1  die  Linien,  welche 
die  drei  Seiten  in  zwei  gleiche  Theile  tbeileu,  der  Reihe  nach 

so  gelten  folgeude  zwei  Lehrsätze  für  die  Ableitung  der 
Hüben  und  Halbirungslinien  von  einander, 

*v  ,  _l/l(^-r-^-t-/,)«.-f-^-0«,-^H-^)(-<,-h^-t-01 

z  _  WC  -fr-', -fr-'») «. -;-',-'.)«.-', +tt) (- 1 ,-t- 1 ,-m.)1 
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 \X(2A,M.  *+2A ,  '  V-A,  »Aa »)  

.      .      ,l/f.l  1  1   „  1  1     •     1  w  1  1  1  W         1  1  1 

 1/(2V*,3-J-2VV-VV)  


*       Iii,/,/!       1      1„1       I      lwl      1      1  v/     1      1  1 

H|      fl»2      rt,    « j      n%     A|    »i     /Ij      «j        Ä|      Äa  A, 

Diese  Sätze  reibeo  sich  an  die  Schoo  bekannten,  welche  für 
die  ^Ableitung  der  Höhen  uod  Seiten  von  einander  gelten,  an. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr. G.  J.  Verdam  zn  Leiden. 
1.  Tons  les  triangles  spheriques,  ayant  meme  base  et  mime 
aire,  ont  lenrs  sommets  dans  la  circonference  d'un  petit  cercle, 


passant  par  les  deux  points,  opposes  aux  extrlmites  de  la  base. 
En  outre,  le  petit  cercle,  passant  par  les  extrlmites  de  la  base,  et 
ayant  son  centre,  diam&raleoient  oppose  an  centre  du  premier  pe- 
tit cercle,  jouit  de  In  meine  propriltl. 

Cette  proposition  n'est  pas  uouvelle;  on  la  tromre  dans  quelques 
Traites  de  Trigonometrie  splieYique  et  de  Ge*ome*trie  analjtique. 
Mais  pour  trouver  le  centre  du  premier  petit  cercle,  on  a  cette 
constrnction.  Menez  un  arc  de  graod  cercle,  perpendiculairement 
par  le  inilieu  de  la  base.  Le  tnangle  e"tout,  en  general,  scalene, 
cet  arc  couperu  no  des  cötes,  adjacents  ä  la  base,  et  sera  coupe 
par  le  prolongement  de  l'autre.  Du  milieu  de  cet  autre  cötl,  A6- 
crivez,  avec  un  rayon,  soustendant  le  quart  d'un  graud  cercle,  un 
arc  conpant  le  prolongement  de  l'arc  perpendiculaire.  Le  point 
d'intersection  sera  le  centre  cherche*. 

2.  Tons  les  triangles  spheriques,  ayant  meme  base  et  meme 
peVimetre,  ont  leurs  sommets  dans  la  circonference  d'un  cercle, 
dont  le  centre  se  trouve  au  milieu  de  la  base.  Si  la  somme  des 
deux  cdte's  est  Igele  ä  deux  angles  droits,  ou  plutdt  egale  ä  une 
demi  circonference,  le  lieu  des  sommets  sera  evidemment  on  grand 
cercle  de  la  apbere. 

3.  Quand  on  joint  les  milieux  des  c6te*s  oppose*s  d'un  t£- 
traedre  regulier  ou  irrlgulier,  les  trois  droites,  ainsi  menees,  se 
couperont  en  un  meme  point,  qui  sera  |le*  centre  de  gravi  te"  du  te- 
traedre.  S\  le  tltraedre  est  regulier,  les  dites  droites  se  coupe- 
ront perpendiculairement  au  centre  de  la  sphere  circooscrite ; 
roais  cette  derniere  proprio  a  egaleinent  lieu  pour  le  te*traedre 
demi -regulier,  dont  les  plans  sout  des  triangles  eguux  et  sembla- 
bles,  quoique  non  equilateraux  ou  regulier«. 

4.  Un  quadrilatere  plan,  dans  lequel  on  a  mene"  les  deux  dia- 
gonales, pouvant  Ätre  considere'  comrae  la  protection  d'un  quadri- 
latere guuche,  on  d'un  tltraedre  soit  Pyramide  trianguloire ,  on 

II.  14 
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aura  aussi  cette  proprio  „que  les  droites,  passant  par  les  mtlieux 
„des  cätds  opposes  et  des  deux  diagonales  4'un  trapezotde,  se 
„couperont  en  un  meine  point/*  On  le  denlontre  immediatement 
en  partant  du  theWeme  conhu  „que  les  droites,  qni  joignent 
„les  cotes  adjacents  d'on  trapezotde,  forme nt  un  pa- 
„rallelogramme."  De  la  on  pourroit  aussi  remonter  a  la  d£- 
monstrntion  de  In  proposition  prece'a'ente. 


XXII. 

iseellen. 


Auszug  aus  einem  Briefe  des  Herrn  Professors  Dr.  (Z.  J.  Verdam 

an  der  Universität  tu  Leiden. 

Leide  ce  23.  Janvier  1842. 

Des  que  votre  Journal  estim6,  Archiv  für  Mathematik  und 
Physik,  paroissoit,  je  me  proposois  de  vous  offrir,  de  temps  eo 
temps,  quelques  notices  mathematiques.  Mes  nombreuses  occupations 
ont  toujours  empeebe'  de  satisfaire  a  ce  voeu,  et  peut£tre  j  auroia 
eocore  dilt^re*  de  vous  adresser  eette  lettre,  si  la  lecture;de  votre 
Journal  n'avoit  pas  fixe*  mon  attention  sur  un  poiat,  lequel  me 
sembloit  hors  de  doutc  dans  l'Histoire  des  Mathematiquea,  et  qut 
regarde  l'bonneur  de  priorite*  d'un  celebre  Mathematicien  Hollandais 
dn  17.  Siede.  J'ai  en  vue  le  probleroe  connu  de  trigo nomine, 
our  troüver  la  position  d'on  point,  da  qnel  on  observe 
es  angles  entre  trois  objets  lloignls,  dnnt  les  distan- 
ccs  mutuelles  sottt  connues.  La  premiere  ide>  de  ce  probleme 
est  duc  a  Willebrordas  Snelliu»,  G6ometre  Hollandais.  ne*  a 
Leide  en  1591,  et  depuis  1613  jusqu'en  1626  (l'annee  de  sa  mort) 
Professeur  de  Mathematiques  a  PUniversite'  de  cette  ville.  II 
est  connu  que  parmi  ses  travaux  scientißques  od  distingue  la  me- 
sure  d'un  degre  du  meridieu  de  Leide,  par  une  trinngulation  qu'il 
fit  entre  les  villes  d 'Ale mar  et  de  Bergen  op  Zoom,  dont  la 
difTerencc  de  Iatitude  fut  trouvle  du  7l|  minutes.  11  a  dtferit  les 
dltails  de  cette  Operation  gL'ndeYique  dans  un  ouvrage  (aujourdbui 
tres  rare),  intituld  .,Eratosthcnes  Batarus  de  Terrae  ambi- 
„tus  verä  quantitate,  ä  Willebrordo  Snellio,  Jtd  ruv 
„uTroffirjfidiujv  fttinovawv  SiOTtTQÜiv ,  suscitatus.  Lugdun i  Ba- 
tavorum.  CIDDCXVII.Ü  A  la  page  165  de  cet  ouvrage  on  re- 
couooit  la  premiere  trace  de  ce  probleme,  mais  c'eat  duns  le  cha- 
pitre  X,  qu'il  dit  definitivement.    „Dornas  meae  diataotiom 
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,,a  Turri  ciiriac  Leidensia  ideo  adeo  sollieite  iovestigavi. 
,,nt  tanto  facilios  coujecturara  caoerem  de  Iocib  obser- 
„vatioaum  Alcmariae  et  Bereue  ad  Zomam,  et  ad  eam 
,,rem  Theorema  scitum  excogitavi,  cujus  usus  in  patria 
„noaträ  deineeps  permagnus  esse  possit,  cum  tot  illu- 
„strium  Incorum  intervulla  tarn  accu rate  sint  cognitaÜ" 
Et  a  ta  page  203  il  Inonce  son  probleme  en  ces  verbes  „Triam 
„locorum  intervallis  inter  se  datis,  quarti  distantiam  ab 
„omntibus,  wMtcä  Statione,  definire.u  11  dünne,  en  prcmier  Heu, 
la  Solution  grapbique  de  ce  probleme,  par  l'intersection  de  deux 
segmens  de  cercle,  capable  rhacun  d'un  des  dcux  angle«,  obscrves 
dans  )a  Station.  Kn  secoud  lieu  il  donue  une  Solution  trigonom£» 
trique,  en  faisant  usage  des  triangles  rectangles,  que  Pon  obtient, 
en  abaissant,  des  centrcs  des  cercles  decrjts,  des  perpendiculaires 
sur  les  cötes  du  triangle  donnä  et  sur  les  cordes,  qui  vont  de  la 
Station  aux  points  observes,  c'est  a  dire  aux  angles  de  ce  triangle. 
Ensuite  il  donne  de  sa  Solution  le  calcul  numlnoue  (sans  employer 
nlanmoins  des  logarithmes,  dont  l'invention  e*toit  ä  peine  connue, 
ou  desquclles  il  n'existoit  pas  encore  de  table)  pour  un  cas  par- 
5  ticulier. 

II  mc  paroit  ainsi  justifie*  que  la  premiere  id£e  de  ce  probleme 
appartient  tout  a  fait  a  notre  Snellius,  et  non  pas  a  Potbenot. 
Dans  tous  nos  Traisa  de  Trigonometrie  rectili^ne  ce  probleme  est 
distingue*  de  tout  autre  par  l'epithete  de  Probleme  de  Snellius. 
J'ai  cberche"  dans  le  Wörterbuch  de  Kittgel,  —  que  vous  avez 
continue'  et  acheve*  avec  tant  de  succes,  —  dans  IVspoir  de  trouver 
quelques  reflexions  ou  noticeg  historiques,  relatives  a  ce  fameux 
probleme;  mains  je  n'y  trouve  rien  a  cet  £gard.  Enfin  je  prenois 
en  mains  le  cours  de  Math^matique  du  cllebre  Glometre  Allemand 
Kästner,  et  dans  le  volutne,  intitule'.  „Anwendungen  der 
ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie,  erster  Theil, 
„dritte  Abtheilung  der  mathematischen  Anfangsgründe. 
„Gottingen  1790!!***)  je  lisois,  dans  le  Vorrede;  pag.  4.,  ce 
qui  suit: 

„So  fand  ich  unlängst  die  Aufgabe  der  51  Abband.  S.  393.  beim 
„Willebrord  Snellius  „  Rratosthenes  Batavus  etc.  etc. 

„Also  bat  Snellius  diese  Aufgabe  sehr  richtig  trigonometrisch 
„aufgelöst,  und  Potbenot  ist  nicht  der  erste  Krün  der  von  ihr, 
„hat  aber  vermutlich  von  des  Snellius  Auflösung  nichts  ge- 
„wusst.  Wäre  Snellius  dem  Herrn  de  Montesson  bekannt 
„gewesen,  so  bätte  er  vielleicht  gesagt,  —  Snellius  habe 
„Pothenots  Methode  gebraucht!,  wie  Cassini  de 
„Thurv  sagt:  Snellius  haoe  zur  Messung  eines  Grades  eben 
„die  Methode  gebraucht  wie  die  französischen  Astronomen 
„(Mlmoires  de  Paris  1748,  pag.  123  *#),  anstatt  zu  sagen: 
„die  französischen  Astr  wie  Snellius.  Die  rhe- 
torische Figur  heisst,  glaube  ich,  vffitQov  jtqokqövI  !!" 


*)  Es  sind  hier  Kästners  geometrische  Abhandlungen.  T.  I.  gemeint.  U. 

**)  On  trouve  cettc  expression  de  Cassini  dans  les  Meraoiresde  l'Aca- 
demie  des  sciences  de  Paris,  jpour  les  aonees  1702  et  1718,  et 
noh  dans  le  yoluuie  de  1748,  ce  qui  est  probabletneut  une  faute  d'im- 
pression,  au  lieu  de  1718. 

14- 
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Je  mc  scntirai  houori,  Mr.  Professur,  si  voas  voules  fixer 
votre  attention  aux  reflczions,  que  j'ai  pris  la  liberte*  de  vous  adres- 
•er,  et  encore  plus,  si  voua  voulez  en  faire  mention  däoi  votre 
Journal. 

Permcttcz  moi  encore,  a  cette  occasion,  la  remarque,  que  la 
aolution  geometrique  des  £quatious  du  second  degrl,  commuuiquee 
par  Mr.  Le  Professeur  Mensing  dans  le  III.  Heft  No.  XXV.  de 
votre  Journal  ne  differe  au  fond  d'une  Solution  pareille,  dejä 
donnee  par  Cagnoli  dana  son  Traite  de  Trigonometrie. 
Cbap.  XII. 


Briefliche  Mittheilung  des  Herrn  Professors  Dr.  Gerling  zu 
Marburg  an  den  Herausgeber. 

Als  eine  der  grossartigsten  Hinrichtungen  zur  Beförderung  des 
mathematisch -physikalischen  Unterrichts,  welche  in  der  neuem  Zeit 
in  Deutschland  getroffen  worden  sind,  verdient  gewiss  ein  Bau  be- 
zeichnet zu  werden,  welcher  auf  Befehl  Sr.  Hoheit  des  Kurprinzen 
und  Mitregenten  in  Marburg  ausgeführt,  und  mit  dem  Anfange 
des  gegenwärtigen  Winter -Semesters  dem  academischen  Gebrauche 
eröffnet  worden  ist. 

Auf  einem  hoben  Punkte  ohnweit  der  Mitte  der  Stadt,  die  sich 
um  den  Schlossberg  in  langem  Bogen  herumzieht,  wurde  nämlich 
ein  älteres  Stauts  -  Gebäude,  der  sogenannte  Dürnberger  Hof  zu 
wissenschaftlichen  Zwecken,  und  zwar  namentlich  für  das  seit  vie- 
len Jahren  hier  bestehende  ma thematisch -p hy sicalische  In- 
stitut, ganz  neu  ausgebaut  Das  Institut  erhielt  in  demselben  den 
ersten  Stock  eingeräumt,  und  somit,  unmittelbar  nebeu  einem  ge- 
räumigen Hörsaal,  zur  angemesseneren  Aufstellung  des  physicali- 
sehen  Apparates  vier  Säle,  welche  nebst  einem  dazwischen  liegen- 
den Zimmer,  was  zu  gewissen  Versuchen  verdunkelt  werden  kann, 
durch  Flügelthüren  mit  einander  verbunden  sind.  Sie  stellen  so 
eiue  Länge  von  150  Fuss  dar,  und  verstatten  also  manche  Ver- 
suche in  geschütztem  Raum  anzustellen,  welche  man  sonst  nur  im 
Freien  würde  vornehmen  können. 

Zugleich  ist  dadurch  auch  die  Gelegenheit  gegeben,  dass  ein 
grosser  Theil  des  Apparats  an  seiner  bleibenden  Stäte  benutzt 
werden  kann,  ohne  dass  er,  wie  sonst  üblich,  dazu  jedesmal  in  das 
Auditorium  geschafft  zu  werden  braucht. 

Ueberdies  sind  neben  diesen  Sälen  noch  zwei  Arbeitszimmer 
eingerichtet.  Man  hielt  nämlich  bei  dem  Plan  den  Gedanken  fest, 
dass  nach  dem  gegenwärtigen  Zustand  der  Wissenschaft  es  durch- 
aus nicht  mehr  Hinreicht,  dass  der  Studirende  die  Vorlesungen  be- 
suche, sondern  dass  ihm  vielmehr  auch  Gelegenheit  gegeben  wer- 
den sollte,  sich  in  eigenen  Arbeiten  zu  üben.  —  In  diesen  Arbeits- 
zimmern ist  nun  auch  einstweilen  der  Apparat  für  die  praktische 
Geometrie  in  Schränken  untergebracht.  Auch  werden  sie  von 
denjenigen  Studirenden  benutzt,  welche  sich  Apparate  zeichnen 
wollen. 

Im  Erdgeschoss  hat  das  Institut  Werkstatt  und  Schmiede,  im 
oberen  Stock  ist  die  Amtswohnung. 
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Wenn  das  bisher  erwähnte  schon  eine  namhafte  Verbesserung 
und  Vervollständigung  des  Instituts  genannt  zu  werden  verdient, 
so  int  dagegen  noch  Mebreres  neu  hinzugekommen  was  bisher  der 
Universität  ganz  fehlte. 

Es  ist  nämlich  unmittelbar  mit  dem  Haupt -Gebäude  ein  Thurm 
verbunden,  der  in  einer  Höhe  von  80  Fuss  vom  Felsengrunde  sich 
erbebt,  und  auf  seiner  ebenen  Fläche  einen  Pavillon  als  Local  für 
astronomische  Beobachtungen  mit  beweglichen  Instrumenten  dar- 
bietet. Freilich  kann  dieser'  Einrichtung,  vom  Standpunkt  der  beu- 
tigen Astronomie  aus,  der  Name  Sternwarte  nicht  beigelegt 
werden,  insofern  man  damit  eine  Anstalt  bezeichnet,  die  auf  die 
Ausbildung  der  Wissensehaft  selbst  abzweckt.  Wohl  aber  ist  durch 
diesen  Thurm  der  Zweck  vollständig  erreicht,  dass  von  nun  an 
der  Marburger  Studirende,  in  den  Vorlesungen  über  Astronomie, 
das  was  er  hört  auch  praktisch  belegt  sehen,  und  selbst  üben  kann. 

An  Instrumenten  enthält  dieser  Thurm  bis  jetzt:  Ein  tragbares 
Passagen- Instrument  von  Ertel  uebst  Uhr,  einen  Chronometer  von 
Kessels,  ein  fünffiissiges  Fruuenboferscbes  Fernrohr,  einen 
desgleichen  Cometensucber,  eine  parallactiache  Maschine  mit  drei- 
fussigeui  Fernrohr  uud  einige  kleinere  Werkzeuge.  Zugleich  ist 
der  Thurm  in  der  Mitte  ganz  durchbohrt,  so  dass  für  alle  uhysica- 
tischen  Versuche,  welche  eine  grössere  Höhe  erfordern  als  die  Zim- 
mer durbieten,  eine  freie  Fallhöhe  von  80  Fuss  zu  Gebote  steht. 

Endlich  ist  auf  dem  höchsten  Punkt  des  Schlossbergs  in  einer 
geradlinigen  Entfernung  von  nicht  ganz  160  Ruthen  ein  ringsum 
ganz  freistehender  Pulverthurm  zum  meteorologischen  Thurm  her- 
gestellt, der  jetzt  auch  im  Bau  vollendet,  uächsten  Sommer  seine 
innere  Einrichtung  erhalten  wird;  somit  also  auch  in  dieser  Hin- 
sicht dem  Institute  eine  grössere  Wirksamkeit  gesichert. 

Bei  dem  bekannten,  und  namentlich  schon  gelegentlich  der 
magnetischen  Beobachtungen  bewiesenen,  Eifer  der  Marburger  Stu- 
direoden,  steht  zu  erwarten,  dass  diese  neue  wseutliche  \erbcsse- 
rung  des  Instituts  von  ihnen  gründlich  benutzt  und  somit  der 
Zweck  der  Kurhessischeu  Staats- Regierung,  welche  dieselbe  ver- 
fügte, reebt  vollständig  werde  erreicht  werden. 


Bemerkungen  und  Aufgaben  von  Herrn  Sclterliug,  Lehrer 
am  Gymnasium  zu  Lübeck. 

Bezeichnet  £  den  Zinsfuss  (d.  h.  die  Zinsen  vom  Kapital  =1)« 
k  das  Kapital,  kn  den  künftigen  Werth  desselbeu  uach  n  Jahren 
bei  zusammengesetzten  Zinsen,  und  setzen  wir  1  -h  $  =  so  hat 
mau.  wenn  jährlich  die  Summe  r  zugelegt  wird, 

I.    *„  =  *«»-r-^  (V—  I) 

uud,  wenn  jährlich  die  Summe  r  weggenommen  wird, 

II    kn  =  kx*  —  ~      —  I). 
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Um  I.  zur  mmol  erbrochenen  logarithmiscbcu  Berechnung,  taug- 
lich au  machen,  nehme 


setze,  da  *  >•  1  ist,  (l)  sin  <jp  =  |/  — ;  so  erhält  man 
Nun  setze  mau  ferner  (2)  tg  tp  =  cos  <p  y  -g^  so  erhält  man 


Xr„  =  X*-(H-(tg  u»)')  =  *s«  <"* 
oder  (3)  *,==(-^lp. 

II.  lasse  sich  nur  dann  auf  diese  Weise  zur  ununterbrochenen 
lognrithmischen  Berechnung  tauglich  machen,  wenn  die  jährliche 
Wegnahme  die  Zinsen  des  Kapitals  nicht  tibersteigt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  nehme  man  wieder,  wie  vorhin, 

(l).i0,  =  |/i; 

f 

so  erhält  man  kn  =  k%*[\  —  rr  (cos  y)*J.  Da  nun  unter  der  ge- 
machten  Voraussetzung  ganz  gewiss      (cos  y)'  <Tl  ist,  so  nehme 


(2)  sin  y  =  cos  <f  |/^. 

and  erhält  dann 

(3)  km  =  kx*  (cos  ip)\ 

Nennt  man  ferner  X*  die  Mise  und  r  die  jährliche  Reute,  so 
hat  man 

zur  Bestimmung  der  Mise  III.  *  =  ^=— }. 

Xrias« 

zur  Bestimmung  der  Rente  IV.  r  =  ^-j. 

Um  diese  Ausdrücke  zur  logarithmischeu  Berechnung  tauglich 
zu  machen,  nehme  man 

Setzt  man  nun  (1)  sin  y=|/^,  so  erhält  man 
(2)      *  =  j  (cos  <p)\ 
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Ferner  forme  man  IV.  so  um: 

....      .  i 


r: 


3" 


Nimmt  man  nun  wieder  (l)  sin  y=r|/^  so  erhält  man 

Aufgabeu  über  das  rechtwinklige  Dreieck»  durch 
Algebra  lösbar. 

Die  beiden  Katheten  sollen  «,  die  Hypotenuse  r,  uod  das 
von  der  Snitzc  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenuse  gefällte 
Perpendikel  soll  /  heisseo. 

1)  b  uod  c  zu  bestimmen  aus  «r,  A. 

Alan  bestimme  die  Projectionen  der  beiden  Katheten  nuf  die 
Hypotenuse  einzeln  und  addire   die  Resultate,    so    erbalt  man 

f  =  r~7=^    i  »  und        abz=zch  bestimmt  sich  o.    Beide  Ausdrücke 

sind  bequem  zu  construiren. 

2)  «r,      c  zu  bestimmen  aus  h  und  c:  b  =  m  :  ». 

^  ist  ein  geometrisches  Mittel;  du  von  ausgehend,  gelangt  mun 

zunächst  zur  Bestimmung  von  b-=.r-p=.  ,  worauf  sich  c  und« 

bestimmen  lassen. 

3)  Aebnlicb  ist  die  Aufgabe :  aus  h  und  b  :  h  =  m  :  »  die  andern 
zu  bestimmen. 


4)  Aus  « ±  ä  =  *  und  ^  die  andern  Linien  zu  bestimmen. 

Mao  quadrire  a  rir  £  =  *,  so  bekommt  man  c  in  die  Gleichung, 
worauf  man  zu  beachten  bat,  dass  ab  =  c/t:  das  Resultat  giebt 

c  =  qp^dbW/#a-f-^a.  Es  ist  klar,  dass  in  beiden  FäHen  nur 
das  Zeichen  ■+-  vor  der  Würz»  gebraucht  werden  kann. 

5)  Aus  «rH-Ä  =  #  und  e  die  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

Man  verfahre  zunächst,  wie  vorbin,  mache  dann  a  zur  ge- 
suchten Grösse,  so  findet  man  «  =  i(*±K  3*1 — 2c*),  woraus  b 
und  h  zu  bestimmen  sind. 

6)  Aus  a  —  b  =  d  und  c  die  übrigen  Linien  zu  bestimmen. 

7)  Aus  c  +  «  =  #  und  0  die  Linien  zu  bestimmen. 

Man  verfahre  auf  ahnliche  Art  wie  In  5.,  eliminire  c,  so  bc- 
*s  —  b% 

stimmt  sieb  a  =  — ^ — * 

8)  Aus  c  -  a  =  d  und  b  dieselbe  Bestimmung  zu  machen. 

i  ... 


■  1 

Kurze  und  einfache  Ableitung'  der  ganzen  ebenen 
Trigonometrie  aus  den  beiden  Eigenschaften  des  ehe- 
nen  Dreiecks,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  180*  be- 
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I  > 

trägt,  und  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinus  der  gegen- 
überstehenden Winkel  verhalten.   Vom  Herausgeber. 
•Weil  oach  den  beiden  genannten  Sätzen 

1    ain  A  —        B  — 

sin  C       c  '   «in  C  e 

und  sin  ^  =  sin  (ff-i-C)  ist,  so  ist 

o    «in  (ß-hC)        a_    sin  B   j* 

sin  C     ~"  c»   sin  c' 

und  folglich 

3    sin  (B+C) +nn  B      a  +  b    sin  (B-hQ  —  nw  B  _  a  —  b 
sin  C  e    *  sin  C  ~  c 

Zerlegt  man  nun  die  Zähler  der  beiden  Brüche  auf  den  linken 
Seiten  der  Gleichheitszeichen  in  Factoreo,  und  setzt  zugleich 

sin  C=2sin  \C  cos  \Ct 

so  erhält 


sin  (B+jC)       o  +  A    cos  {B-j-jQ  a—b 

4#        sin  c    '        cos  ±C  c  » 


und  folglich 


sin  ,C  — 

sin  iC  ~~ 

e  » 

sin  (Ä-i-iC)  — sin 

2cos  i(B  +  C)  sin  < 

s  +  o-c 

sin  4^  ~~ 

sin  ±C 

c 

cos  (B  +  \C)-+-  cos 

2c  os  ±(2?*4-£)  cos  \B  

cos  4C 

cos 

c 

COS  (tf-f-^  —  COB 

.  2sin       +      sin  _ 

A-Hc —  a 

cos  \C 

cos  \C 

c 

oder,  weil 

sin  1(2* -+-£■)  =  cos  \A,  cos  4(Ä-|-C)  =  sin  |^ 


9. 

cos  \A  cos  \B  _  _ 
sin  £C 

a+b-t-c 

1c  ' 

10. 

sin  i^/  sin  _ 

sin 

2c  ' 

IL 

sin        cos  $B 
cos  *C 

a-\-c  — 1> 

2c  » 

12. 

cos  \A  sin  _ 
cos  \C 

2c  ' 

Durch  Addition  von  9.  und  10.  und  durch  Subtraction  von  11.  und 
12.  ersriebt  sich 


14   cos  *(A  —  B)       a  +  b    sin  \{A  —  B)       a  —  b 

1  •>.   :  ■     >,         =  —  ,   ■  ■      "  - 

sin  iC  c    '       cos  \C  c  * 


sin  \C 

woraus  ferner  durch  Divi 
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M.  u.g  JU-Ä)  ..DR  4C=f^ 
15.   taug  *U-ZI)  =  ^  cot  |C 


folgt 

Aus  10.  ond  11.  and  aus  9.  und  12.  folgt  durch  Multiplicatiou 

16    *"'  i^3  8'n  B       (a-f.c  —  b)  (a  +  b  —  c) 

sin  C  4c5  *~ * 

co8_f^f»ain  Ä       (q g) 

w*       iFc     —  i?  * 

also,  weil 

«in  *  __  ^ 
«in  C  ~~  c 

ist, 

18.  8iB  {4 _ yi*+c-b)£+^ 

19.  cos  iA  =  y*  +  k  +  *g+9~^ 
und  folglich  durch  Division 

20.   taug  K    +  *  +       +  *  — )' 

und  durch  Multiplication 

21.  sin  A=z±V{a+b+c)  (J-f-c-*)  (a+c-6)  (a+ö+c). 
Ferner  ergiebt  sieb  aus  18.  und  19.  leicht 
22.  co.  M'=^+^~ 

•  23. 

also,  wenn  man. die  zweite  Gleichung  von  der  ersten  subtrabirt, 
nach  einer  bekannten  goniometriseben  Formel, 

cos      —  ^  > 

< 

woraus  man  nach  gehöriger  Entwicklung  sogleich 

cos  ./»  —  o^-  » 

erhält      "  '  . 

Aus  4.  erhält  man  auch  leicht  die  beiden  Gleichungen 

25.   (a-f-4)'  sin       -§-(«  —  £)»  cosi^sre3 

und 


Digitized  by  Google 


218 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichung  zuerst 

cos  {B+\Cy  =  \  -  sin  (ä-t-J£7)*. 

dauo 

sin  (/?-f-5O*  =  l--C08 

so  erhält  man 


27.  sin  (H  +  = 


l-(^.)J 


28.    cos  (ÄH-iC)'  =  — —  ; 

uud  hieraus 

29.   tang(^r  +  K)»=  

Nach  leichter  Rechnung  erhält  man  aber  hieraus  ferner 

«  ' 

31.  cos  (ä^-4C)  =  —  y  ^3— 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  wegen  der  zweiteu  der  beiden 
Gleichungen  4.  die  Grössen  a — h  und  cos  (B-t-\C)  immer  gleiche 
haben.   Aus  30.  und  31.  folgt  endlich  durch  Divfsion 


32.   ^tß+M  =  **$%£ 


H-c)  (s+*  —  c)' 

Wenn  man  den  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  durch  eine  gerade 
Linie  halbirt,  so  wird  man  sogleich  die  geometrische  Bedeutung 
des  Winkels  B-h$C  erkennen. 

Dass  im  Obigen  eine  vollständige  Abhandlung  der  ebenen  Tri- 
gonometrie enthalten  ist,  wird  man  sogleich  übersehen.    Von  der 

Sewöhnlichen  Entwicklung  der  obigem  'Formeln  unterscheidet  sieh 
ieselbe  dadurch,  dass  man  bei  der  ersteren  von  der  Formel  24. 
ausgeht,  und  diese  Formel  mit  HtMfo  einer  Construction ,  bei  der 
bekanntlich  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  beweist.  Bei  der 
obigen  Kntwickelung  gelaugt  man  zu  dieser  und  zu  allen  zur  Auf- 
lösung der  Dreiecke  nötfctgen  Formeln,  Wenn  man  nur  erst  den 
Satz,  dass  sich  die  Seiten  wie  die  Sinus  der  gegenüberstehenden 
Winkel  verhalten  bewiesen  hat,  welches  bekanntlich  äusserst  leicht 
ist,  auf  rein  analytischem  Wege  und  durch  ganz  allgemeine  Schlüsse, 
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weshalb  ick  der  obigen  Methode  vor  der  gewöhnlichen  den  Vor- 
zug  geben  möchte,  da  dieselbe  überdies  sehr  leicht  und  mit  sehr 
geringem  Zeitaufwandc  zum  Zwecke  fuhrt. 


Nouvelle  batterie  galvaoique. 

(Acndewje  des  sciences  de  Bruxelles.  Seance  du  6  Fe*vrier  J8U.*) 
M.  M.  Crabay  et  Quetelet  tont  un  rapport  fovorable  sur  une 
nouvelle  batterie  galvanique,  presentle  dans  une  preceMente  scance 
par  M.  J.  A.  Van  Kelsen  de  Mnestricht  Cette  pile  revient  pour  le 
fond  a  la  wodification  apportee  par  M.  Faradav  a  la  pile  de  Wo  IIa- 
ston,  si  ce  n'est  que  M.  Van  Kelsen  emploie,  pour  separer  les 
cuivres  des  couples  successifs,  des  carreaux  de  verre  au  lieu  de 
papier  verni  dont  M.  Faraday  fait  usagc  daos  le  mdme  but.  En 
outre ,  M.  Van  Nelsen  a  adople  le  zinc  amalgame*.  Comme  les  re- 
sultats  qu'il  en  a  obtenus,  depuis  deux  ans  qu1il  en  fait  usoge, 
Boot  tres  satisfaisante,  et  que  cette  pile  produit,  ä  e'galite'  de  nature 
et  de  graudeur  des  eleuients,  des  effets  plus  e*uergiqucs  que  ceux 
que  Ton  obtient  des  piles  ordinairement  employee*,  il  ne  sera  nas 
«uns  utilite  d'en  donner  ici  la  description,  et  de  faire  connattre 
quelques -uns  de  ses  effets. 

Les  Clements,  cuivre  et  zinc,  sont  disposees  aiosi  que  nous  Pn- 
vons  dits,  comme  duus  la  combinaison  de  Wollaston;  c'est-ä-dire 
que  le  cuivre,  soude*  au  zinc  dans  cbaque  couple,  va  embrasser  le 
zinc  du  couple  suivant,  de  maniere  ä  etre  en  regard  avec,  les  deux 
faces  de  cette  plaque,  mais  saus  contact  avec  eile.  Elle  differe  de 
la  pile  de  Wollaston  en  ce  que  les  lames  metalliques  sont  beaucoup 
plus  rapprocbees  les  unes  des  autres  que  dans  cette  deruiere;  eile» 
ne  s'y  trouvent  qu'ä  deux  millimetres  de  distaace,  et  sont  mainte- 
nues  ainsi  par  des  morceaux  de  liege  ioterposc's  eq^-e  les  plaques 
de  zinc  et  Celles  de  cuivre,  tandis  que  les  plaquer  de  cuivre  des 
elements  consecutifs  sont  separees  par  des  carreaux  de  verre  de 
meine  Itendue  que  les  pluques.  Elle  se  distingue  encore  de  la  pile 
de  Wollaston  en  ce  que,,  au  lieu  de  faire  plonger  cbaque  paire 
dans  un  vase  particulier  contenant  de  liquide  acidull,  la  pile  entiere 
est  immergee  dans  une  seule  auge  continue,  sans  cloisons.  Tons 
les  couples  sont  placls  dans  une  espece  de  cadre  de  bois,  soigneu- 
scinent  verni,  «Uns  lequel  ils  sont  facilement  retenvs,  sans  qu'il  soit 
necessaire  de  les  aüncher  par  des  vis  ä  une  harre  de  bois,  ainsi 
qu'on  est  oblige*  de  le  faire  dans  la  combinaison  a  In  Wollastoo. 
Cette  dispositioo  präsente  encore  l'avaotage  de  faciliter  beaucoup 
le  desasseroblnge  des  Clements.  Les  couples,  reunis  dans  le  cadre, 
■Mit  descendus  tous>  a  la  fois  dann  le  liquide  acidule*  renferme*  duos 
Tauge;  on  ajoute  encore  que  les  lames  de  zinc  sont  amalgamee* 
avec  soin.  La  pile  que  l'outeur  eonstruisit,  il  j  a  deux  ans,  con- 
siste  en  19  couples,  dont  les  lames  de  ainc  out  Iii  centimetres  de 
longueur  sur  8  de  largeur.  Celles  de  cuivre  ont  la  meine  largeur 
sur  une  longueur  a  peu  pres  double,  pour  ae  rentier  autour  des  la- 
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mes  de  sine.  Elles  sont  souddes  aus  lames  de  sine  du  eouple  pr*. 
cedent  pnr  na  prolongement  Stroit 

Ce  petit  Instrument,  qui  n'a  qu'une  sectioa  horizontale  de  351 
centimetres  carres,  qui  ne  consomrae  que  peu  d'aeide  et  une  fort 
petite  quantite*  de  zinc,  produit  des  effets  tres  energiques.  Plön  gl 
dans  un  mllange  de  60  partics  en  volume  d'eau,  une  d'aeide  nitri- 

?|ue  et  autant  sulfnrique,  il  fuit  rougir  le  charbon  de  bois  avec  une 
umiere  dont  les  yeux  peuvent  diracilement  supporter  l'eclat.  IIa 
fil  de  fer  de  millimetre  dVpnisseur  sur  35  centimetres  de  lon- 
guenr rougit  sur  toute  son  &endue.  Quand  le  fil  n'a  oue  25  cen- 
timetres de  longueur,  il  acauiert  un  haut  degre*  d'iocandescence,  et 
ne  tarde  pas  a  etre  disperse  en  globules.  La  decomposition  de  Peau 
est  ope're'e  avec  une  tres  grande  rapid  ite\ 

Les  deux  batteries  galvaniques  que  Pauteur  a  construites  pour 
PUniversite*  Catholique,  d'apres  le  plan  de  Celle  ci-dessus  decrite, 
mais  sur  une  echelle  plus  grande,  offrent  des  effets  proporrionnes  ä 
lcurs  dimensions.  Celle  du  cabinet  de  physique  consiste  en  52 
couples,  dont  les  lames  de  zinc  ont  16J  centimetres  de  largeur  sur 
20  de  liauteur.  Par  son  moyen,  nn  fil  de  platine  de  <tf„  de  milli- 
metre d'^paisscur  sur  45  centimetres  de  longueur,  fnt  mis  en  inran- 
descence  avec  un  eclat  extraordinaire,  et  tomba  en  sept  morceaux 
aux  extre'mites  desquels  le  m&al  fondu  s'agglomera  en  boules.  Un 
fil  d'argent  de  dVpaisseur  sur  40  centimetres  de  longneur.  rou- 
git fortement  et  tomba  en  fragments.  Un  fil  de  fer  de  lmmy  22  d'e*- 
paisseur  sur  40  centimetres  de  longuenr  fut  porte*  rapi dement  a  la 
plus  vive  igaition,  et  se  rexJuisit  en  quatre  morceaux  dans  lesquels, 
en  plnsieurs  endroits,  le  fer  fondu  s'ltait  ramasse  en  gros  globules. 
Lors  de  cette  derniere  experience  la  batterie  avait  deja  travaille 
depuis  longtemps  et  Aait  tres  affaiblte.  An  dlbut,  on  avait,  afin 
d'exciter  une  Itincelle,  rapproebe'  jusqu'au  contact  les  deux  lames 
de  enivre  qui  servent  de  conduetenrs;  les  extremites  rapprochees  se 
souderent  incontinent  ensemble,  au  point  quMI  fallut  employer  un 
certain  eifert  paur  les  separer. 


In  den  Novit  Commentariis  Academiae  scieatiarum 
imperialis  Pe  tropol  i  taoae.  T.  XV.  p.  107  findet  mau  eine 
ziemlich  weitläufige  Abhandlung  von  Lexell,  welche  die  folgende 
Ueberscbrift  führt:  Solutio  problematis  algebraici  de  in- 
vestigatione  numerorum  continne  proportionalem,  quo- 
ru»  datur  summa  a  et  summa  quadratorum  6.  Im  Hingänge 
dieser  Abhandlung  meldet  Lexell,  dass  in  Sauoders  uns  Alge- 
bra sich  Auflosungen  von  Moivre  für  die  beiden  Fälle,  wenn  vier 
oder  fünf  Glieder  der  geometrischen  Reibe  gesucht  werden,  be- 
finden, und  dass  Maclau rin  in  seiner  Algebra  solutionis  quoddam 
speeimen  pro  illo  tantnm  casu  «juo  numerus  terminorum  est  impar 
gegeben,  dass  er  selbst  aber  die  Auflösung  des  allgemeinen  Pro- 
blems: quo  quaeruntur  numeri  quoteunque  continue  proportionales, 
datis  eorum  summa  et  summa  quadratorum,  nicht  sowohl  propter 
utilitatem  ex  hoc  problemate  redundantem,  sondern  vielmehr  propter 
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egregia  ista  calculi  subsidia,  quae  ad  eius  Solutionen!  requiruntur, 
unternommen  habe. 

Io  einem  in  meinen  Hüoden  befindlichen  Manoicript  bat  Jo- 
hann Friedrich  Pf  äff  sieb  die  folgende  noch  weit  allgemeiner« 
Aufgabe  vorgelegt: 

Wenn  die  Summe  a  von  fi  Gliedern  einer  geometri- 
schen Reihe  und  die  Summe  A  der  rten  Potenzen  dieser 
Glieder  gegeben  ist:  die  Reihe  zu  bestimmen,  d.  h.  ihr 
erstes  Glied  und  ihren  Exponenten  zu  finden; 
und  hat  zugleich  einige,  wie  es  mir  scheint,  sehr  bemerkenswerthe 
allgemeine  Gesichtspunkte  angegeben,  welche  zu  einer  zweckmässi- 
gen Auflösung  dieses  Problems  führen  können.  Indem  ich  den  Le- 
sern des  Archivs  Uber  die  von  Pfaff  aufgezeichneten  Bemerkungen 
im  Folgenden  einige  Mittheilungen  mache,  möchte  ich  mir  zugleich 
erlauben,  dieselben  zu  dem  Versuche  einer  vollständigen  Auflösung 
des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problems  auf  dem  von  dem  ge- 
nannten, der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  grossen  Mathe- 
matiker vor^ezeichneten  Wege,  und  zu  der  Mittheilung  derselben 
in  dem  Archive  aufzufordern. 

Bezeichnen  wir  mit  Pfaff  das  erste  Glied  der  gesuchten  Reibe 
mit      ihren  Exponenten  mit  y,  so  ist  die  gesuchte  Reihe 

x,  aryy  jcy*>  ay\  . . .  ary**-*; 

und  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  daher  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

M 1  +  y  -T-  y% + y '  -+- . . .  -H  y^1) = 

.»der 

Erhebt  man  die  beiden  Seiten  der  ersten  Gleichung  auf  die  rte  Po- 
tenz, und  dividirt  dann  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so 
erhält  man  die  folgende  bloss  noch  die  unbekannte  Grösse  y  ent- 
haltende Gleichung: 

K\—y>  '  \  -yt*r—  Ä» 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  "7"  =  ^  setzen, 

t      (1-yr)  :  (1-y) 
*l-y'      '{l—yf")  :  €f 
also  nach  einem  bekannten  Satze 

O-f-y-l-y'-f-.  .  .-f-**"-1)'-1  (l-f-y+yH-y»-»-...-f-yr-l) 
=  e\  1  -f-  y(*  -f-  yV  -f-  .  .  .  -f-  yO- »Wf 

oder 

-  0  -f-  y  -f- y  ■  -t- . . .  -f-  y-iK-i  ( 1  -t-  y  -f.  y •  -4- . . .  -f-  tr~ 1 )  I "~ 


Diese  Gleichung,  mittelst  welcher  der  gesuchte  Exponent  y  be- 
stimmt werden  muss,  ist  offenbar  vom  Grade  (r— 1)a*,  bat  aber 
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eine  Eigenschaft,  welche  es  möglich  macht,  sie  auf  einen  niedrigem 
Grad  zu  reduciren.  Bezeichnet  in  au  nämlich  die  Function  auf  der 
linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  im  Allgemeinen  durch  f{tf),  so 
dass  also  die  obige  Gleichung  die  Form 

erhält,  und  setzt  nun  ~  für  y,  so  wird  diese  Gleichung,  wie  mao 
nach  leichter  Rechnung  findet, 

Wcnu  aber  überhaupt  die  Function 
einer  Gleichung 

*W  =  0 

des  raten  Grades  die  Eigenschaft  hat.  dass  sie,  wenn  man  —  Tür  % 
setzt,  in  -~  Obergeht,  so  ist  jederzeit 

yfx=Hy  #  =  S&,  C=C,  u.  s.  w.; 

d.  h.  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Coefli- 
cienten  der  Gleichung  sind  einander  gleich,  welches  auf  folgende 
Art  leicht  im  Allgemeinen  bewiesen  werden  kann. 
Nach  der  Voraussetzung  ist  für  jedes  s 

Iß  ^s4"  •  •  *  "•"1?      T  a 

-f-  Ca"-'»  -+-  . . .  -f.  gz»  -r-  gz  -f-  81 
=  -  > 

und  folglich  für  jedes  s,  wenn  man  mit  %*  auf  beiden  Seiten  mul- 
tiplicirt, 

A  -4-  Bx  -+-  C»'  -h . . .  2  H-  SB»"-1  -f-  #3" 

=  3(  -h  92>*      dz»      .  . .  -h  Cx»-z+  ßz"  i  -f-  ^a«; 
also  nach  einem  bekannten  Satze 

-4  =  3,  /?  =  «>,  T=€,  u.  s.  w. 

wie  behauptet  wurde. 

Daher  hat  auch  unsere  obige  Gleicbuug,  aus  welcher  der  Ex- 
ponent y  bestimmt  werden  muss,  die  Eigenschaft,  dass  die  Coefti» 
cienten  der  vom  Anlange  und  Ende  gleich  weit  absiebenden  Glie- 
der einander  gleich  sind. 

Nun  hat  aber  schon  Euler  in  den  Commentariis  Acade« 
miae  scientiarnm  imperialis  Pctropolitaoae.  T.  VI.  (M.  s. 
auch  Leonhard  Kulers  Einleitung  in  die  Analysis  des  Un- 
endlichen. Aus  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Job. 
Andr.  Christ  Michelseu.  Tbl.  III.  Berlin.  1791.  S.  13)  ge- 
zeigt, dass  solche  Gleichungen,  in  denen  je  zwei  von  Anfange  und 
Ende  gleich  weit  abstehende  Glieder  gleiche  Coefficicnten  haben, 
sich  immer  vom  (2ra-|-l)sten  und  vom  traten  Grade  auf  den  raten 
herabbringen  lassen,  worüber  Folgendes  zu  bemerken  ist. 
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Wenn  die  Gleichung  zuerst  vom  (2*-4-l)iten  Grade  ist,  und 
-  also  im  Allgemeinen  die  Form 

hat,  so  kann  man  dieselbe  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 
A{x**+* H- 1)  -H  B(**-i  +  l\x  -T- . . .  -f-  K{%  -f- 1)*«  =0, 

•  ■ 

und  man  kann  also,  weil  bekanntlich  überhaupt 

~2"?\  "l~ 1  =  »*»  —        -f-  a2"~2  —  .   .  —  *  -h  1 
s  -t-  1 

ist,  in  die  Function  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
mit  x  +  1  ohne  Rest  dividiren,  wodurch  man  eine  Gleichung  des 
2*ten  Grades  erhalt,  in  welcher,  wie  sich  bei  näherer  Untersuchung 
zeigt,  noch  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehendeu 
Glieder  gleiche  Coefßcienten  haben.  Wenn  sich  also  zeigen  läset, 
dass  jede  Gleichung  des  2»ten  Grades,  in  welcher  die  vom  Anfange 
und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glieder  gleiche  Coefßcienten 
haben,  auf  den  atten  Grad  herabgebracht  werden  kann,  so  wird 
dies  auch  von  jeder  Gleichung  des  (2*+l)sten  Grades  von  der  jn 
Rede  stehenden  Beschaffenheit  bewiesen  sein. 

Um  aber  zu  zeigen,  dass  jede  Gleichung  de|  2*ten  Grades,  in 
welcher  die  vom  Anfange  und  Ende  gleich  weit  abstehenden  Glie- 
der gleiche  Coefficienten  haben,  auf  den  »ten  Grad  herangebracht 
werden  kann,  verfährt  Euler  a,  a.  0.  auf  folgende  Art. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Gleichung  des  vierten  Grades  - 

*«  +  ^»  +  Ä»'  +  ^  +  l  =  0, 
und  denken  uns  dieselbe  auf  die  Form 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet,  auf  die  Form 

**+(o  +  /?)*»  -r-(o#H- 2)** «+- («-*-/*)* -f-l=0 

gebracht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  beiden 
Gleichungen 

a-h/?  =  Ay  aß-^-2  =  B  oder  a  +  ß  —  J,  aß=B  —  H; 

und  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gleichungen  sind  folglich 
tt  und  ß  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  des  zweiten  Grades 

«•  —  Am  -\-  B  —  2  =  0, 

können  oUo  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  gefunden  werden. 
Hat  man  aber  auf  diese  Weise  a  und  ß  gefunden,  so  erbalt  man 
die  vier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten  Grades 
durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  des  zweiten  Grades 

**-*-«*-*-  1=0,  x*  +ßx-\-l  =0. 

Betrachten  wir  ferner  die  Gleichung  des  sechsten  Grades 

*c  -I-  Ax%  -H  Bx*  -f-  Cx*  -f-  Bx*     Ax+  1  =  0 

und  denken  uns  dieselbe  auf  die  Form 

(»*H-o*-r-l)  (*a-t-/S*-f-l)  (**-f-y*-f-l)  =  0 

oder  auf  die  Form 


< 
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+  (a+i?  +  y)a  +  l 

»  * 

gebracht,  so  haben  wir  zor  Bestimmung  voo  o,  /?,  y  die  drei  Glei- 
chungen 

oder 

a-H/J-f-y  =  ^,  aß  +  ay-hßr  —  ß  —  3,  aßy=C—M; 

und  a,  /?,  y  sind  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Glei- 
chungen die'  drei  Wurzeln  der  Gleichung  des  dritten  Grades  ' 

u .  _  Am*     [B  —  3)t»  —  C+  2J  =  0. 

Hat  man  aber  durch  Auflösung  dieser  Gleichung  o,  /?,  y  gefanden, 
so  erhält  man  die  sechs  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  des 
sechsten  Grades  durch  Auflösung  der  drei  folgenden  quadratischen 
Gleichungen  » 

a»  -f-aa-f- 1  =0,  s' -+-/?*  + 1  =  0,  x*        + 1  =0. 

Mehrere  Mittheilungen  zu  machen,  verbietet  jetzt  die  Beschränkt- 
heit des  Raums.  Dass  aber  die  vorhergehenden  Andeutungen  zu 
vielfachen  fernem  Entwicklungen  Veranlassung  geben  können, 
liegt  deutlich  vor  Augen.  Vorzüglich  würde  es  natürlich  auf  die 
Auffindung  allgemeiner  Gesetze  ankommen,  nnd  zwar  zunächst  auf 
eine  völlig  aligemeine  Entwicklung  der  Gleichung  des  »ten  Gra- 
des, durch  welche  bei  einer  gegebenen  Gleichung  des  2*ten  Grades 
die  Hülfsgrüsse  *  besimmt  wird.  Ohne  Beweis  giebt  Euler  a.  a. 
0.  die  Coefficienten  der  nenn  ersten  Glieder  dieser  Gleichung  auf 
folgende  Art  an: 

1;  -(7+{»-lM;  D - (» - 2)B  +  *!~f; 

m(m-»)  (n-6){n-7) 
1  •  2  •  3  •  4 

Auf  jeden  Fall  scheint  eine  neue  Untersuchung  dieses  Gegenstandes 
nnd  der  obigen  Aufgabe  über  die  geometrischen  Reiben  wünsch ens- 
werth  zu  sein.  G. 
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XXIII. 

Untersuchung  der  trigonometrischen  Relationen 
des  geradlinigen  Viereckes. 

Von  dem 

Herrn  Prof.  C.  A.  Bret  Schneider 

in  Gotha. 


*  1. 

Sind  io  einer  Ebene  vier  beliebige  Punkte  J,  By  C,  D  (Taf.  III. 
Fi*.  1.)  gegebeu,  von  denen  nie  mehr  als  zwei  in  derselben  Ge- 
raden liegen,  so  wird  der  Inbegriff*  der  sechs  geraden  Linien» 
welche  durch  diese  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  vollstän- 
diges Viereck  genannt,  und  die  gegebenen  Punkte  Haupt, 
ecken  desselben.  Je  zwei  jeuer  Geraden,  welche  keine  Haupt- 
ecke gemein  haben,  heissen  Gegenseiten  des  Viereckes,  ihr  von 
den  Hauptecken  verschiedener  Durchschnittspunkt  ein  zugeordne- 
ter Puukt,  und  der  in  dem  letzteren  von  den  beiden  Gegenseiten 
gebildete  Winkel  der  charakteristische  Winkel  dieser  Seiten. 
Es  hat  demnach  jedes  vollständige  Viereck  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten: AD  und  BCt  AB  und  CD,  und  AC  und  BD;  ferner  drei 
zugeordnete,  Punkte  E%  JF,  G\  und  drei  cbarakterische  Winkel:. 
JED,  AFB,  und  HGD.  Ferner  sollen  die  drei  Verbindu  ngsliuien 
je  zweier  der  zugeordneten  Punkte  zugeordnete  Seiten,  das 
von  ihnen  gebildete  Dreieck  zugeordnetes  Dreieck  und  die 
Winkel  des  letzteren  zugeordnete  WinkeL  genannt  werden, 
während  dagegen  die  durch  die  Hauptecken  gehenden  Geraden 
Hauptseiten  und  die  von  irgend  zweien  derselben  gebildeten 
Winkel  Hauptwinkel  heissen  mögen.  Zwischen  den  Haupt-  und 
zugeordneten  Punkten  oder  Ecken  findet  übrigens  der  wesentliche 
Unterschied  statt,  dass  in  den  ersteren  sieb  immer  drei  Hauptsei- 
ten, in  den  letzteren  dagegen  nur  zwei  derselben  schneiden. 

Verbindet  man  die  vier  Hauptecken  eines  vollständigen  Vierv 
eckes  durch  einen  stetigeo  Zug,  so  dass  keine  derselben  übergan- 
gen, aber  auch  keine  zwei  Mal  berührt  wird,  so  lassen  sich  da- 
durch, in  welcher  Ordnung  auch  diese  Punkte  auf  einander  folgen 
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mögen,  doch  immer  nur  zwei  Paare  von  Gegenseiten  beschreiben, 
während  dus  dritte  Paar  stets  ausfällt.  Kine  solche  vierseitige  Fi- 
gur nennt  man  eiu  einfaches  Viereck;  die  ,vier  durch  den  ste- 
tigen Zug  erhaltenen  Hauptseiten  werden  nun  speciell  Vierecks- 
seiten, das  nicht  erhaltene  Paar  der  Hauptseiten  dagegen  Dia- 
gonalen genannt.  Fndlich  heissen  die  vier,  von  je  zwei  Seiten 
des  einfachen  Viereckes  gebildeten,  Winkel  speciell  Vierecks- 
winkel; diejenigen  acht  Winkel  hingegen,  welche  von  einer  Dia- 
gonale und  einer  Vierecksseite  gebildet  werden,  mögen  die  Be- 
nennung Diagonalwinkel  erhalten. 

Die  vollständigen  Vierecke  zerfallen  nach  Verschiedenheit  der 
gegenseitigen  Lage  der  Häuptecken  in  zwei  wesentlich  verschiedene 
Classen.  Haben  nämlich  die  Hauptecken  eine  solche  Lage,  dass 
jede  derselben  ausserhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Drei- 
eckes  liegt,  (wie  dies  in  Taf.  III. Fig.  1.  der  Fall  ist,)  so  wird  der  eine 
der  zugeordneten  Punkte,  nämlich  E>  unmittelbar  durch  die 
zu  ihm  gehörigen  Hauptseiten  gebildet,  die  beiden  andern  dagegen, 
F  und  ir,  entstehen  erst  durch  die  Verlängerung  jeder  von  bei- 
den zu  ihnen  gehörigen  Hauptseiten,  oder  kürzer  ausgedrückt:  von 
den  zugeordneten  Punkten  liegt  nur  einer  innerhalb,  jeder  der 
beiden  anderen  ausserhalb  der  vier  Hauptecken.  Haben  dagegen 
die  letzteren  eine  solche  gegenseitige  I«age,  dass  eine  von  ihnen 
innerhalb  des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreieckes  liegt, 
(wie  dies  in  Taf.  III.  Fig.  2.  der  Fall  ist.)  so  muss,  um  die  zugeordneten 
Punkte  zu  erhalten,  von  jedem  Paare  Gegenseiten  nur  die  eine 
verlängert  werden,  so  dass  jeder  dieser  drei  Punkte  innerhalb 
zweier  Hauptecken,  aber  zugleich  auch  ausserhalb  der  beiden 
anderen  Hauptecken  liegt. 

Sucht  man  jetzt  die  sämmtliclien  einfachen  Vierecke  auf,  welche 
in  dem  vollständigen  Viereeke  der  ersten  Classe  enthalten  sind ,  so 
bekommt  mau  erstens  das  gewöhnliche  einfache  Viereck,  AßCDA, 
mit  vier  hohlen  Winkeln,  sodann  aber  zwei  sogenannte  über- 
schlagene  Vierecke,  ADBCA  und  ABDCA,  mit  zwei  hohlen 
und  zwei  erhabenen  Winkeln.  Diese  einfachen  Vierecke  sollen 
im  Folgenden  durch  die  Benennung:  einfache  Vierecke  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Form  unterschieden  werden.  Es 
ist  bekannt,  dass  die  Winkelsummc  in  den  Vierecken  der  ersten 
Form  4  Rechte,  in  denen  der  zweiten  und  dritten  Form  hingegen 
8  Rechte  beträgt. 

Werden  dagegen  auf  gleiche  Weise  die  einfachen  Vierecke  be- 
stimmt, welche  in  der  zweiten  Classe  der  vollständigen  Vierecke 
enthalten  sind,  so  werden  zwar  ebenfalls  ihrer  drei  gefunden, 
Aß  CDA,  ADBCA  uud  ABDCA\  allein  sie  sind  säramtlicb  nur 
von  einer  und  derselben  Form,  indem  jedes  von  ibnen  drei  hohle 
und  einen  erhabenen  Winkel  enthält.  Diese  neue  Form,  deren 
Winkelsumme  jederzeit  4  Rechte  beträgt,  soll  künftig  als  ein- 
faches Viereck  der  vierten  Form  bezeichnet  werden. 

'  Sollen  endlich  die  einfachen  Vierecke  nach  dem  Betrage  ihrer 
Winkclsunimea  von  einander  unterschieden  werden,  so  kann  mau 
die  der  ersten  nnd  vierten  Form  als  Vierecke  erster  Gattung, 
die  der  zweiten  und  dritten  Form  hingegen  als  Vierecke  zwei- 
ter Gattung  zusammenfassen. 
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Die  nachfolgenden  Untersuchungen  werden  sielt  ausschlieft*  - 
licli  auf  die  vollständigen  Vierecke  erster  Classe  gründeu,  und  so 
weit  sie  ein  einfaches  Viereck  in  Betrachtung  ziehen  müssen,  stets 
das  erster  form  zu  Grunde  legen.  Die  so  entwickelten  Formeln 
werden  theils  die  Vierecke  der  drei  übrigen  Formen  unmittelbar 
umfassen,  theils,  wo  dies  nicht  der  Fall  sein  sollte,  auf  diesel- 
ben leicht  übergetragen  werden  können.  Um  endlieh  die  Vor- 
zeichen in  den  Formeln  hiulänglich  bestimmen  zu  können,  soll  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Coustruktion  (Tuf.  III.  Fig.  I.)  die  Hnuptecke 
.4,  auf  deren  vorwärts  verlängerten  Schenkeln  die  zugeordneten 
Punkte  F  und  G  liegen,  als  erste  Ecke  angenommen  nnd  dabei 
festgesetzt  werden,  dass  die  Summe  der  Hauptwinkel  BAD  und 
BÜD  kleiner  als  2  Rechte  sei. 

f.  3. 

Alan  führe  nunmehr  folgende  Bezeichnung  ein:  1)  für  die  Sei- 
ten  und  ihre  Verlängerungen  und  Abschnitte: 

ADz=a,   FD  =  ati  =       GB  =  ä2 

ßC=at,  FCz=za%,  CD  =  6lf  GC=bt 

A€=  <r,  AEh=  c3 

BD  =  cl,  DE=ci 

2)  für  die  charakteristischen  Winkel: 

AFB  =r  A,  HGD  =  ü ,  AED=Cy 

3)  für  die  Hauptwinkel: 

BAD  =  (ab),    ADC—ipb^  CAD  =  (ac) 

BCD={at6l),  ABC=(ai6),  CBD  =  (atCl) 

u.  s.  w.  so  dass  jeder  Hauptwinkel  durch  die  ihn  cinschliessendeu 
Seiten  angedeutet  wird ; 

4)  für  die  zugeordneten  Seiten  und  Winkel: 

GE=a,       FE=ß,       FG  =  y 

GFE=  (ßy),  FÖEz=  (ay),  FEG  =  [aß). 

5)  Ferner  sollen  die  von  drei  Hauptecken  gebildeten  Dreiecke 
Hauptdreiecke  beissen  und  ihr  Flächeninhalt  in  nachstehender 
Weise  bezeichnet  werden: 

ABD=T,,  ACD=TS 

BCD=  T9,  ACB=  TA; 

dagegen  mögen  die  von  zwei  Hauptecken  und  einem  zugeordne- 
ten Punkte  gebildeten  Dreiecke  Nebendreiecke  heissen  und,  da 
es  ihrer  12  sind,  durch  ein  T  angedeutet  werden,  dem  die  Haupt- 
seite, auf  welcher  das  Dreieck  steht,  und  die  Nummer  des  zuge- 
ordneten Punktes  in  seiner  Spitze  beigesetzt  ist;  wobei  man  die 
Punkte  Ft  G,  E  beziehungsweise  als  ersten,  zweiten  und  dritten 
Punkt  betrachtet.    Demnach  wäre  z.  B. 

15* 
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AED  =  T»,  ABF=  7U,  BDG  =  TUt  u.  s.  w. 

6)  Den  Flächeninhalt  des  zugeordneten  Dreieckes  EFG  wollen 
wir  mit  A  bezeichnen;  dagegen  sollen  die  Flächeninhalte  der  in 
Taf.  III.  Fig.  1.  enthaltenen  einfachen  Vierecke 

AB CDA  =F,  ADBCA  =  F',  ABDCA  =  F" 

gesetzt  werden.    Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  und  Benenn un 
gen,  deren  Zweckmässigkeit  sich  durch  das  Nachfolgende  recht- 
fertigen wird,  können  nunmehr  die  trigonometrischen  Relationen 
des  vollständigen  Viereckes   leicht  und   übersichtlich  entwickelt 


f.  4. 

Jede  Hauptseite  gehört  als  Vierecksseite  zu  zwei  einfachen 
Vierecken,  und  als  Dreiecksseite  zu  zwei  Hauptdreiecken.  Nun  ist 
aber  aus  den  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie  und  Tetrago- 
nometrie  bekannt,  dass  jede  Seite  eines  geradlinigen  Dreiecks  gleich 
der  Summe  der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  beiden  ande- 
ren Dreiecksseiten,  und  dass  jede  Vierecksseite  gleich  der  Summe 
der  auf  sie  bezogenen  Projektionen  der  drei  übrigen  Viereckssei- 
ten ist,  gleichviel  von  welcher  Form  das  Viereck  ist;  also  wird 
zuvörderst: 
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Werden  diese  6  Gleichungen  beziehungsweise  mit  aaxM»xccx 
multiulicirt,  so  erhält  man  linker  Hand  die  Quadrate  der  Haupt- 
seiteu.  Je  zwei  derselben  addirt  und  mit  einer  entsprechenden  drit- 
ten verglichen  geben  die  Ausdrücke: 
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**  =6c  co%(6e)-\-ölcl  cos  (6,^)+ 66,  cos  B  —  cc,  cos 

=  fc +Cl*—UCl  cos  {6Cl)=ibt*  -f-,.»-26,c  cos  (6,c) 
«,a=6c,  cos  (6c,  )-f- 6, c  cos  (6,  c)  4- 66,  cos  B  —  ccl  cos  C. 

=  6»-|-c»_26c  cos  (6c)  =  6I»-f-cl»-26,cI  coi  (*,«,)/ 
6*  =  ac  cosfrtO  +  a.c,  cos  (ar.c,) -her,  cos  C—  aax  cos^l 

=  «'~hc,3  — 2*c,  cos (act)  =  —  2*,c  cos («,c)\ 

6,>=«c,  cos(<rc,)-l-a,r  cosfa.cj-l-cc,  cosC-aa,  cos^/ 

=  —  2<jrr  cos  (ac)  =  0,3 —  2«,^  cos  (<*,<:, )| 

r*   =  *6  cos  (a6) -fr  0,6,  cos  (ar,6,)  -f-a«,  cos  A^  00,  cos/?' 

=  o3  H-6,*  —  2*6,  cos  (^,)  =  <v>  *  -H 6*  —  2«,*  cos  («,6) 
^'=1*6,  cos  (a6,  6  cos  (or,  6) -f- aa,  cos^  —  66,  cos  Z? 

=  -2«6  cos(«6)  =  <r,a  -f-6,*  — 2a,6,  cos(a^,) 

Demnach  können  jede  zwei  Gegenseiten  auf  drei  verschiedene 
Arien  aus  vier  übrigen  Hauptseiteu  und  den  6  von  ihnen  gebilde- 
ten Hauptwinkeln  gefunden  Werden.  Führt  man  endlich  noch  drei 
Hülfsgrössen  S,d2ot  ein,  so  dass  man 

0*,'  =  6c  cos (6eH-6c,  cos  (6c,  H~6,c  cos  (6,«?H^i«i  cos  (6,c,)> 
oV=«c  cos  («c)H-«c,  cos  («c, )+»,  c  cos  («.cH-a,^  cos(a,c,)[  3. 
<?,' =a6  cos  (a6)+«6,  to*(atiy*~all,tQ%{al&}+at&l  coifa,*,)) 
hat,  so  ergiebt  sich  auch  noch: 

oV  =  6»-i-6,*  —  266,   cos  B  =  c*  +ci3  +  2ccl  cos  Cl 
oV  =  ca-4-c,*  --2CC,   cos  C=&a*  +  al*  +  2«al  cos  a\  4. 
©V  =«»  +  «,•  -2a«,  cos  y#=:6»-f-6,»H-266,  cos 

Die  geometrische  Herieutung  der  Hülfsgrössen  ö,dtdt  ergiebt 
»ich  sofort,  wenn  man  die  Ausdrücke  Nr.  4.  construirt.  Man  ziehe 
nämlich  Tuf.  III.  Fig. 3.  aus  der  Uanptecke  B  die  Gerade  BN&AC 
und  verbinde  D  und  A  durch  eine  Gerade,  so  ist  BA=S, .  Zieht 
man  ferner  aus  D  die  Gerade  £JM#AC  und  verbindet  B  und  ßf, 
so  wird  die  Gerade  BM=ö2;  und  macht  man  BP  Ifc  AD  und 
DPftAB  und  verbindet  C  uud  /*  so  ist  die  Gerade  CP=öV 
Diese  Construktiou  zeigt  erstens,  dusa  die  Hülfsgrössen  9l62dl  die 
doppelten  Vcrbindungslinieu  der  Mittelpunkte  je  zweier  Gegenseiten 
sind,  uud  zweiteus,  dass  sie  sich  sämmtlich  in  einem  unu  demsel- 
ben Punkte  schneiden  und  gegeuseitig  halbiren  müssen.  Bezeich- 
net man  von  deu  Winkeln,  welche  je  zwei  der  Linien  Sld3SJ  mit 
einander  an  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchscbnittspunkte  machen, 
diejenigen,  die  den  Seiten  a  6  c  gegenüberliegen,  beziehungsweise 
mit  (ö*,,)  (dls)  (<Jia),  so  hat  man  noch: 
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4a*  —  2o*,o\  «ort  (o%,) 

4A»=<r1»-r-öV -fc*,*,  cos  (cf,,) 

4c*  =  ö*. »  -f-       —  2o\ö\  cos  [S, ,) 
4«,*=:V+V+^,  cos  (<f„) 
zzzd^  +dt*-\-<ldldl  cos  (o*,,) 
4c,*  24,4,  cos  (ö*lt) 

Aus  den  bisher  gefundenen  Forniel o  ergeben  sich  nun  durch  zweck 
massige  Verbinduug  derselben  folgende  neue  Ausdrucke: 

+4»  ==1(0» +«,')) 

Demnach  ist  jn  jedem  vollständigen  Vierecke  die  doppelte  Summe 
der  Quadrate  zweier  Gegenseiten  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
der  doppelten  Verbindungslinien  zwischen  den  Mittelpunkten  der 
len  anderen  Paare  von  Gegenseiten. 
Unmittelbar  ergiebt  sich  hieraus: 

oV=  —  + 
<*,*  =     a'H-a,»  —  »*  —  ä.'  +  c'  +  c,' 
a*-t-«,*-M*-f-V  -c*  -c,3 
2(^H-^la  +  e'-*-^Ia)  =  2<ri'-r-  o\* -fc  <V 
%*  -f~  r,*-f- a* -*-«,*)=  *,»-r-Wt»-T-  <J 
2(«' -Ha, *-+-£*  +  £,')  =  *,*-+*2<F 
*  -+-  *i *  H- *=**  +  «i 1  -+-  £*  4-  4 , 1  H-  r*H-  r, * 


welches  die  bekannten  von  Euler  gefundenen  Siitzc  sind.  Tür 
die  verschiedenen  hier  vorkommenden  Winkel  ergeben  sich  fol- 
gende Ausdrücke: 

o%* —  <f,*  =  4aa,  cos  Ay  a,' —  a*=didt  cos  (<f«,)l 

=4**%  cos  ß,  bt>  -  cos  (<J,,)  8. 

o*,*  — =  4cc,   cos  C,  c,*  —  c*  =ö*,ö*,  cos  (ö*,a)J  v 

a'-T-a,*:^^»-!-*,*  —  cos  C=c"  «4-c,* -T-2M,  cos/fv 
£*  -\-bx *  =  c*-t- c,*  —  2««,  cos  ./=**-*-  2er,  cos  Cr 

c*  -i-c,*  ssa'-f-a,*  —  244,  WSÄrrÄ'  +  ^'  +  W,  cos/#|  " 
0  =        co«  cos  £t-\-ec,  cos  f*' 

Ferner  erhält  man  durch  Addition  von  (2)  und  (4)  und  gehörige 
Substitution  aus  (1)  die  Gletchnngen. 
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a*  -f-o*,*  =       -f-c*       24,  e,  cos  (£,c,) 

es *  H-  ct*  -+- Uc  cos  (fe) 
•  ,»■+-*,■==  **  -h  <?,»-*- 24,c    cos  (£tc) 

=  +  COS  (&>,)j 

-+-6V  j=c*  +«'  +2a,c1  cos  (a.c.) 


10. 


iac) 

6t*  -l-rf.'ssc,»  +a»  -f-2<W.    cos  (a,c) 

=  c*  -+■«,*  -+-2*e?,  cos  {tscx)\ 
c»   -+-(*,»  =  «»  -I- b"1  +  2*,*,  cos  («,£,)  , 

=  a,1  +  Ä,,  +  U   cos  [ab) 

c,*-l-öV=**  -t-V-4-2<*.£  cos  (a,o) 

=      +  cos 

Sind  daher  die  9  Geraden  aal66lecld^idt  gegeben,  so  lassen  sich 
aus  je  sechsen  von  ihnen  immer  zwei  Hauptwinkel  finden.  Sind 
die  nauptsciteti  allein  gegeben,  so  reichen  diese  hin,  alle  drei  cha- 
rakteristischen Winkel  zu  berechnen;  sollen  hingegen  die  4  Vier- 
eckswinkel irgend  eines  einfachen  Viereckes  gefunden  werden,  so 
muss  ausser  den  6  Hauptseiten  auch  noch  eine  der  Grössen  d  und 
zwar  diejenige  gegeben  sein,  welche  zu  den  Diagonalen  dieses 
Viereckes  gehört.    Demnach  ist  also  z.  B. 

cos  A  — 


-!/*», 

«*  -r-a,*  —  c*  —  c,» 

2**,  — 

4M, 

«r,»-ov 

cos  o  =r  ^77  >  =  :  — m  /  »*. 

cos  £=• 


und 

cos(«£)  =  ?"2-ZJ  K  cos(g/y,)=-'  ^  '  ^  

«,.(«,*,)=    ^  ^  ,  c, (.,6)=  '  ^  '  t  

U.  8.  W. 

f.  6. 

Neben  den  in  $.  4.  unter  Nr.  1.  zusammengestellten  Fundamen- 
talgleichungen giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine  zweite,  in  wel- 
cher die  Sinusse  der  Winkel  vorkommen,  ond  die  gewöhnlich  un- 
ter der  Form:  0=:ot  sin  sin  Q -+- p  sin  Jt  für  das  Viereck, 
und  m  sin  P=z  n  sin  Q  für  das  Dreieck,  dargestellt  wird.  Der 
Kürze  halber  sollen  im  Folgenden  beide  gleich  zusammengezogen 
werden;  dies  giebt  die  Ausdrücke: 
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aa\a(act)  =  b   sin  (bct)z=c  ain  C— «,  sin  (a.c,) 

=  c  lio  C-i,  sin 

a  sin  (<*c)  =£,  sio  (Ä1c)  =  <rl  aio  C— o,  sin 

sin  C-  h  sin 

»  sin         =  £    sin  (*,c)  =  A  sin  B -\-ax  sin 

=  £  sin  B-\-cx  sin 

a  sin  (*£)  :=  r,  sin  =  sin  /f-f-ar,  sin  (at£) 

r=  6,  sin  B-\-c    sin  (6c) 

6  sin         =  c   sin  (atc)  =  a  sin  ^-4-£,  sin  («»0,) 

=  0  sin  A-\~cx  sin 

£  sin  (ab)  =<?,  sin  (««;,)  =  «1  sin  A^bx  sin  («£,) 

=  fl,  sin  A-\-c   sin  {«*) 

Multiplicirt  man  diese  sechs  Gleichungen  ihrer  Ordnung  nach  mit 
den  Grössen  cxcbxbaxa,  so  erhält  man  durchgängig  die  Produkte 
je  zweier  Hauptseiten  in ,  den  Sinus  des  eingeschlossenen  HaupU 
oder  charakteristischen  Winkels.  Werden  daher  statt  dieser  Pro- 
dukte die  entsprechenden  Flächenräume  gesellt  und  zugleich  die 
Bezeichnungen 


r,  sin  A=:2F% 
bbx  sin  B=z2F'\  14. 
cex  sin  C=2F  ) 

eingeführt,  so  ergiebt  sich  bei  gehöriger  Vergleichung : 

F'  =  T,  —  T4  =  T,  —  TA  15. 
F"  =Tl —  Tuz=T4  —  T%) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar,  dass  die  Grössen 
FFF"  die  Flächeninhalte  der  einfachen  Vierecke  erster,  »weiter 
und  dritter  Form  sein  müssen,  und  ein  Blick  auf  Taf.  1U.  Fig.  9. 
giebt  unmittelbar: 

Dreieck  BCP  =  F"  =  jss,  sin  A  =  \dtd,  ain  (ö*,,)j 
Dreieck  DCP=  F'  ain  Ä  =  ^ö*,d,  ain  (<?,,)(  16. 

Dreieck  DBM=F  =  \ccx  sin  C=V*,ö\  sin  (o*,,)J 

Durch  gehörige  Verblödung  der  Ausdrücke  in  (14)  und  (15)  Gndet 
man  noch  die  Werthe: 

F  «f-  F'  =  T ,  -f-  T„  F  —         raH-  T4J 

T,  -f-  T4i  F  —F'=  T%  -f-  T,  j  17. 

in  gleichen 
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27\  =iF-\-F'  +  F" 
%T,  =  F-{-F'  —  F"i  {H 
2T4  =  F  —  F'  +  F"l   '  " 
IT^F  —  F'-F", 

Wie  wir  bisher  Relationen  zwischen  den  Seiten,  ingleichen 
zwischeu  den  verschiedenen  Flächenräumen  zusammengestellt  haben, 
so  lassen  sich  auch  Relationen  zwischen  den  verschiedenen  Win- 
keln augeben.    Zu  dem  Ende  setze  man: 

{ab)  =  *  J 

so  ist  zuvörderst  klar,  dass,  wenn  tf>^  180°  wird,  tp'  und  #"^0" 


i,  weshalb  denn  unter  allen  Umständen 

y-t-y/-t-y"r=180°  (20) 

ist.  Auch  zeigt  ein  Blick  auf  Taf.  III.  Fig.  1.,  dass  ift  die  Summe 
zweier  gegenüberliegender  Hauptwinkel  im  einfachen  Vierecke  der 
ersten  Form,  360° -f-^/  UDa*  300°-+-^"  hingegen  dasselbe  für  die 
einfachen  Vierecke  zweiter  und  dritter  Form  ist.  Mit  Hülfe  dieser 
drei  Winkel  nun  so  wie  der  drei  charakteristischen  Winkel  des 
Viereckes  können  alle  12  Hauptwiukel  uuf  folgende  Weise  ausge- 
drückt werden: 

{a6)  =  ±{ty  —  A+ß)  —  90° 
(a ,  b , )  =  •  (v/     A  —  B )  +  90  • 

(«*,)=:        +         +  ^  + 
iaib)  =  n0°-l(tp  +  A  +  B) 


21. 


=90°-*- 


-      (b ,  c, )  = « (/?-Hf?+V")  -  90» 
C-f-f%  ( fcr , ) = 90»  -r- C+y ) I 


22. 


=90°— 1{— A+C-Ht/),  (0,c)=9Oa~  \{B—  C+y") 

Bs  sind  daher  allgemein  in  jedem  einfachen  Vierecke  die  vier  Vier- 
eckswinkel bekannt,  wenn  die  Mumme  zweier  gegenüberliegender, 
und  die  beiden  zu  <Jen  Vierecksseiten  gehörigen  charakteristischen 
Winkel  gegeben  sind.  Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  lassen  sich  eine 
ungemein  grosse  Masse  von  Relationen  zwischen  deu  einzelnen 
Winkeln  des  vollständigen  Vierecke»  bilden.  Im  Folgenden  solleu 
einige  derselben  zusammengestellt  werden,  da  wir  sie  späterhin  in 
Anwendung  bringen  müssen. 


cos  {ab)  cos  (m ,  b ,  )-f-cos  {ab , )  cos  {a ,  4)=-4-cos  ip  —touA  cos  ß  \ 
< os cos (<*t£)  -r-cos(a,  6, )  cos  —  cos^l-f-cos  V  cos/?/  23. 

cos  {ad)  cos  {ab,)  -f-coa  {a ,  £  , )  cos  (« ,  £)=  +cos  J5P —  cos    cos  ^ ) 
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sin  (ab)  sin  (a, Ä.H-siu  (ab, )  s\n(a ,b\=  —cos  tp  -cos  ^  cos  Ä  j 
sin  (ab)  sin  («,£)  +sin  (*,*,)  sin («4,)=H-cos^-T-€osy  cos >  24. 
sin  («6)  sin  («£,)  -f-sin  (atbx)  sin  («9,4)=  —cos/?— cos  tj>  cos^/ J- 

cos  («£)  cos  (a/,) — cos  («£,)   cos  («,£)  =  — sin  ^  sin  B  \ 
cos  (*£)  cos  (a,b)  — cos  (a,b,)  cos  («£,)  =  —  sin  ^  sin  B)  25. 
cos  (a£)  cos  (ab,)  —cos  («,£,)  cos  («,£)=— sin  u>  sin 

u.  s.  w.    Nimmt  man  hingegen  linker  Hand  immer  nur  die  Hälf- 
ten der  Hauptwitikel,  so  wird: 

cos  {(ab)  cos  {(a,bt) —  cos  ^(ab,)   CDs  \(a,b) 

=  coa  {ip  —  sin  \A  cos  {B 

cos  {(ab)  cos  {(atb)  —cos  £(«,£,)  cos  j(a£,) 

3=  sin  {^l-r-cos  cos 

cos  {(ab)  cos  {(«£,)  —cos  {(a,bt)  cos 

=  cos  $B  —  cos       sin  ;  Jf 

siu  J(aA)  sin  J(«,^,> —  sin  {{ab,)   sin  i(«t*)  \ 

=scos  j^-J-SUI  {A  cos  {B 

sin  J(«A)  sin  ?{«r,6)  — sin  {(atbt)  sin  J(*^i) 

=  sin  J^-t-cos  {yt  cos  {B 

sin  «n  U^i)  — »,ü  {(at&i)  8*n 

=  cos  |Ä-f-cos  \y  sin  |^ 

cos         cosi(«lÄI)-f.cos](aÄ1)  cos  J  (*,£)  =  cos*;*  sinj/Tj 
cos  {(ab)  cos -4-cos  ;(«,£,)  cos i(<**,)  =  sin      sin  {ß\  28. 
cos  i(«£)  cos  {(abt)  -t-cos  j{at6,)  cos  j(a,6)  =  sin  ^  cos  j.4J 

u.  s.  w.  Wollte  man  olle  möglichen  Combinationen  der  vorliegen- 
den Gattung  unter  den  12  Hauptwinkeln  entwickeln,  so  würde  dies 
72  verschiedene  Systeme  von  Ausdrücken  geben,  deren  jedes  aus 
drei  einzelnen  Gleichungen  bestäude.  Es  lohnt  jedoch  nicht  der 
Mühe,  mehr  von  diesen  Formeln  hier  aufzuführen,  da  sie,  sobald 
man  ihrer  bedarf,  aus  den  Gleichungen  (21)  und  (22)  unmittelbar 
gefunden  werden  können. 

§■  8. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  nun  dazu  übergehen, 
andere  verstcktere  Relationen  zwischen  deu  Bestandteilen  des  voll- 
ständigen Viereckes  aufzusuchen,  zu  welchem  Bode  wir  folgendes 
trigonometrische  Theorem  vorausschicken,  das  wir  an  einem  anderen 
Orte  (M.  a.  Nr.  XIV.  im  2.  Hefte)  näher  entwickelt  und  begründet  haben. 
Sind  nämlich  A-mn  die  drei  Seiten,  KMN  die  ihnen  gegenüberliegen- 
den Winkel  und  0  der  Flächeninhalt  irgend  eines  beliebigen  Dreieckes. 
Und  werden  Tür  ein  anderes,  ebenfalls  ganz  beliebiges,  Dreieck  die- 
selben Grössen  beziehungsweise  mit  k,m,n,  K,M,N;®X  bezeichnet; 
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2B  =  *,«•  sin  K  cos  Mx  H-  kmx  cos  A',  sin  ilf 
—  kkx  sin      cos  iV,  -\-mmx  sin  AT  eos  AT, 

20,  =  *,*•  cos  AT  sin  üf,  •+-**•,  sin  AT,  cos  i¥ 
=        cos  iVsin  iff,  -f-  mm,  cos  AT  sin  A", 

f.  9. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  gestatten  nun  eine  unmittelbare 
Anwendung  auf  das  Viereck,  da  iu  diesem  jede  Hauptseite  aueb  zu 
zwei  Hauptdreiecken  gehört.  Setzt  man  daher  zuerst  =  *  und 
dann  cx  =*,  so  erhält  man: 

c*cx*  =  -f-  6*6X* — 2aaxbbt  cos  ip\ 

c*ft*=a*6%  -f-«^^,»  —  2aaxbbx  cos  ^\  32. 
=  -\-at%b*  —  2aaxbbx  cos 

e'ÖV=«9J»  +s1^»  +  ««sIW1  cos(^-r-Ä)j 
*,•*,»  =  •»*,•-+-«,"'"  H-fcw,^,  cosM  — 
c*9l -f-  &*6t%+2**tMt  cos 

=«'«,»+  ^.»H-W,^,  cos(y*  — /?)) 


34 


die  vier  Grössen  /,/,»Ji»J,  bestimmen  sich  durch  folgende  Glei- 
chungen: 

/,  *=a*-H» ,  *-r-2«m ,  cos  ( C+vr>=A'-f-Ä , «— 2££ ,  cos  (C—y") 
M-2*«,  cos  (C-t^r^H-Ä,  >-2M,  cos(C+y")j 
=ä»  -f-Ä»   -2*A    cos  [(&:)  —{ac)\ 

9.«  =••+*,»— cos  [(„*,)-(£,*,)) 

=  -2a,*   cos.  [(*?,)-(•,*,)!< 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Hiilfsgrössen  ist  folgende.  Denkt 
man  sich  (Taf.  III.  Fig.  4.)  in  dem  einfachen  Vierecke  aba,bt  die  bei- 
den  über  der  Diagonale  c  stehenden  Seiten  b  und  ax  mit  einander 
vertauscht,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ordnung 
aaxbbx.  In  diesem  ist  die  eine  Diagonale  c  unverändert  geblie- 
ben; statt  der  anderen  Diagonale  c,  aber  des  ursprünglichen  Vier- 
eckes ist  eine  neue  Diagonale  entstanden,  welche  gleich  fx  ist. 
Die  doppelte  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  beiden  Diago- 
nalen c  und  /,  ilt  dann  gleich  der  Grösse  rjx.  Hätte  man  dagegen 
in  Taf.  III.  Fig.  4.  die  -beiden  Seiten  axbx  über  der  Diagonale  cx  mit 
einander  vertauscht,  so  erhielte  man  ein  neues  Viereck  von  der  Ord- 
nung abbxax  und  in  diesem  würden  cx  und  f%  die  beiden  Diago- 
nalen und  7}2  die  doppelte  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  sein. 
Uebrigens  ist  klar,  dass  in  beiden  abgeänderten  Vierecken  die 
Grössen  F  und  tft  ihren  Werth  nicht  ändern.  —  Endlich  findet 
man  mittelst  des  Theorems  Nr.  30.  noch  die  Formeln: 
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<p\h  =(a+*t-{-b—bx  ){a+ox-b-\-bl){a  —  ax+b+bx)X 

X  <-/*-4-*,  +-b+l,x )  -8W, bbx 
=  IGF*  -\-üaaJ>bx  cos  ip  . 
=  ItyF'zfc:        -  N„«,/,£,  cos  M=j=  üf)  !  35 

=  I6(^V  -«■-)-  ^->-8..,^,  cos(,/-i-/*)| 
=  1^-^^-^'-^)  -  Wl  cos  M-  Ä) 

§.  10. 

Wendet  man  das  allgemeine  Theorem  auf  diejenigen  Haupt- 
dreiecke an,  welche  über  den  Seiten  b  und  bx  sieben,  d.  b.  setzt 
man  b  =  n  und  daun  bx  =  »,  so  bekommt  man: 

b*b*  =a*ax*  -f-  c»c, *  — 2aaxcc,  cos.fjr'i 
i'f.'ssaV  -+-«,*<•,*  —  2<r« ,«?«?,  cos  i^j  30. 
Ä,»r,a  =  —  S^ff.rr,  co«  «V» 

*W,*=«,ca  -t-a.'c,'      %iaxccx  cos  {J  —  C) 

bl*ät*=a'icx*  H-W.cc,  cos  (,/-i-C)(  tJ 

=  -+-  c'c," cos      —  r)| 

tV£*a  =  «*»i' ^c.'H-^ur.rr,  cos  (v#-r- O 

ex »=«'-4-«,  '-2™,  cos  (tH-Ä)=c»^-r, cos  {B—y") . 
?1'^,+«r,,~2««1  costy-Ä)«»-^.'-»-^*,  cos  (#+*>")  J 
C, »  =     -f-      -  2m   cos  [{ab)       (bc)]  f  ^ 

=  —  cos  [(Äc.)  H- («,£)!]  " 

2«,«?  cos  + 

=  «,*-+-<:*  —  2»,r    cos  f(«r,Ät) -f-  (bxc)\ 

?'ac=(«+ff,+c~fl)  («-+-«,— c-f-c.)  (a— a,-f-<?4-c,)X 

X(—  «-fr«.  -4-r-f-c,)—  8«#»,rc, 

:=         -fr- 8**  (rr,  cos 
=  liXFrfc Z1")*  —  aW.re,  cos  (i^f)  \  ^ 

Vertauscht  man  (Taf.  III.  Fig.  5.)  über  der  Diagonale  b  die  beiden 
Vierecksseiten  ax  und  r,  so  erhält  man  ein  neues  Viereck,  in 
welchem  b  und  ex  die  Diagonalen  und  £,  die  doppelte  Verbindangs- 
linie  zwischen  den  Mittelpunkten  der  letzteren  sind;  vertauscht  man 
dagegen  die  beiden  Seiten  ax  und  c,  über  der  Diagonale  //,,  so 
werden  bx  und  ez  die  neuen  Diagonalen,  und  £s  die  doppelte  Ver- 
bindungslinie zwischen  deren  Mittelpunkten. 
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* 

■ 

*.  l». 

Wendet  mau  endlich  das  allgemeine  Theorem  auf  die  Haupt- 
dreiecke über  den  Seiten  a  und  «r,  an,  so  ergeben  sich  für  a=« 
und  ax=n  die  Formeln: 

a*at*z=6*fit*-i-  c*cx^  —Vthxccx  cos  y"\ 

a*d*  z=bici  -f-A.V,»  —  V*6xccx  cos  ynAO. 

=  ~%bbxccx  cos 

«M,'  =  ÄV*  -t-£l*ct*-r-2//4l«'I  cos(#— C)l 
«.'«r.^^V.'  +  Ä.V  +  24/,,^,  cos  (Ä-r-f?)' 
4r*(l'=^,'+  cac,a -T-2M.ee,  cos(if  — C) 
=^,»-t-  eV^-f-^.ec,  cos  (Ä-f-  6*) 
//,'=c«-Hrls— 2cc,  cos(^H-V')=A'-t-^,*+2W1  cos(tt»— v4) 
//,»=<?*-!-<•,*— 2r<r,  cos(v#—  y*) =£'-+-/>,  M-2M,  cosfoH-^) 
* ,  *  =s  &*  -f-      —  2£c   cos  \{ac)  (al>)\ 

=  ^,t-f-r1* -2//,c,  cos  ((«?,) •+•(«*.)] 
«,»=Ä»  +  rl'-2^1  cos  ((*,£)  +  («,*,)] 

=  *,>+*'  -2//,c   cos  [(«r.c) 

Hier  entstehen  r/t  und  *,  auf  die  bekannte  Weise,  wenn  über  a  in 
Taf.  III.  Fig.  6.  die  Seiten  h  und  c,  vertauscht  werden;  hingegen 
erhält  man  die  Diagonale  #/,  und  die  Verbindungslinie  *a ,  wenn 
man  über  bx  die  Seiten  «,  und  cx  verwechselt.    Endlich  ist  noch: 

=  16/*" -T-8M.ee,  cos  «p" 
=  16(F± —  84Ä,ee,  cos  {B=pC) 

_  i^71^'  -'•>-*-  f  »<*''  ~  f  •*))'  -8M,<-<-,  cos  (B-C) 

\.  12. 

Von  den  gefundenen  Ausdrücken  wollen  wir  nun  zuerst  fol- 
gende zusammenstellen: 

<sr*<ar,*  =         H-e'e,*  —  2M,ee,  co« 

H-%r*c,*—  2aaxccx  cos  ^  [  44. 

cV,1  =  «'a, '  +  ä1^,  *  -2««, cos  u»  i 

Es  ist  demnach  in  jedem  einfachen  Vierecke  das  Quadrat  des 
Produktes  beider  Diagonalen  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  Produkte  je  zweier  Gegenseiten,  vermin- 
dert um  das  doppelte  Produkt  sämmtlicher  vier  Seiten 
in  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Gegenwinkel.  Dieser 
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Satz  bildet  den  Prolemäiseben  Lehrsatz  in  seiner  grüssten  Allge- 
meinheit; er  geht  in  den  letzteren  über,  wenn  ^=180°  wird,  wo 
dann  ^  =  <  =  0°  ist.   Ferner  ist: 

I6F3  =  («-f-g,-f-Ä— £,)  (o-H*  («— )X\ 

'  X( — <y-H»i  I  b  I  &x) — l^aalMl  cos* 

16/*»  =  (a+*l+c—ct)  (a-f-«1-r-H?,)  („—^-f^H-^Jx 

X(— <H-«i-f^H?,)--16««,^i  cos* 
16/"*  =  c+r.)  Ä.+c-f-cJX 

Xl-M.+e+c,)-!^,«,  cos» 

Demnach  ist  der  vierfache  Flächeninhalt  jedes  einfacheu 
Viereckes  gleich  der  Quadratwurzel  ans  einem  Unter- 
schiede, dessen  Minuendns  ans  dem  Produkte  der  vier 
Deberschüsse  je  dreier  Seiten  über  die  vierte  besteht, 
und  dessen  Subtrahendus  gleich  ist  dem  16fachen  Pro- 
dukte der  vier  Seiten  in  das  Quadrat  des  Cosinus  von 
der  halben  Summe  zweier  Gegenwinkel. 

Sind  daher  vier  Seiten  gegeben,  um  daraus  ein  einfucb.es  Vier* 
eck  zu  bilden,  so  wird  dies  den  griissten  oder  kleinsten  Flachen- 
raum erhalten,  wenn  es  beziehungsweise  ein  Sehnen viereck 
erster  oder  zweiter  Form  bildet. 

*  13. 

Die  Gleichungen  Nr.  44.  zeigen  ferner,  dass,  wenn  man  die 
Produkte  je  zweier  Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereckes  als 
die  Werthe  der  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  betrachtet,  als» 
dann  die  Winkel  tft  u/  tfr"  die  Winkel  dieses  Dreieckes  sein  müssen. 
Wendet  man  daher  auf  diese  Ausdrücke  die  bekannten  Transfor- 
mationen der  ebenen  Trigonometrie  an,  so  erhält  man  sogleich, 
wenn  zur  Abkürzung  gg, -f-4£,  H-cr»  =  'Iss ,  gesetzt  wird: 

aaxhbx  cos»  \y  =*#,  (#*,—  cc,)j 
<urlccl  cos*  Jtp'=##,  (**t — b6t)\  46. 
cos*  ^"=##,  (#s,  — aax)\ 

Ullg. . _ <«■-'"■)  <",-»■> 

tang   \tp—  „,  (w.-AA.)  /  *7- 

tang*  l^W"'"**1* 

cos        —  y>')  _  gg,  j 
sin  cc,      I  ^ 

sin        —  y/)        gg,  —  bbx  1 

cos  4v  W|  I 

Die  Gleichung  (46)  zeigt  übrigens,  dass  so  lange  nickt  10=180?* 
ist,  immer 
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ara,  -f-  bbx  >  ccl 
aax  -f-  cc^  >•  bbx  \  49. 
-f-  cc,  ^»aax 

sein  muss,  d.  b.  in  jedem  vollständigen  Vierecke  ist  die 
Sunne  der  Rechtecke  aus  je  zwei  Paaren  von  Gegensei- 
ten grösser  als  das  Rechteck  ans  dem  dritten  Paare  der- 
selben. —  Wir  wollen  ferner  den  Flächeninhalt  des  Dreieckes, 
welches  die  Grössen  aar,  bbx  ccx  su  Seiten  bat,  mit  E*  bezeich- 
nen und  E  die  excentrische  Fläche  des  Viereckes  nennen,  so 
man  für  dieselbe: 


E*=^aa>+bbx+ccx){aax+Mx— 

X(— aa ,  -\-bb ,  -\-<ci  ) 
dbÜfr — \aaxbbx  sin  u>= \maxccx  sin  t(t'  =  {6bxccl  sin  ip" 

_  t    a*a , »     a»a, » c'c, »    a*gx 8  »  —  c'c, » )  50. 

*  '  cot  y  H-  c°t  V'     cot  y"       *  "  cot  y  ^ 

— *  *  cot  y/  *  *  cot  y" 

Diese  Fläche  ist  positiv,  Noll,  oder  negativ,  je  nachdem  tp  klei- 
ner, gleich  oder  grösser  als  180*  ist.  Sie  drückt  demnach  ge- 
wiss ermaassen  die  Grösse  der  Abweichung  des  Viereckes  von  einem 
Sehnenviereck  aus,  weshalb  der  oben  für  sie  gewählte  Name  uiebt 
ganz  unpassend  sein  möchte.  Uebrigens  lässt  sieb  E  noch  auf 
mehrere  andere  Arten  ausdrücken.   So  erhält  man  z.  B. 

_«*,(*V-tfV)__  fct(A»-/t') 
8J^—  stTT^     —        sin  B       —        sin  C  _  51" 

oder  auch: 

E*  =  M«6  ■+■ ~h  cfty    (ab  +axbx-cfx) 

x^-M.  +  f/,)  {-«*+«,*,  +  <?/;) 

=  1V(arc  H-ajC, -T- (<«?  — 
=  Tf(^i+«i^  (flrC,-f-«,C  ~ 

X(«c,  —  «,c  -f-  (— a<?»  -f-«,c  -+- 

=  tv(&?  -Mi«i  -\-artx)    (bc  -4- ä,c,  —«</,) 

X(äc  —  blCl  +  adx)    (— -*-*,<?,  -v-«^i) 
=  ilf<^i  -Mi*  -v-««'A)  (^i+^i^  — 


52. 


Die  letztern  Gleichungen  zeigen,  dass  dos  Maass  der  Abweichung 
des  Viereckes  vom  Sennen  Vierecke  stets  dasselbe  bleibt,  wenn  man 
auch  über  irgend  einer  beliebigen  Hauptseite  zwei  andere  Uaupt- 
seiten  verwechselt;  so  dass  hiernach  eine  uud  dieselbe  excentrische 
Fläche  zu  neun  verschiedenen  Vierecken  gehört. 

16 
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$  14. 

Aus  den  in  den  vorletzten  drei  Paragraphen  gefundenen  Ans- 
drücken  können  nun  eine  ziemlseke  Zahl  anderer  abgeleitet  werden, 
von  deneu  indessen  nur  einige  beispielsweise  hier  Platz  linden  sollen. 


uiguizeci  oy  Vjüu 


24» 


57. 


=  —  UAl  costy— .4) 

«, '  -f-  #,*  =     -4-    *  -f-  2rc,  coi(^— 

=  —  SM,  cos  (?-*-^)] 

Ä»+C1*  =  c»  +  <?1»  +  2«ral  cos 

=  — 2«*,  cos  (ß  -  V^J 

V+C'sc'+f.H^,  cos 

=     +      —2cr,  cos  (#-f-T//"j 
«•+1,,=««  +  #I»+JM1  cos(C—^") 

=  ^  +  Ä,'-2flfll  cos  (C+VO 
ci»H-V=«'4-*,Ä  +  ^1  cos(C-f-*") 

=  £»-t-<V  — 2««,  cos(tf—  •/)■' 
Endlich  ist  auch  noch: 

16/**  =  \h*h, »  -  (        -f.  a, »  —  c*  —  <?,*)•  [  58. 

oder 

4F  =  (—     —  +        tang  tf) 

4/"  =  (    a*  H-  «,  •  -  c*  —  c, ')  tang  i?>  50. 
-       +c*  +  Cl*)  tang 
Andere  Ausdrücke  wie  z.  B. 

ldW=:  -Vt.'}«0. 

sind  zwar  nicht  ohne  Interesse,  führen  jedoch  auf  zu  specielle  Be- 
trachtungen, als  dass  wir  sie  hier  näher  erörtern  könnten. 

f.  15.  * 

Es  ist  nun  zunächst  noch  übrig,  das  zugeordnete  Dreieck  mit 
seinen  Seiten  und  Winkeln  zu  betrachten,  was  mit  Hülfe  des  all- 
gemeinen Ptolemäiscben  Lehrsatzes  auf  sehr  einfache  Weise  ge- 
schehen kann.  Zuvörderst  erhält  man  dureh  Anwendung  des  be- 
kannten Satzes,  dass  Dreiecke  von  gleichen  Höhen  sich  wie  ihre 
Grundlinien  verhalten,  die  Gleichungen: 


"i  —  **i  *  §1"  J 


C  — •  fit  =  c 


61. 


16 


"TV «  C.ZXZC 


F  , 

62. 
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und 

T 

«r,  =  a   .  -pp,  bx  3=  6  . 

Bemerkt  man  sodann,  das«  jede  zugeordnete  Seite  als  Diago- 
nale eines  einfachen  Viereckes  angesehen  werden  kann,  in  welchem 
die  von  ihr,  oder  ihrer  Verlängerung  geschnittene  Hauptseite  die 
andere  Diagonale  bildet,  so  giebt  das  Theorem  Nr.  44.  augenblick- 
lich folgende  Werthe: 

FF*a*<* 

=:6*c*  7V-h  ÄI»c1ir4*-+-2^I«r,T,»rf'  cos 

F»       «'  «* 

=  **r1,7',  7*4 *  +  U6tect  T, *  T, *  .cos  (Ä-f-C) 

=  a*6*  T,4  -f-  0, »//, »  T,  *  -4-  2*0, r, »  T,*  cos      -h  /?) 
F*F2c*  r* 

=zmH*TS  +  *S&%  TS  +  'btaMxTSTS  cos(^-  Ä) 

Diese  Gleichungen  gestatten  nun  eine  grosse  Masse  von  Umformun- 
gen.   Setzt  man  z.B.  in  den  beiden  obersten  2  Ta=Ä,c,  sin 
und  2T4  =  &c  sin  (fc),  und  lösst  F  und       nach  Nr.  16.  anf,  so 
fällt  der  gemeinschaftliche  Faktor  b%bx%c%et%  ganz  heraus  und  man 
bekommt: 

isin1  B  sina  C«Iaa»=sina  {b.c^T^      sina         T4a  1 

-§-2sin  (/y,r,)  sin  {bc)  TtT<  cos  (Z?  —  6')' 

isin'  B  sin*  C  *a  aa=sina  (btc)  7\«  +  8,V  (tV,)7,'      (  ' 

-*-2siu  (£,<?)   sin  (bc^T.T,  cos 

u.  s.  w.  Dann  könnte  man  auch  rechter  Hand  in  der  oberen  Glei- 
chung den  Faktor  «r,a  und  in  der  unteren  den  Faktor«2  aussehe!- 
den;  indessen  wurde  die  weitere  Verfolgung  dieser  Umformungen 
hier  zu  viel  Platz  einnehmen,  und  muss  daher  wegbleiben. 

Jede  zugeordnete  Seite  gehört  ferner  zu  4  Dreiecken,  welche' 
ihre  Endpunkte  und  eine  der  vier  Huuptecken  zu  Spitzen  haben. 
Dies  giebt  für  die  zugeordneten  Seiten  Ausdrücke  von  folgender  Form: 
FxFnu* 

=6*  F9T9*+ct*f**TS-Mcl  FFT,  T.siixK-ß+C+y^i 
=bt*F*TS+c*  F*Tt*-&t,c  FFT7T4  sin  \{B-CW)\  65. 
=*»  PT^+f1  F*Tt*-2bc  FFTt  T,  sin  l{B+V-y)\ 
=6t*F*  r,  a-f-r,        7V-2/,,r,  FFT,  7\  sin  {(  j?-i-£La-f ) 
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■ 

u.  s.  w.  Auch  diese  Gleichungen  lassen  benierkeuswertkc  Umfor- 
mungen su.  Setzt  man  z.  B.  in  der  ersten  derselben  2  7*,  = 
mxhx  sin  und  2T+  =  btc  sin  (axc),  so  erbalt  man: 


,          ,rsin»(g,6,)  «in»(«,c)  2sin  «in  (*,c)  cos  (Ac,)' 

'  — *»  1  sin»  #  sin»  C*  sin  B  «in  C  '( 

, .«in»  (q|6)  _^  sin»  (aiC,)  2»in  «in  (tf,ct)  cos  (6,cK  | 

— "»  <  sin2  B   ~*~  sin'  6'  sin  B  »in  C  ' 


67. 


Diese  Ausdrucke  würden  wichtig  sein,  wenn  es  gelange,  die  in 
den  Parenthesen  stehenden  Winkelaggregate  auf  irgend  eine  Weise 
bequem  zusammenzuziehen.  Mit  den  bis  jetzt  gefundenen  Formeln 
scheint  dies  jedoch  nicht  gelingen  zu  wollen.  —  Wichtiger  sind 
dagegen  die  Werthe,  welche  sich  durcli  Anwendung  dieses  Verfah- 
rens Tür  die  HaupUeiten  ergeben.    Für  diese  ist  nämlich: 

f***  =c»7,1»H-c,»r,1  —  Sttr.r.r,  cos  c\ 

,     r*m*  =£»T>*-M,»7\*-l-mi7\7\  cos  B\ 

F**;*  =  c*T%*  +  cl*T4*  —  2rc,T,T4  cos  ci 

.  JP»«1»  =  Ä»ra9H-Ä1»7'49-»-2WlT>r4  cos  ß) 

u.  s.  w.  Demnach  ist  jede  Hauptseite  des  vollständigen  Viereckes 
durch  ein  Paar  Gegenseiten ,  ihren  charakteristischen  Winkel  und 
die  zwei  über  der  gesuchten  Hauptseite  stehenden  Hauptdreiecke 
bestimmt.  —  Sucht  man  endlich  den  Flächenraum  des  zugeordne- 
ten Dreieckes,  so  hat  mau  zuvörderst: 

Dreieck  CG 'E '==  —  ^JF^ 
Dreieck  CFE  =  A/J  =  ^J§£* } 
Dreieck  CFG  = 


und. hieraus  sogleich: 
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Ausdrücke,  welche  hinsichtlich  ihrer  Kleganz  wohl  nichts  zu  wün- 
sclien  übrig  lassen.  Was  endlich  die  Winkel  des  zugeordneten 
Dreieckes  betrifft,  so  würden  sich  zwar  dieselben  aus  den  drei  Sei- 
ten desselben  in-  Verbindung  mit  dem  Flächeninhalte  A  ableiten 
lassen;  indessen  sind  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  sehr  weitläufig 
und  unbehülflich.  Da  wir  die  Werthe  dieser  Winkel  im  Folgenden 
auf  eine  andere  Weise  bestimmen  werden,  so  mögen  dieselben  vor 
der  Hand  ausfallen. 

§  16. 

Rs  bleibt  nur  noch  übrig:,  die  Aufgabe  zu  lösen:  aus  irgend 
fünf  von  einander  unabhängigen  Stücken  des  vollstän 
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digen  Vierecks  alle  in  dieser  Figur  vorkommenden  Sei- 
teö  und  Winkel  xu  bestimmen.  Die  Lösung  dieses  Problems 
wird  nns  eine  allgemeine  Tofel  von  Wertben  versebaffen,  wie  sie 
Carnot  in  seiner  Geometrie  der  Stellung  xu  entwickeln  verlongt, 
um  durch  Combinaüon  der  in  ibr  enthaltenen  Ausdrücke  jeden  be- 
liebigen Bestandteil  der  Coustruktiuu  in  seinen  Beziehungen  xu 
den  übrigen  Bestandteilen  übersehen  xu  können.  Als  die  tunt  ge- 
gebenen Bestimmungsstückß  mögen  im  Polgeuden  die  vier  ™scun,"e 
der  Hanptseiten  c  und  c,  zwischen  ihrem  xugeonlneteo  Punkte 
(Taf.lll  Fig.l.)  und  de«  vier  Hauptpunkten  ABLD,  und  der  xu- 
gehörige  charakteristische  Winkel  C  angenommen  werden.  Um  die 
Bezeichnung  ganx  unabhängig  zu  talten,  sollen  folgende  Benen- 
nungen eingeführt  werden: 

CEz=zp„  BE=9„  > 
Hiermit  wird  uun  sofort  erhalten  : 


aS^pS+tS-tprf*  cos  C,  c°9  C) 

-Ma  -h*,*  "*-eV  +  f.* )  J 

-••+m.1-#-*,  +  V==*G»i (7.  +  '/*)  co8  C  ' 

^.'rrr^^-r-y.yJ'-r-^^.-r-^r-V,^^^  * 
Ferner  ergiebt  sich: 

/>,=«   cos  {ac)    -4-7,  cos  cos  (U)    —  7,  cos 

=      cob  (atc)  cos  C=£,  cos  {b,c)  —qx  cos  75 

qx  =a   cos  («<?,)  -4-p,  cos  C=ä,  cos  cos  C 

7,=«,  cos  <•,«,)-*-•,  cos  C=Ä    cos  (/>r.)  cos  C 

Durch  gehörige  Verbindung  und  mit  Hülfe  von  Nr.  72.  findet  man 
hieraus: 

«*COS(«*)     =  <*,»- fi*.)-?.(*i-?s)  C0S  ° 


axht  cos        =  -v»)  cos  q 

«a,  co.  («*,)  =  (7,*  -/',/',)-</.(/'.  -/'») cos  H 

cos  =(ya»  -#»./»,)+ -T.)  <09  r) 


7t>. 


Digitized  by  Google 


248 

am,  sin  A=z[pxq%~  Pi7t)  8j0  c  j 
66 1  sin  ß  =  iPl7l  —  p%7%)  sin  r  f 

-ÄÄ,  co«/?  =  (pl^J-l-,/l7>)H_(;ii^iH_;,a^)  cog  c) 
sio  ^  =  (/>,  -f-^)  (y.-t-y,)  {ptp,-ql7i)  sin 

+  (PlP*+9t9t)  (P»— 7»)  COS 

aax  sin  =  0»,^  —  ql9%)  a\n  c  i 
**,  sin  y"=(plPt  —  9ig%)  ,in  ^  / 
aat  cos  -f.  ftf,)  CO»  C  (  7* 

W-  cos  ff"==(Pt9i  ~i~P*9t)~+-(PiPt  -h^i^a)  cos  C  ! 
Da  man  ferner 


78. 


A  —  f.  P*(9i+9*) 


findet,  so  ergiebt  sich  nunmehr  aus  den  Gleichungen  a*=£t*+p  * 
+  ™>/'3  "»  (V)  «•  J.  w.  nach  einigen  allerdings  ziemlich  weiV 
lauGgen  Reduktionen,  für  die  «geordneten  Spite»T 


■  « 
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Ausdrücke,  welche  durch  ihren  symi 
werth  sind.   Führt  man  die  Fläch« 
dieselben  in  folgende  über: 


einsehen  Bau  sehr 
eoraume  T  und  F  ein,  so  gehet 


F*  F'*a*  =e*  Tt  a  7y -♦-<:, »  7*,*  T^-f-icr,  T,  T,  T,  T4  cosffl 
=c»  T, »  r,»-H?, »  T%  *  r/— 2rc,  7*,  T,  T,  T4  cos  CT 

—  'UcxTl  T, r, T4(/*a  —  F"*)  cos  C) 

In  dieser  Form  bilden  die  vorstehenden  Gleichungen  eine  höchst 
wesentliche  Ergänzung  der  unter  Nr.  63.  und  65.  zusammengestell- 
ten Ausdrücke.  Denn  die  letzteren  lassen  die  zugeordneten  Seiten 
aus  zwei  Paaren  von  Gegenseiten  und  ihren  beiden  charakteristi- 
schen Winkeln  finden,  während  die  vorstehenden  Formeln  dieselbeu 
Grössen  durch  ein  Paar  Gegenseiten  und  dessen  charakteristischen 
Winkel  geben  (die  Dreieekfiächcn  T  natürlich  unberücksichtigt 
gelassen). 

LIebrigens  führt  der  Gebrauch  der  Flächen  T  und  F  statt  der 
Grössen  p  und  q  immer  M  bemerkenswert ben  Umformungen;  so 
geben  s.  B.  die  Gleichungen  (72) 

FF  =T,  T,  —  T9  TA  \ 

ff* =r,  r4  —  7\  r,  >  82/ 

FFn=T,T4 —  TtTJ 

Für  die  Winkel  des  zugeordneten  Dreieckes  findet  man  nun,  wenn 
gleich  die  Flächeu  T  und  F  eingeführt  werden: 

F*F  F"  aß  co*  (aß)  =  c*  T*  Tt*  —  c  ,*  Tt*  7V 
F*FnF'  ay  cos  (ay)  =  <?,*  Tt*  T4*{F+  F>) 

—  c%  Tt '  Tt*(/*  —      -h  2er,  T,  T%  Tt  T4F"  cos  6'}  83. 
F*F  F»*ßy  cos  (^)  =  cI*ri»r4'(/*-|-/v) 

-r-  c*  7\  *  T,^/*  —  /*)  —  2ec,  7\  T,  7\  T4/>  cos  C) 

Ferner  ergiebt  sieb  für  die  Winkel,  welche  die  Geraden  o,  0 
mit  einer  Uauptseite  machen,  wenn  man  in  Taf.  III.  Fig.  7.: 


CEO  =  {ac)  CEF=z(ßc)  AFG  = 

BEG  —  (acx)  DEF={ßcl)  BFG  —  {ymt)\ 

AGE  —  (ab)  AFE=z(ßa)  AGF=;(y6) 

DGE={a6t)  ßFEz^ißa,)  DGFz=ziy6t) 


84. 


setzt: 


FFu  cos  (ac)  =  c  7\  T,  H-  c,  7*,  T4  cos  C 
/"f\*  cos  (ac,)= r,  T17,4-f-o  T,  T,  cos  C 
F*Fu6  cos(o^)  =cari*T,-T-cl*T,r4a  1 

,+«r;rlr#(r;  +  rB)cp«  cl*1* 

f/^,  coa(a^1)  =  6'7,ir23-f-c1aTJ*T4 

+  cr,TJI7\<7\  +  7\)  cos  C 


Digitized  by  Google 


251 

FF"ß  cos  (ße)  =e  TtTt  —  c.T.T«  cos  C 
FF»ß  cos  (foJssc.T.T«  —  c  T,T,  cot  C 
F*F»ßa  cos  OS«)  urcT^T^-hc.'T,'^ 

— cc,  T,  T,(T,  +  T.)  cos  €7, 

frpm,  cos  (/*«,)  ==c»7\7v r,r4» 

-cc.T.T^T.-t-r,)  cos  C 
F>FFym  cosfr«)  =c,  >  T.»  7*4( T,- T,)4^>  T, •  Tt( Tt~ T4) 

-cc.r.r.iT^r.-^H-T.cr.-r.)!  cos  c 

F%FF'tßl  »  T,  7V(  Tt  -  7.)+c'  T%  Ts»( T,- T4) 

-cc,T,T4{  7,(7,-7,)+ 7\(T,~T4)|  co. 
F*FF"y6   cos(yÄ)  =c,*7, 7^(7,-7,)- c«  7,*  7,(7,-7«) 

,        t. 74{ 7,(  7,-7,)-7,(7,-74)|  co«  t 

F*FF*fhx  miO*,)»,»  7,'  74»(7»-  7,)-*  7,  7,»(7,-74) 
-cc.T.T.ir^T.-TJ-r^r.-TJ}  cos  C 

Ferner  setse  0140    "  \    '  »  « 

CHF=:(aa)     GPFz=(ßty  M8={rc) 
Gß/F=z(aax)    GQF=z(ß6t)  ESR 

so  wird  Qocb: 

F*F'a0  cos(ae)  =c»T,»Ta— c^T^T^cc,  7,  7,/*  cosC 
F*F**mt  eos  (00,  )=»*  7,  7,*— cx  *Tt  T4»-ccl  7,  7«/*  vo*C 

F*F'ßt  coatft)  =c*r1*r,-ü,»rlr4,-cclr1r4/' cos 

F*Fmßi,l  eo*{ß6,)=c'TtTa*-cl*Tt*T<'+<vtTtT$F  cm 

FFF"y  cos(yc)  =e  7,  7,(7,— 74)-c,  7,  74(7,-7.)  cos C 
F/*/*y  cosfyc,)»,  7,7,(7,-7,)-«;  7,  7,(7,-7«)  cos^ 

Setzt  bsd  endlich 

ME=a,    PE—ß,  8G~yti 

so  ergiebt  sich  alsbald  noch: 

aF      a         ßF  yF 


86. 


87. 


lax 


89. 


9«. 
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Hieraus  findet 

aF 

o-f-a,  =  ^ — =  also  a  :  a,=a-r-a,  :  o, 

ß  +  ß.=f¥jF'     -  ß  :  ß%=ß+ß,  :  ßt 

mithin  wird  im  vollständigen  Vierecke  jede  durch  swei  zuge- 
ordnete Punkte  gezogene  Gerede  von  diesen  Punkten 
und  ihren  Du  rchscb  nittspunkten  mit  dein  dritten  Paare 
der  Hauptseiten  harmonisch  getheilt.  Anf  ganz  gleiche 
Weise  findet  man: 

aT  6T* 


94. 


F—  F"        —  F-r 

M»=F-=3F>  BP—p—F"  iiS—rtrp^ 
BX=Z  f+f>  ö/>=3^+rp»  cä=j55^jfI 

woraus  sich  sofort  mit  Hülfe  von  Nr.  61.  und  62.  ergiebt,  dasa  im 
vollständigen  Viereck  ebenfalls  die  sechs  Hauptseiten  von  ein- 
ander selbst  und  den  drei  zugeordneten  Seiten  harmo- 
nisch getheilt  werden.  —  Mit  diesen  Ausdrücken  ist  nun  die 
im  Eingange  des  Paragraphen  gestellte  Aufgabe  vollständig  gelösst. 
Ks  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  wenn  die  hier  entwickel- 
ten Formeln  auf  die  Abschnitte  eines  anderen  Paares  von  (»egen- 
seiten  übertrafen  werden  sollen ,  von  diesen  Abschnitten  nur  das 
eine  Paar  positiv,  das  andere  hingegen  negativ  genoi 
den  muss. 


i 

i  ■ 


$  17. 


Von  den  Combinutionen,  welche  die  Formeln  des  vorigen  Pa- 
ragraphen zulassen ,  soll  nur  eine  einzige  hier  erwähnt  werden, 
die  sich  auf  das  Verhalten  der  excentrischeo  Fläche  des  Viereckes 
bezieht.    Ks  ist  nämlich  in  Nr.  78.  der  Ausdruck: 

< 

««.W,  sin  *  =  (/>,  -r-/»,)      -T-fr.)  —         »<n  C  d.  h. 

i 

gefunden  worden.  Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar,  daas  wenn  in 
einem  einfachen  Vierecke  die  Summe  zweier  Gcgeuwiukel  kleiner, 
gleich  oder  grösser  als  180°  igt,  der  (Jeberschuss  des  Rechteckes 
aus  den  Abschnitten  der  durch  die  Winkel  gehenden  Diagonale' 
über  das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  anderen  Diagonale  be- 
ziehungsweise positiv.  Null  oder  negativ  sein  muss.  —  Bildet  man 
zu  dem  vorstehenden  Ausdrucke  die  analogen,  so  erhält  man: 
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Demnach  verlialten  sich  in  jedem  vollständigen  Vier- 
ecke die  Unterschiede  der  Rechtecke  aus  den  Abschnit- 
ten je  zweier  Gegenseiten  umgekehrt  wie  die  Flächen- 
inhalte derjenigen  einfachen  Vierecke,  zu  denen  jene 
Gegenseiten  als  Diagonalen  gehören.  Hndlich  folgt  auch 
aus  Vorstehendem  noch  der  einfache  Satz:  dass  in  jedem  ein- 
fachen Vierecke  die  excentrische  Fläche  die  mittlere 
Proportional  fläche  zwischen  der  Fläche  des  Viereckes 
und  dem  Unterschiede  der  Rechtecke  aus  den  Abschnit- 
ten beider  Diagonalen  ist. 

f  18. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  der  bemerkenswertheren 
Fälle  zusammenzustellen,  in  welchen  ein  Viereck  durch  5  Stöcke 
vollständig  bestimmt  ist.  Zuerst  zeigen  die  Formeln  de«  f.  16. 
unmittelbar: 

1)  dass  ein  Viereck  durch  di«  vier  Abschnitte  eines 
Paares  Gegenseiten  und  deren  charakteristischen 
Winkel  vollständig  und  unzweideutig  bestimmt  ist. 

Die  blosse  Ansiebt  der  gedachten  Formeln  zeigt  aber  auch  fer- 
ner, dass  es  zur  vollständigen  Bestimmung  ebenfalls  hinreicht,  Wenn 
die  ganzen  Seiten  c  und  r,  mit  ihrem  charakteristischen  Winkel  C 
und  ausserdem  noch  ein  Dreieck  aus  jeder  der  beiden  Complexio- 
nen  T,  T%  und  T%  T4  gegeben  ist.  Denn  man  würde  zuerst 
2F=ccl  sin  C  und  dann  aus  den  Gleichungen  Fz=z  Tl  -f-  Tt 
—  7\  -\  I\  die  beiden  anderen  nicht  gegebenen  Hauptdreiecke 
berechnen,  aus  diesen  dann  nach  Nr.  15.  F'  und  F"  suchen  und 
hieraus  sodann  die  übrigen  Stücke  des  Viereckes  nach  den  For- 
meln des  $.  16.  bestimmen.   Demnach  ist 

2)  ein  Viereck  durch  ein  Paar  Gegenseiten,  deren  cha- 
rakteristischen Winkel  und  ein  über  jeder  der  ge- 

f ebenen  Seiten  liegendes  Hau ptd reiec k  vollstän- 
ig  bestimmt. 

Da  übrigens  nach  Nr.  18.  jedes  der  Hauptdreiecke  T  durch  die 
drei  Vierecksflächen  FF'F"  bestimmt  ist.  so  kann  man  auch  diese  als 

(fegeben  betrachten,  und  dann  eine  der  Grössen  e  und  c,  wegfallen 
assen,  indem  die  weggelassene  sich  aus  der  Gleichung  2/*  = 
cc.  sin  C  sofort  finden  lässt.    Demnach  ist  ferner 

3)  ein  Viereck  durch  die  Flächenräume  der  drei  in  ihm 
enthaltenen  einfachen  Vierecke,  eiue  Hauptseite 
und  deren  charakteristischen  Winkel  vollständig 
bestimmt. 

Wollte  man  im  vorliegenden  Fülle  statt  der  einen  Hnuntseite 
lieber  den  charakteristischen  Winkel  V  weglasseu,  so  würde  die 
Auflösung  zweideutig  sein,  da  C  aus  der  Gleichung  2/==rr,  sin  C 
bestimmt  werden  müsste.    Ferner  ist 
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4)  ein  Viereck  durch  zwei  Paare  von  Gegenseiten  und 
den  charakteristischen  Winkel  des  dritten  Paares 
vollständig  bestimmt  Wären  gegeben  aaxbbx  und  C, 
so  bat  man  zuvörderst  aus  Nr.  11.  und  47.: 

CCl  —  2cos  C  '  rttD«        ~~"       **,(## t  -ttr.)  8-  W 

Sind  hiermit  *,  ttf  und  ttV*  gefunden,  so  erhält  man  durch  Division 
von  (32)  durch  (34)  den  Werth: 

a  <f*6»H-<»i**i*—  Saw,^  cos  y> 

C  —    «»  -+-a,s -4-2äö,  cos  (C-f-^')' 

wodurch  sofort  auch  ct  gegeben  ist.   Wenn  aber  alle  6  Seiten  des 
vollständigen  Viereckes  bekannt  sind,  so  lindet  man  nach  Nr.  10. 
.  sofort  die  Winkel  A  und  B,  wodurch  wegen  Nr.  14.  auch  die 
Flächen  FFT'  bestimmt  sind,  mithin  die  Aufgabe  gelost  ist. 

Wären  dagegen  die  Grossen  aaxbbx  und  A  gegeben,  so  giebt 
die  Gleichung  Nr.  4.  zuerst 

b*,1  ==«*  +  <*,  *  —  2aal  cos  A  und 

cos  B  =  — — =tt  — 

worauf  man  aus  Nr.  34.  augenblicklich: 

<?*o*, *  =         +o,^, %  •\-%aaxbbl  cos  (A+B) 
cl*d>*=a*6t*  +  alH*  f^.M,  cos  (A  —  ß) 

findet    Eh  ist  daher  ganz  allgemein 

5)  ein  Viereck  aus  zwei  Paareu  von  Gegenseiten  und 
einem  ihrer  charakteristischen  Winkel  vollständig 
bestimmt 

Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  übrigens,  dass  statt  A 
auch  die  Grösse  ö*Ä  gegeben  sein  kann.  Ks  ist  nämlich  ganz  all- 
gemein auch 

fl)  ein  Viereck  durch  zwei  Paare  von  Gegenseiten  und 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  eines  der 
drei  Paare  vollständig  bestimmt 
Sind  6,  gegeben,  so  ist  nach  der  vorigen  Auflösung 

A  unmittelbar  durch  die  Gleichung  2aal  cos  ^  =  «* — o*,' 
bestimmt  und  die  Aufgabe  daher  auf  die  vorige  reducirt 

Ist  hingegen  statt  <T,  eine  der  Grössen  St  oder  St  gegeben, 
z.  B.  ö*,,  so  wird  nack  Nr.  4.: 

mithin  die  Aufgabe  gleichfalls  auf  die  vorhergehende  zurückge- 
bracht. 

7)  Ein  Viereck  ist  durch  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
vollständig  bestimmt,  wenn  zugleich  in  dem  von 
ihnen   gebildeten   einfachen   Vierecke  die  Summe 
zweier  Gegenwinkel  bekannt  ist. 
Ist  aaxhbx  und  tt»  bekannt,  so  hat  man  zuerst  aus  Nr.  48.: 

tang  iir-+)  =  Z\+%\  i<f 
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woraus  wegen  |(f  -fr-  *)  =  90  —  die  beiden  Winkel  *>"  und  ift' 
gefunden  werden;  dann  erhält  man  cct  durch  eine  der  Gleichungen: 

z  » ,  v       cos  {y>  ,  , .   sin  frv 

und  nun  aus  Nr.  11.  den  Winkel  C  aus  der  Gleichung  Zcct  cos  C 
sssA'-fr-Ä»*  —  «*  — «,'.    Ist  aber  einmal  C  gefunden,  so  lässt 
sieb  das  Andere  durch  die  Formeln  der  Aufgabe  4)  finden. 
8)  Sind  von  den  6  Stückep,  nämlich  den  drei  Recht- 
ecken je  zweier  Gegenseiten  und  den  drei  charak- 
teristischen Winkeln,  5  gegeben,  so  ist  das  Viereck 
dadurch  vollständig  bestimmt. 
Welches  von  den  genannten  6  Stücken  auch  fehlen  mag,  doch 
wird  es  immer  aus  der  Gleichung  Nr.  9. 

0  =  a«,  cos  A  +  Öb,  cos  B  +  cct  cos  C 

ohne  Zweideutigkeit  gefunden  werden  können.  Alsdann 
vörderst  die  Gleichungen  (47)  die  Werthe: 

••»8*  *»  =  '«,(»,-«,) 

und  die  Gleichungen  Nr.  14.: 

1F'=z*at  sin  A,   %F=zbbt  sin  Bt   %F=zccl  sin  C, 

endlich  mit  Hülfe  von  (18)  und  (22)  die  Formeln 

 (F-t-F-F)  

"       AÄj  cos  M—xft  +  A  +  B)  cos  ^-^-Hi?) 

  (F-j-F-t-F')  {F—F-^F") 


aax  cos  $(^-|-^-|_Z7)  cos  fr<^  —  J+if) 

(F-j-  F-+-F)  (F—  F  +  F") 
aax  cos       -|- C-f- V')  cos  i( — 


entwickelt,  aas  denen  «£c  und  folglich  auch  <r,£,c,  gefunden  wer- 
den können. 

9)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslinien 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  sweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  Winkel,  unter  denen  sich  diese  Linien 
schneiden,  vollständig  bestimmt 
Sind  rf.djd,  und  zwei  von  den  drei  Winkeln  (o*lt)  (Ö*IS)  (ö*„) 
gegeben,  s»  findet  man  zuvörderst  den  dritten  Winkel  aus  der 
Gleichung  (o^J+(o%t):=  180* -fr- (<?,,),  und  sodann  aus  Nr.  5. 
die  0  Hauptseiten,  womit  die  Aufgabe  als  ^e loset  anzusehen  ist. 
10)  Ein  Viereck  ist  durch  die  drei  Verbindungslinien 
zwischen  den  Mittelpunkten  je  sweier  Gegenseiten 
und  zwei  der  charakteristischen  Winkel  vollstän- 
dig bestimmt. 

Wären  also  öt6%6t  und  t.  B.  A  und  B  gegeben,  so  suche 
man  aus  Nr.  6.  und  Nr.  11. 

=     -fr- T(oV-fr-oV)  =  **-fr-V 


-^-  =  2o»,,    2cos  B  =***»  ' 


dann  wird: 
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(»  +  *,)'  cot  .4  =  oV  eoi»  »io'  M 

(«-oj«  coa\4  =  »V  cos»  j^-oV  «in»  M 
(Ä-r-Ä,)1  co»  ß  =  dt\  cos'  |Ä-o\'  sin'  *Ä 
{6—6,)*  cos  Ä  =  ©V  cos'  |Ä  —  V  «o'  4^ 

woraus  sich  sofort  die  Werthe  von  aax66x  ergeben  und  die  Auf- 
gabe demnach  als  gelöst  zu  betrachten  ist. 

11)  Ein  Viereck  ist  durch  die  vier  Seiten  eines  seiner 
einfachen  Vierecke  und  durch  einen  in  dem  letzte- 
ren liegenden  Viereckswinkel  vollständig  bestimmt. 

Sollte  man  z.  B.  aus  aalfjfjl  und  dem  Winkel  (a6)  das  Viereck 
bestimmen,  so  hätte  man  aus  Nr.  10.  und  Nr.  2.: 

c ,  *  =s  a*  H-  6*  —  2a6  cos  (a6) 
%ax6x  cos  («,£,)  =  »,*  -f-£,*  —  a*  ~-»6*  +2*6  cos  (aO) 

■ 

fände  hieraus  ?  =       -»-(«,  6,)  und  mit  diesem  Werthe  aus  (41) 

,      a's,»^^,»-^^,  cos  y* 
C  —        a*  +  b*—ah  cos  (a4) 

12)  Bin'  Viereck  ist  durch  drei  an  einander  liegende 
Hauptseitea  und  die  beiden  von  ihnen  eingeschlos- 
senen Hauptwinkel  bestimmt. 

Wären  also  z.  B.  die  drei  Seiten  6a6t  und  die  Huuptwiokel 
(*6)  und  (**,)  gegeben,  so  fände  man  aus  Nr.  2.: 

x  lC%*  Aa*  +  6*  -U6  cos(<r£)0 
e*  ^  a*      6t  »  -r  2a*,  cos  (a£,); 

alsdann  wäre  Ä  =  (a^)-f-(a^t)  und  aus  Nr.  9.: 

■ 

womit  die  Aufgabe  «Is  gelöst  zu  betrachten  ist. 

Es  mag  an  diesen  Aufgaben  genügen,  da  aus  ihnen  zu*  Genüge 
erbellt,  wie  man  in  ähnlichen  Fallen  zu  verfahren  haben  wird.  Im« 
mer  wird  es  möglich  sein,  eine  solche  Combination  der  gefunde- 
nen Formeln  abzugeben,  dass  des  Viereck  aus  fünf  unabhängigen 
Stücken  sich  bestimmen  lässt,  dafern  nur  eine  solche  Bestimmung 
überhaupt  stattfinden  kann.  —  Uebrigens  ist  jedoch  zu  bemerken, 
dass  in  allen  den  Fällen,  in  welchen  die  Grösse  tp  durch  eine  tri- 
gonometrische Punktion  gefunden  wird,  wie  dies  z.  B.  in  der  4ten 
und  8ten  Aufgabe  der  Fall  war,  die  Auflösung  nor  dann  wirklich 

bestimmt  ist,  wenn  sich  anderswoher  entscheiden  lässt,  ob  tft^  180° 

ist.  Kann  eine  solche  Entscheidung  nicht  erhalten  werden,  s»  thun 
in  der  Tbat  immer  zwei  Vierecke  der  Aufgabe  Genüge. 

§  1».  , 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  gefundenen^  allgemeinen  Formeln 
noch  auf  das  Sehnenviereck  anwenden.  Da  in  diesem  bekanntlich 
^r=180?,  tti'  =  v>*  =  0°  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass: 
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* 

(*c)  =  («,  c , )  ss  90»  -  HA  -+-  C) 
<«*,)  =  («,')  =90°-i(-^-f-C)] 
(6cj  =  (6,*, )  =  \(B  -t-  C)  -  90< 
(6*. )  =  (6,c)  =  90»  -  i(/f  —  C)i 

(«6)  =  180»  -  („.6J  =       -  A)\ 
(•*,)  =  180« =KÄ-f-^); 

wird;  folglich  geben  die  Gleichungen  34,  38  und  42,  wenn  man 
statt  der  jetzt  gleich  werdenden  Grössen  /,  und  /„  e.  und 

**,  und      bloss  die  Zeichen/««/  ohne  Index  schreibt: 

■  * 

2««,  cos  +        _266,  cos 

e»  =  c» -r-^,»  H- 2pc,  cos /?  =  «'  + «,'+2*«,  cos  ß\  OT. 
d*z=b*  +  bt*  —  Ubt  cos  A=  c*  -+-c,*  —  2rc,  cos  ^1 

Demnach  gehören  zu  jedem  einfachen  Sehnenvierecke  drei  Diago- 
nalen, von  denen  zwei  unmittelbar  durch  die  Figur,  die  dritte 
hingegen  dann  gefunden  werden,  wenn  man  irgend  zwei  belie- 
bige neben  einander  liegende  Seiten  des  Viereckes  mit  einander 
vertauscht.    Ferner  wird  aus  (32)  erhalten: 

ccx  =aat  -f-  66, 

cf  =  ab  -t-«,6i 
-f-  0,6 

d.  h.  in  jedem  einfachen  Sehnen viereck  erster  Form  ist 
das  Rechteck  aus  beiden  Diagonalen  gleich  der  Summe 
der  Rechtecke  aus  je  zweien  der  Gegenseiten.  Kben  so 
findet  man  ans  Nr.  36.  und  40.,  unter  der  Voraussetzung-  das« 
a>a,  und  6>6,:  ' 

66,  =  <rc, — sa„    aa  x  =  ccx — 66,  \ 

be  =  ac  — a.c,»  ad  =  bc  — 61c,)99. 

bxe=zacx  —  axc,    ald=bcl—blc  / 

<L  b.  in  jedem  Sehnenviereck  zweiter  oder  dritter  Form 
ist  das  Rechteck  aus  beiden  Diagonalen  gleich  dem 
Ueberschusse  des  Rechteckes  aus  beiden  sich  schneiden- 
den Seiten  über  das  Rechteck  aus  beiden  sich  nicht 
schneidenden  Seiten.    Endlich  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

2#  =«  +  „,-+.6  +  6,) 

=a-+-ax+c-+-cx)  100. 

2*"=6-+-6I  -+-c-t-cx) 

schreibt;  nach  Nr.  45. 

F^  =  {*  —  «)  (*  —  «,)  (#  —6)  (*  —6.) 
r*  =  V  —  «)  (*'—«,)(*'—*)  {f  -Cx)-~aaxcc ,(  101. 

*"*  =  («"  -     V  -    )  K  -  c)  K  -  r, )  -  66,  cc / 
■II.  ^ 
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Durch  schickliche  Verbindungen  der  Uleichimg/ea  W  nndet  man 
ferner: 

M.+^+^H-^.+M  +  ff,^.  -=ccx+cf-)rcj.  .  102. 
d  h  die  Summe  der  sechs  Rechtecke  aas  je  xweien  Sei- 
ten eines  einfachen  Sehnenviereckes  erster  Form  ist 
gleich  der  Summe  der  drei  Rechtecke  aus  je  xweien  sei- 
ner drei  Diagonalen. 

,      (a*t+bhx)  («*-+-*,*»)    f  —  »  + 
*•  =  abx+*xb         '  cx-  abx+*M 

(aot+bbx)  (abx+*&    c_      aa^bbA  m 

— «i^>r  ' 

c»Cl»/'  =  («fl,+M,)  M-h«A) 
/(c±c,)  =  (a±«,)  (*  =*=*,)  j  1M 

r,(c=b/)  =(«=tÄ) 

Die  Gleichungen  (103)  lassen  sich  auch  als  unmittelbares  Brgeboiss 
der  Formeln  (53)  und  (54)  betrachten.  Auf  die  nehtuhge  Weise 
kann  nun  auch  jede  Seite  des  Vierecks  bestimmt  werden.  Denn 
nach  (99.)  ist: 

(cc,  -AM  {he-btcx)      . ,      («r,~gg,)(«c-g.g.)  j 
«*  =  Ä^A.c         •  acx—*xc  I  1(>5 

_      (cc,  -bbt)  (bcx-btc)    .  t      (cet  {mex  -gt*U 

= —     fcr-a.c,         '     1   ~~*  ac-a>Ci  ' 

ingleichen : 

«       hc  —  bxcx     b         ac  —  axcx  10fi 

ö,         ÄC(  —  A,C     O,         «C»  —  «,C 

a.  s.  w.  Ferner  ist  nach  Nr.  2.  auch 

—  -h #r,*  —     -h      =2(oä  cos  (a,Ä|)  j 

=  2c/  cos  («AU  1W 

—  <*•-*- **  —  *i,=2(a*i  -fr-«,*)   cos  («,£)  1 

=  2c,/cob  (*,*)  J 

und  hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  Nr.  11.  sofort,  das»  die 
Durchschnittswiukel  der  Diagonalen  cf  und  ej  nothweudig  resp. 
gleich  («/,)  und  («,£)  sein  müssen.  Es  ergiebt  sieh  demnach 
auch  wegen  Nr.  96.  und  Nr.  11.: 

— *«.,-(-».)  —tn" 


Di 
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und  hieraus  auf  bekannte  Weise  die  Formeln 

,i0,lC      „ («-*)(-*■>,  co,..c      =  <~.)j«-.,) 

ingleichen. 

tang«  ^-^«Q^j 

a    y  —  (#—  a)  (*  —  «,) 

Zugleich  aber  ist  auch,  wenn  man  den  Halbmesser  des  dem  Vier- 
eck umgeschriebenen  Kreises  Jt  nennt, 

2F=W,  sin  Cr=c/sin        —  J)  =  clf  sin  J(#-f-^) 

o          /    gi    g*    f£i/ 

—  2sin  C      2sin  4<Ä— ^1)       2sin  \(B+A)        4/"       >  Hl. 

— »r    (,_a)  (s-a.)  (s-AJ 

Rs  verhalten  sich  demnach  die  drei  Diagonalen  des  ein- 
fachen Sehnenriereckes,  wie  die  Sinus  der  in  den  zage- 
hörigen Kreisabschnitten  liegenden  Peripheriewinkel, 
oder  wie  die  Sinus  der  Winkel,  unter  denen  sich  die 
beiden  anderen  Diagonalen  schneiden.  —  Zugleich  ist 
auch  das  rechtwink  liehe  Prisma,  das  den  Flächeninhalt 
des  Viereckes  sur  Grandflache  und  den  Radius  des  um- 
schriebenen Kreises  zur  Höhe  hat,  gleich  dem  vierten 
Theile  des  rechtwinklichen  Parall  elepipedums  aus  den 
drei  Diagonalen  desselben. 

Durch  einfache  Multiplicatioo  findet  man  aus  109. 

sin  ±{B  —  A)  sin       +    s  —  a 

sin  &  ~~  / 

cos  j(B  —  A)  co»t(B+A)^  *  — «, 

sin  IC  ~~  f 

sin  UB+A}  cos  j(B~-J)__ 

cos  IC  f 
cos  #B+A)  sin  \(B  —  A)__  s^ö 

cos  JC  f 

u.  s.  w.  woraus  unmittelbar  auch: 

sin  \B       g-f-a,    cos  \B       a  —  at 

wTlir*2      7    '   vin  1#7  —  / 


112. 


cVfc    /  '  sm  ic~~~r~ 

sin  ^        b  —  bx     cos  — j—  ^>  j 

cos  f    »    sin  \C  ~  , 


113. 
17* 


26« 

uud: 

t.Dg  \B  taug  ir=^^ 

~     b  —  b. 
tang  f-i  taug  |C=^^ 

folgt    Feroer  ergiebt  sich: 


—  «.  f 

114. 


4»io  sin  k(B-A)  cos  *CJ 

 '  — «t  f 

~"  4cos  i(ff  -f-  A)  cos       -  ^)  cos 

 $~b  1 

—  4cos  ÜB  +  A)  sin  sin  \C\ 

—  4sin  \{B  +  A)  cos  \{B  —  A)  sin  \C] 

Es  ist  ganz  unverkennbar,  dass  die  Formeln  von  Nr.  108.  bis 
115.  das  Analo^on  zu  den  Formeln  für  das  geradlinige  Dreieck 
bilden.  Trotz  ihrer  grossen  Einfachheit  und  Eleganz  scheinen  sie 
doch  bis  jetzt  noch  gar  nicht  gekannt  zu  sein,  weshalb  die  aus- 
fuhrliche Mittheilung  derselben  hier  nicht  am  unrechten  Platze  sein 
möchte.  Die  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Sehnen- 
vierecke aber  noch  weiter  zu  treiben  dürfte  kaum  der  Mühe  loh* 
nen;  die  gehörige  Verbindung  der  hier  entwickelten  Formeln  wird 
fast  immer  hinreichen,  jede  verlangte  Untersuchung  zu  Ende  zn 
führen.  Nur  folgende  Ausdrücke  mögen  hier  noch  Platz  fioden, 
da  sie  bei  vorzunehmenden  Transformationen  gute  Dienste  leisten: 

0=aa,  cos|(zl-r-C)cosi(^— Cy+-bbt  co*l{B-*-C)coi^{ß-C)\ 
0=aOl  sinj(#-l-y#)  sin|(Ä-^)-4-c<:(  cos|(Ä-i-C)  co*{(B-  C)\  116 
Q=bbt  sini(/?-M)sinJ(i?-^)— cc,  cos{(^h-C)cos|(^-C)J 

Mit  ihrer  Hülfe  findet  man  für  den  Flächenraum  D  des  von  dei 
drei  Diagonalen  gebildeten  Dreieckes  die  merkwürdige  Gleichung: 

D*-F*=R*  sin  (A+C)  sin  (B+C)  sin  {C—A)  sin  (B~-C)  111, 

§.  20. 

Endlich  sind  noch  die  Werthe  zu  bemerken,  welche  beim  Seb- 
nenviereck  für  die  einzelnen  Bestandteile  des  zugeordneten 
eckes  erhalten  werden.   Man  findet  zuvörderst  aus  Nr.  64. : 

_     •    q  cos'  j{B  +  C)  _  »  a,  cos1  ±(B—C) 
a  —  °*  •  a,  Sin  B  sin  C  ~0'    a  sin  B  sin  C 

A     b  cos»  \{C+A)      ,  o,  cos'  \{C-A)  (  11f? 

p  —  °*  '  bl  sin  A  sin  C  —  °*    h  sin  A  sin  C     \  110, 

  ♦     e  sina  HB—A)   ct  sin»  j(B-t-A)\ 

r       »  '  c,  sin  A  sin  B        *  '    c  sin  A  sin  /?  ' 

also  auch: 
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.     co«  j(B  +  C)  cos  \{B  —  C)\ 
*  —  01  '  sin  B  sin  C 

■  a  •  cos  \(C+A)  cos  M—A)\  no 
P  =  d»'  sin  A  sin  V   119 

 ,     sin  #B  +  A\  sin  l(B-A)* 

'  =  *»•  sin  -/  sin  B  

Ferner  wird  nach  Nr.  69. : 

.   aaxbbx    sin»  j(A  +  B)  sin»  \{B  —  A) 

**        eet    '  sin  A  sin  B  an  C  1 


_  ^Vc»     cos'  4(Z?-f-C)  cos*  \{B  —  C)\ 

oax    "  ^      sin  A  sin  B  sin  C 

 *axccy    cos»  |(C cos»  \{C~A)\ 

sin  B  sin  C 

woraus  denn  mit  Hülfe  von  116.  sogleich: 


120. 


1FF 

—  Z2FFF" 

_  Acf,  V,»«f,» 

2FF" 

32FF-F" 

AF 

.._A^ia«fs?*s" 

/  —  *    •  2F"F" — 32FF'F" 

sin  («/?)  =  ^-  =  md  (d,,) 

•io  («>0  =  ^r  =  sin  (o\.)  122. 

sin  (fr)  =  ^  =  sin  (d, , ) 

folgt.    Mun  erhält  dadurch  unmittelbar  den  merkwürdigen  Satt: 

(aß)  =  {di7)  j  '  ■      .  ■  ' 

(«r)=  180  -(o\.)  123. 

(fr)=180-(o\,)) 

so  dass  im  Sehnenvierecke  die  zugeordneten  Winkel  unmittelbar 
aus  den  Winkeln  gefunden  werden  können,  unter  denen  sich  je 
zwei  Verbindungslinien  zwischen  den  Mittelpunkten  der  Gegensei- 
ten schneiden. 

Wie  nun  im  Vorstehenden  die  allgemeinen  Formeln  auf  das 
Seimenviereck  angewendet  worden  sind,  so  könnte  das  auch  in  Be- 
zug auf  das  Taugentenviereck  geschehen.  Indessen  würde  dadurch 
theils  die  gegenwartige  Untersuchung  allzuweit  ausgedehnt  werden, 
tbeils  erfordert  das  Tangentenviereck  noch  eigentümliche,  von  den 
bisher  geführten,  ziemlich  abweichende  Erörterungen.  Ich  spare 
daher  diesen  Gegenstand  für  eine  andere  Zeit  auf,  wo  ich  dann 
zugleich  auch  die  Eigenschaften  der  vier  merkwürdigen  Punkte 
der  Haupt-  und  Nebendreiecke  näher  betrachten  werde. 


Digitized  by  Google 


•i62 


XXIV. 

Beweis  eines  geometrischen  Satzes. 

» 

Von 

Herrn  Thomas  Clausen 

■ 

zu  Altona. 


Beschreibt  man  in  ei  Dem  Kreise  ein  Dreieck,  dessen  twei  Sei- 
ten mit  gegebenen  Linien  parallel  lind;  so  iit  die  dritte  Seite  eine 
Tangente  eines  andern  coneentriscben  Kreises.  Durch  die  ortho- 
graphische Projectiou  auf  eine  gegen  die  Ebene  der  beiden  Kreise 
geneigte  Ebene  werden  die  sämmtiiehen  Parallelen  wieder  parallel, 
und  die  Kreise  ähnliche  und  äbnliehliegende  concentrische  Ellipsen. 
Man  sieht  hieraus,  dass  die  dritte  Seite  jedes  in  eine  Ellipse  ein- 
geschriebenen Dreiecks,  dessen  zwei  Seiten  mit  zweien  beliebigen 
gegebenen  Durchmessern  parallel  sind,  eine  ähnliche,  ähnlich- 
liegende  concentrische  Ellipse  berührt. 

^Dn  die  Parabel  und  Hyperbel  aus  dem  Kreise  nur  durch  Cen- 
tral projection  entstehen,  wodurch  die  Parallelen  im  Allgemeinen 
nicht  wieder  parallel  werden;  so  Jässt  sich  auf  diese  Art  nicht  die 
Curve  finden,  die  von  der  dritten  Seite  jedes  in  jene  beiden  einge- 
schriebenen Dreiecks,  deren  zwei  Seiten  mit  gegebenen  Linien  pa- 
rallel sind,  berührt  wird.  Ich  habe  daher  diese  Curve  auf  folgende 
Art  für  alle  Kegelschnitte  analytisch  bestimmt. 

1.  Statt  der  rechtwinklichten  Coordinaten  xxz=zAN,  yt-=zMN 
des  Punkts  M  (Taf.  IV.  Fig.  1.),  nehme  ich,  wenn  AN  und  MO 
mit  den  beiden  gegebenen  Linien  parallel  sind,  und  also  einen 
Constanten  Winkel  MON  =  0  eiuschliesaen ,  uchiefwinklicbte 
x  =  JO,  y=zMO,    Auf  diese  Weise  wird 

xx  =  .r  -f-  y  cos  0,  y,  =  y  sin  0. 

Der  Kegelschnitt  sei  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  und  die  rechtwink- 
lichten Coordinaten  .r,,  y,  auf  den  Mittelpunkt  der  Curve  als  An- 
fangspunkt bezogen,  die  Axe  der  xx  sei  mit  einer  der  gegebenen 
Linien  parallel.  Die  Gleichung  der  Curve  ist  demnach  von  der 
Form: 

Ax,xx  -f-  2ßxxyt  -+- Cyxyx  -f»/Ts=0. 

vSubstituirt  man  hierin  die  obigen  Werthe  von  xt  und  y,,so  findet 
man  ebenfalls  die  Gleichung  mit  scbiefwinklichten  Coordinaten  von 
der  Form 

«xx  +  V>xy  -+-  ryy  -h/=  0.    ( 1 ) 
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Es  sei  also  M  der  Mittelpunkt  der  Curve  (Taf.IV.  Fig.*.)» %MQ 
und  MP  die  Axen  der  x  und  y;  ABC  ein  in  der  Curve  einge- 
schriebenes Dreieck;  ,  die  Seite  mit  it//**  und  die  Seite 
mit  MQ  parallel.  Die  Coordinaten  des  Punkts  A  seien  £,  v\  die 
Coordinaten  des  Punkts  B  seien  tf*;  die  Coordiouten  des  Punkts 
C  seien;       v";  so  ist  offenbar  v=v"=:AD,  und  l=$z=i—DM. 

leb  nehme  an  dass  keiner  der  Punkte  B,  C  unendlich  weit 
entfernt  liege,  oder  das«  weder  AB  noch  A'C  mit  einer  Asymp- 
tote der  Hyperbel  parallel  sei;  in  welchem  Falle  BC  mit  dersel- 
ben Asymptote  parallel  wäre,  oder  unendlich  weit  entfernt  läge. 
Die  Linie  AC,  deren  Gleichung  y  =  v  =  AD  ist,  schneidet 
also  die  Curve  in  zwei  Punkten;  eben  so  AB,  deren  Gleichung 
•r  =  £~  —  DM.  Demnach  können  weder  a  noch  c  der  Gleichung 
(1)  verschwinden.  Es  sei  nnn  die  erste  willkührliche  mit  AIQ  pa- 
rallele Seite  des  Dreiecks  AC  gezogen  und  AD  =  v%  so  werden 
die  beiden  Werthe  von  xn  die  diesem  Warthe  von  y  entsprechen, 
£  =  —  MD,  und  \n-=zME  die  Wurzeln  der  Gleichung 

axx  -h  Ibxv  -\-  cw  -+- /=  0 


wenn  man  Y  positiv  nimmt  und  YY=  {bb  —  acjvv  —  af  setzt. 

Die  beiden  Werthe  »=ZM  und  v  =  DB  sind  die  Wurzeln 
y  der  Gleichung  cyy  -f-  2£$y  -f-      ~f-/=  0,  also  ist     x , 

v-f-tr  =  ;  oder 

c 

V'  ==  {-r  1)  t/-|  1. 

Die  Gleichung  der  dnreb  B  und  C  gelegten  Linie  ist: 

( u"  - 1/)     ($'  -  5")y •+• '  -    = o 

der  offenbar  durch  Substitution  der  Coordinaten  von  B:  = 
y=w';  und  von  ,C:  ^r  =  ?r,  y=«w  Genüge  geleistet  wird.  Sub- 
stituirt  man  in  diese  die  für     =  s'.oid  t"=s«  gefundenen 

Werthe,  so  findet  man  die  allgemeine  Gleichung  für  die  Linie  BC: 

\(66  —  ac)vrhi>Y\a:-hc.Y.y+6f=:0.  (2) 

Der  Berührungspunkt  mit  der  Curve,  die  alle  diese  Linien  berühren, 
ist  der  Durchschnitt  von  einer  beliebigen  mit  einer  unendlich  we- 
nig verschiedenen  derselben.    Es  sei  die  Gleichung  einer  Tangente 

Ax  -\-  By-+~  C=0 

so  ist  die  Gleichung  der  unendlich  wenig  verschiedenen  Tangente: 

M  +  <5tVl*  +  \*+ (y)*l-y+^H^  )*  =  0 

deren  Durchschnittspankt  mit  dem  Durcbschnittspunkte  der  berdi 

Ax  +  By-h  C=0 


'  ♦ 
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identisch  ist.    Die  Coordifi uteri  desselben  seien  w=u:'.  y=y';  so  iil 

~  — Tb  ~dj  ■ 

j  OI>  UV 

"  <?>-*#>' 

Nach  der  Gleichung  (2)  bat  man: 

,4  =  (46  —  ac)»  +  l>Y;  B  =  cYi  C=6f; 

folglich  da       =   -p — -  ist: 


Y  .  „       Y        .dB.  dC.  n 


also 


und 


Beide  Curven  (1)  und  (3)  sind  also  zugleich  concentrische, 
ähnliche  uod  ähnlichliegende  Ellipsen,  oder  Hyperbeln 
zwischen  dedselben  Asymptoten. 

2.  Ist  die  gegebene  Curve  eine  Parabel  und  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  im  Scheitel  derselben,  so  wird  die  Gleichung  für 
die  Curve  auf  die  mit  den  beiden  Seiten  des  Dreiecks  parallelen 
Axen  bezogen: 

{ax     by)1  -f-  2ca:  -f-  Itly  =  0 
und  wenn  mnn  wie  oben  verfährt,  und  YYz=zc* +<b*v{l>c  —  ad) 


t           abv  -f-c  Y 

» — ~~     a%  ä» 

abv  -+-  c  ,  y 

«  =  55-+  ü 


v  und  v'  sind  die  beiden  Wurzeln  y  der  Gleichung: 

-*-*)-*- »»*o  ist 

und  die  Gleichung  für  alle  dritte  Seiten  des  Dreiecks : 
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a\bc  —  md+  bY\x+b*Y.y  —  i»(6c  —  ad)  -  cd+  dY 
Es  ist  also 

A  s  a(öc  —  ad-\-  bY)\  B=zt*Y;  C=-t>v[6c-*d)-cd+dY, 
und  da 

dY      a{bc-ad)  . 
*  =  —  ,8t: 

ü~ad'  ^>=Ä^'  SF=^Tv^=aAt^  W~-ad' 

■  * 

also  ^  =  -^~ä 

.    fc-orf  y 

Beide  Curveu  sind  demnach  auch  zugleich  Parabeln  mit  glei- 
chem Parameter,  deren  Hauptaxen  zusammenfallen. 

3.  Hiernach  ist  es  leicht  in  jedem  Kegelschnitte,  wenn  es 
möglich  ist,  ein  Dreieck  zu  beschreiben,  dessen  zwei  Seiten  mit  ge- 
gebenen Linien  parallel  sind,  und  dessen  dritte  Seite  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht.  Man  beschreibe  nemlicb  ein  willkürliches 
Dreieck  AXBC,  dessen  Seiten  AyB  und  AXC  mit  den  gegebenen 
Graden  parallel  sind,  und  dessen  Spitzen  AtBC  auf  dem  Umfange 
der  gegebenen  Curve  liegen.  Mit  BC  parallel  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  ziehe 
man,  wenn  es  möglich  ist,  die  Tangente  B'C  an  die  gegebene 
Curve.  Vom  Mittelpunkte  M  der  Curve  ziehe  man  eine  Linie  an 
den  Berührungspunkt  T\  die  die  Linie  BC'xn  T  schneidet;  so  ist 
T  der  Berührungspunkt  der  zweiten  Curve,  die  mit  der  gegebenen 
ähnlich,  ähnlicbliegend  und  concentriscb  ist.    Es  ist  BT :  MT 

=  J7=:  1  für  alle  eingeschriebene  Dreiecke  constant.   Es  sei  A 

der  Punkt,  der  auf  der  gesuchten  Tangente  AU  an  die  zweite 
Curve  liegen  soll;  zieht  man  mit  dieser  parallel  die  die  ge- 

gebene Curve  in  (/'  tangirt,  und  die  Linie  MA  in  A?  schneidet; 
so  ist  ebenfalls  MU :  MC  =z  MA  :  MA'  =z  MT :  MT.  Folglich 
müssen  AT  und  A*T  auch  parallel  sein.  Man  ziehe  demnach, 
nachdem  T  und  T'  bestimmt  sind,  TA  und  die  Parallele  TA\  die 
die  Linie  MA  in  A'  schneidet,  und  von  A*,"  wenn  er  nicht  inner- 
harn der  gegebenen  Curve  liegt,  in  welchem  Falle  die  Coostruction 
unmöglich  ist,  eine  Tangente  an  die  gegebene  Curve,  so  ist  die 
durch  A  gezogene  mit  ihr  parallele  die  gesuchte  Linie. 

In  der  Hyperbel  ist  keine  mit  BC  parallele  Tangente  möglich, 
wenn  BC  beide  Aestc  schneidet.  Die  Hyperbel,  die  alle  Linien  BC 
berührt,  liegt  in  diesem  Falle  in  den  Nebenwinkeln  der  Asymptoten. 
Es  sei  die  Gleichung  der  gegebenen  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten 

so  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  von  BC  berührten  Curvc 

**!ft  =  —  mA  (5) 
wo  m  positiv  ist.    Beschreibt  man  die  zu  dieser  Hyperbel  supple- 


Digitized  by  Google 


- 


meotaire,  in  der  jedem  Punkte  dessen  Coordiuaten  in  der  einen 

jct,  y„  in  der  zweiten  ein  Punkt,  dessen  Coordiouten  £,=54?,, 
«,  =  —  y,  sind,  entspricht;  so  wird  die  Gleichung  für  dieselbe 

5,*»=*/,  (6) 

Diese  Hyperbel  ist  mit  der  gegebenen  ähnlich,  ähuliehÜegend  und 
concentrisch.  Ebenfalls  wenn  eine  Tangente  an  die  Curve  (5) 
durch  einen  Punkt  gebt,  dessen  Coordtnaten  a,  ß  sind,  auf  die 
Asymptoten  bezogen,  su  geht  die  Tangente  an  den  entsprechenden 
Punkt  der  Curve  (61  durch  einen  Punkt  dessen  Coordinaten  o,  —  ß 
sind.  Es  seien  Tat.  IV.  Fig.  4.  die  Asymptoten  der  beiden  Hyper- 
beln AB  und  CDy  ab  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks,  das  in  der 
gegebenen  Hyperbel  eingeschrieben,  und  dessen  zwei  Seiten  mit 
gegebenen  Graden  parallel  sind,  welche  Linie  also  die  Curve  (5) 
berührt.  Es  soll  nun  durch  F  eine  Berührende  an  dieselbe  Curve 
gelegt  werden.  Die  entsprechende  Tangente  der  Hyperbel  (6)  geht 
durch  den  Punkt  /*',  wenn  man  FGzzzGF*  macht  und  FFpp\t 
der  Asymptote  AB  parallel  zieht.  Die  der  Tangente  ab  entspre- 
chende Tangente  der  Curve  (6)  ist  ba1,  wenn  man  aM=Md 
macht.  Mau  construire  alio  wie  oben  eine  grade  durch  F'  gehende 
Linie,  die  mit  6a'  zugleich  eine  mit  der  gegebenen  ähnliche,  ähn- 
lichliegende,  concentnacbe  Hyperbel  berührt;  so  geht  die  gesuchte 
Linie  durch  F  und  den  Durchschnittspunkt  der  eben  gefundenen 
mit  der  Asymptote  CD. 

Sind  die  beiden  Cnrven  Parabeln,  so  schneiden  alle  parallele 
Tangenten  BC  und  B'C  von  der  grossen  Axe  gleiche  Stüoke  ab. 
Zieht  man  also  durch  den  gegebenen  Punkt  A  (Ts/.  IV.  Fig.  3.) 
mit  der  Hauetaxe  eine  Linie  parallel  und  macht  AA'  dem  auf  dieser 
Axe  von  BC  und  B'C  abgeschnittenen  Stücke  gleich,  steht  darauf 
aus  A'  eine  Tangente  an  die  Parabel,  su  ist  die  mit  ihr  durch  A 
gezogene  Parallele  die  gesuchte  Linie.  Ausser  den  angegebenen 
Fällen  sind  keine  vorbanden. 

-   

T- 


XXV. 

Ueber  die  neuesten  Erfindungen  in  der  Theorie 
der  bestimmten  Integrale. 

Von 

» 

dem  Herausgeber. 


<  Erste  Abhandlung. 

Diese  Abhandlung  eröffnet  eine  Reibe  von  Abhandlungen,  in 
denen  wir  nach  und  nach  von  den  neuesten  wichtigem  Erfindungen 
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in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  ausführlich  Nachricht  er- 
theilen,  aberkannt  mit  der  Zeit  eine  vollständige  Theorie  der  be- 
rrale  zu  liefern  suchen  «Verden.  Dem 


Integrale  zu  liefern  suchen  werden.  Dem  Zwecke  dieser 
Zeitschrift  gemäss  beginnen  wir  mit  einer  kurzen  Darstellung  der 
wichtigsten  allgemeinen  Hauptsätze  von  den  bestimmten  Integralen, 
auf  welchen  alle  folgenden  Untersuchungen  vorzüglich  beruhen, 
und  einer  kurzen  Kotwickelung  einiger  sonst  schon  bekannten  be- 
stimmten Integrale,  die  bei  andern  Untersuchungen  besonders  häu- 
fig in-Anwendung  gebracht  werden. 

I 

*  « 

I. 

Die  wichtigsten  allgemeinen  Hauptsätze  von  den  be- 
stimmten Integralen. 

Wenn  überhaupt 

rtzt  wird,  wo,  wie  wir  offenbar  anzunehmen  berechtigt  sind, 
willkührliche  Constante  in  der  Function  «p{ae)  schon  einge- 
schlossen sein  soll;  so  nennt  man  die  Differenz 

—  i  I  s.  », 

das  von  *r a  bis  jc  =  b  genommene  Integral  J 'f{x)iLxt 
und  bezeichnet  diese  Differenz  am  besten  and  einfachsten  durch 

so  dass  also 

ist.   Aach  nennt  man  ,  , 

das  zwischen  den  Gränzeu  a  und  £,  für  a  als  untere  and 
b  als  obere  Gränze,  genommene  Integral  ff(x)dx.  Ein 
jedes  solches  zwischen  bestimmten  Gränzen  genommenes  Integral 
wird  aber  überhaupt  ein  bestimmtes  Integral  genannt 

1.    Weil,  indem  wir  immer  wie  vorher  überhaupt 

ff(x)da:  =  <p{x) 

■ 

setzen,  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

=  9(t)-<p(a) 

und 

//(^  =  y(a)-^) 
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-  • 

ist;  10  ist  offenbar  jederzeit 
oder 

2.    Weil  feroer  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

•  f  ß /{*)**  =  9(ß) -via). 

0.  8.  W. 

fbJ\x)tbö—  9(b)  —  sp(/») 

iit;  so  ist  jederzeit,  wie  man  sogleich  findet,  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  der  Gleichheitszeichen  addirt, 

-+•  f*/{x)dx  +ßßf(x)<la: 

=       —  9P(«)» 
nnd  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

iit,  jederzeit 

=  f*A*\**+f'A*\**+  fyftf{*)d*+ ... 

wie  gross  auch  die  Anzahl  der  durch  ay  ß,  y,  >  . .  X,  p  bezeichne- 
ten Grössen  sein  mag. 

3.  Wenn  ^  eine  constante  Grösse  bezeichnet,  so  ist  bekannt- 
lich jederzeit 

fAf{x)<Lc  =  A  ff{x)da:  =  A9{x). 

und  folglich 

1 

lbnAf{x)dx  =  A9{b)  -  =  A\<p{t>)  - 
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also,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

ft/fi*)**  =  9>(*)  —  9P(«) 
ist,  immer 

fhAJ\x)da:  =  jfjX*)dar. 

4.    Wenn,  indem  A%, . . .  AH  lauter  conttante  Grössen 

bezeichnen, 

ist;  so  ist  bekanntlich  jederzeit 

ff\a:)tbc  =  ^  ff[x)d*  +  ^ ,  JfAx)dx  -\-  A%  Jf%{x)dx  -f- . . . 

•  .  •  -f-  Anffn{x)dxy 

und  folglich,  wenn  wir  überhaupt 

[J\a:)da:  =  gp(.r), 

y/i(*)*«?  =  9i(^). 

*  U.  8.  W. 

ffn(a:)dx  =  $p„(ar) 

setzen, 

ff\a:)da:  =  A9(a:)  -fr-  ^,  9 ,  (*)  +  ^,9,  (*)  •+-  ■  •  •  + 
also  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

/V(*)«*r  =     AW)  -  rf«)} 

-r-^,|y,(*)-9.(«)t 
-fr^,|Vl<o)- •,(#)! 


d.  i.  nach  dem  vorigen  Paragraphen  offenbar 

...  -fr-  f^fn{a:)dx. 

■ 

. 

*.  3. 

Wenn  wir  wieder  überhaupt 

ff\x)da:  =  fp{ae) 

setzen,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  des  Integrals  be- 
kanntlich " 
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wo  <p'(&)  wie  gewöhnlich  den  ersten  Dift'erentialquotieuten  der 
Function  a>(jr)  bezeichnet.  Setzen  wir  nun,  indem  m  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  °) 

9(0  rh  i)  =  9(0)  +  •/!(«  +  0i), 
9(0     2s>=  jp(0  -t-  4-r-       -f- 1 i  0, 
9(0  +  3t )  =  9(0  -f-  2i)  -h  f/fa  H-W-f-  0,#), 

U.  8.  W. 

9(0  -f-(«- 1)0  — y(« -+-(*- *)0  +  i/T«  -*-'(•  -  2)*'  -h  0-#*)> 

9(0     *•#)  =  9(0 -+-(»-  1)0  -f-»/t«-f-(»-l)«H-  0_ii) ; 

wo  0,  0,,  0,,  ...0»_a,  0*— i  lauter  positive  die  Einheit  nicht, 
übersteigende  Grössen  sind.    Addirt  man  jetzt  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichheitsseichen,  und  bemerkt,  da»s 

6  ^=  a  mi 

ist;  so  erhält  man  sogleich  die  Gleichung 

SP(ä)  —  9(0) 

also,  weil  bekanntlich  .  r, , 

^*)*>r=r  9(^-9(0) 

//(*)<** 

Wenn  •  positiv  ist  und  die  Function  /(*)  fortwährend  wächst, 
wenn  man  sich  x  von  x  =  «  bis  a?=:6  stetig  verändern  lägst; 
so  ist,  weil  0,  0,,  0„  . . .  0„_i  lauter  positive  die  Einheit  nicht 
ubersteigende  Grössen  sind,  offenbar  ohne  Beziehung  der  oben 
und  untern  Zeichen  auf  einander: 

+  • -f- 0.«)  + 

/\a  -h  «  -f-  0,»)  >/(«  -f-  *), 
u.  a.  w. 


•)  TheU  L  XL  VIII.  o. 
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*      *  *  * 

und 

/(« -h  4  -h  e ,  o      + *), 

/T«  +  2#-h©,0</T«-h»'). 

O.  S.  W. 

/(a+(»-l)i  +  ö.-,i)=/(«  +  W); 

also») 

/(* -h  Qi) -h/fa -h  i l  +  0, •)  -h  . . .  -h/(«-h  (»- 1)M-6»-i4 

>/(«)  -K/T«  -+-  0  -+-/(«  -h  20  -h  . .  .  -h/T«  -h  (*  - 1)0 
und 

=/(«  -h  i )  -h/T«  -h  20  -h/(«  -h  3f)  H-  . . .  +/T«  -i-  «o ; 

folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  4  positiv  ist  •*), 

•l/T«-h®«)-h/T*-h«-h0,O-h  • . .  -h/T«-h(»-l)'-h^~l0l 

=  i\/im)  -h/(«  -h  0  -h/(«  -h  20  +  •  .  -h/T«  -h  (*  -  l)»)t 
und 

O/(«H-0O-h/(«-M-hö,O-h  . .  i0t 

<•!/(«  +  0-h/(«-h  20  -h/T«-h  30  -h  . .  .-h/T«-h«»)J. 
Setzen  wir  also  hier  und  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

1  =  4\/(a)  -h/(a  -4-  0  -h/(«  -h  20  -h  .  . .  -h/T«  -h  (*  -  1  )0 1 , 

2  =  0/T«  -h  0  +/(« -h  20  -h/(«  -h  30 -h  •  •  .  -h/V  -h  *i)U 
•o  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

d.  h.  es  ist  f^f(jc)dsc  eine  Mittelgrbsse  zwischen  S  and  2",  oder 

in  der  ans  Tbeil  1.  XL.  f.  33.  bekannten  Bezeichnung  der  Mit- 
telgrüssen: 

Wenn  wieder  »'  positiv  ist,  die  Function  f{a?)  aber  fortwährend 
abnimmt,  wenn  man  sich  x  von  a:=za  bis  x  —  b  stetig  verändern 
läast;  so  ist,  weil  0,  0,,  0„  . . .  On-i  lauter  positive  die  Binheit 


*)  Thsil  I.  XL.  ft.  2.  f  I. 
••)  Tbeil  I.  XL.  |.  J2.  *.  13. 
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nicht  übersteigende  Grössen  sind,  ohne  Beziehung  der  obere 
.  und  untern  Zeichen  aufeinander: 

/(«  -h  00  =/(«), 

■ 

+  2*  +  0,0  =/(«  +  *•), 
u.  s.  w. 

/(«     («  -  1  )<  -H  0»-iO  ^/(«  +  (—  1)0 

i 

/(«  +  0O>/("-f-O, 


/t«+ 2« +  0,0  >/(«-»- 30, 

u.  s.  w. 

f\a  -4-  («  -  1 -+-  0„_,O  >/T«  -f-  m) ; 

also 

/(«4-©O^-/(*-r-«-l-0,«)H-  •  •  •  -h/T«-f-(»-l)»-r-0..-iO 
^/(«)  -h/(«  -f-  »)  -4-  W)  -f-  .  . .  +/(«  -h  (»  -  1)0 


^/(«  -4-  00  +  »  +  +/(•  ■+■  (»-  l)H-0-it) 

— /(« -+-  0  +/(•  H-  ^0  -+•/(«  -t-  30  -f-  . . .  +/(«  -h  «0* 

folglich,  weil  nach  der  Voraussetzung  »  positiv  ist, 

_ 0/(«+^0-t-/(«-t- f-r-0, 0+ .»  H"  ®— i0l 

<  0/(«)  +/(« 0  4-/T«  -T-  20  H-  •  •  •  +  ("  -  1)01 

und 

O/(*+0O+/(«-4-''+0iO-f- .  ..+/(•+(•— l)i+0—iOI 
=  <!/(•  +  0  -+"/(«  -f-  «0         -4-  30  •+•  •  •  •  -H/t*  -f-  «Ol ; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 
und  folglich  wieder 

f/{x)dx  =  M{2,  20. 

Wenn  *  negativ  ist,  und  die  Function  f{x)  fortwährend  wächst, 
wenn  man  sich  x  von  x  =  a  bis  x  =  o  stetig  verändern  lässt; 
so  ist,  weil  0,  0,,  0„ . . .  ©„_!  lauter  positive  die  Einheit  nicht 
abersteigende  Grössen  sind,  wieder  ganz  wie  vorher 
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f[a  ^  Si)  -*-/(«-+-  *-r-0,O      .  .  .  l)t'-H^«-i<) 

>/(«)  -h/T«     0  •  •  -H  (/•  -  1 )«) 

und  '*  .  '     .  ' 

f{a  H-  0»)  +/(«  -f-  .  -f-  0,0-4-...  -+-/(«  +(*- 1)  j-t-6,-1') 

-f-  0  -f-/(«  4-  *0  -I-  3i)  -f- .  . .  -4-  »i ). 

Weil  aber  jetzt  nach  der  Voraussetzung  i  negatir  ist;  so  ist 
t|/(«+0O+/(«+*+0, 0  +  •  •  •  +/(*+(*-  l)*-4-6„-,0| 

<  •!/(*)  -+-/(« •+-  0  +-/(«  +*•)-*-...  +/(• +(*-!)»} 

und 

=  •  \/\m  ~M) -+-/"(«-+-  W)  +  3#)  +  . .  .  +-/(«     «Ol ;  . 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

.    *  *  * 

und  folglich  wieder  .  < 

Wenn  i  negativ  ist,  und  die  Function  f[a:)  fortwährend  ab- 
nimmt, wenn  man  sich  x  voo  «c«  bi*  x-=zü  stetig  verändern 
lässt;  so  ist,  weil  0,  0,,  0,, . . .  0«_i  lauter  positive  die  Kinheit 
nicht  übersteigende  Grössen  sind,  ganz  wie  oben 

f{*     0t)  +/(•  H-/-f-0li)4-...  +  (*  —  1  H+e.-|t ) 

</(«)  -*-/(«  H~  +  »0  +  •  •  •  +/("  -M»- 1)0 

und 

/(«  + 60 -f /(«+'•+£,<')+  •  •  •  +/(•+(«- i)*+0-iO 
>/t«  +  0  -*-/(«  + 1#)  -4-/T«  +  30  +  . . .  -f-/(«  ~f"  *0- 

Weil  aber  jetzt  nach  der  Voraussetzung  *  negativ  ist,  so  ist 
•  |/T«  +  Ö0-T-/(«-T-'-r-ö.0*«- .  •  •  !)i+0„-iOI 

^  •{/(•)  +/(•  +  0  -T-/T«  -fr-  «•)     . . .  ■+•(•-  1J*| 

und   * . ' 

0/^-T-©0-T-/(«-f-'-T-6lO+  • . .  -r-/(«r-v-(ii-l)t-4-0--iOt 

<  -f-  0  +/(«  +  20  -+-/(«  -t-  30  -fr-  ...-+-/(«  4-  «0  f ; 
also  uach  dem  Obigen 

L  18 
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und  folglich  auch  jetzt       v  j      .  • 

Als  allgemeines  Resultat  ergiebt  sich  dud  aus  dem  Vorher- 
gebenden, dass,  wenn  die  Function  f[a:)  entweder  stets  wächst 
oder  stets  abnimmt,  wenn  man  sich-  -X  von»  xjs~a  tiis  .tai 


verändern  lässt,  das  bestimmte  Integral 

//l*)*r 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  --f  uncK-i;'  ist-.,  waa.aueb  die 
positive  ganze  Zu  Iii  n  sein  mag.  Da 

oder 


r  < 


ist,  so  ist  klar,  ,  dass  die  Differenz  -5*  —  2"  sieb ,  wenn  n  wächst, 
der  TCull  nähert,  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht  Werde« 
kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Also  nähert  sieb  nach 
dem  Vorhergehenden  die  tJ  rosse  — ,  wenn  n  wächst,  offenbar  dem 
bestimmten  Integrale 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebrocht  werden,  wenn  man 
uur  n  gross  genug  nimmt.    Setzt  man 

s = i\Am)  +/(« i)  -h/r« +«)+...  "+-»#)}, 

so  ist 
oder 

und  diese  Differenz  nähert  sich  folglich,  wenn  n  wächst«  der  Null, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
*  gross  genug  nimmt  Also  nähert  sich  nach  dem  Obigen  auch 
die  Grösse 

Ä-=f{/T(«)-4-A«-r-0-T-/(«-f-W)-h.  .  .-T-/(*-Msrf)!, 
wenn  u  wächst,  de«  bestimmten  Integrale  1 


und  kaun  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn 
■ur  m  gross  genuy  glimmt,  wobei  mua  immer  zu  beacbttUjhnt,  dass 

gesetzt  worden  ist,  * 
Wenn  die  Voraussetzung,  dass  die  Function  f{x)  entweder 
fortwährend  wächst  oder  fortwährend  abnimmt,  wenn  man  sich  x 
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von  x=-a  bis  jtssA  stetig  verändern  lässt,  nicht  erfüllt  ist;  so 
wird  man  sich  das  Intervall  ah  doch  immer  in  eine  gewisse  An- 
zahl anderer  Intervalle  aa%  aß,  ßy,  .  .  ..  Xp,  f$b  getbeilt  denken 
können,  in  deren  jedem  die  Function  entweder  fortwährend 

wächst  oder  fortwährend  abnimmt.    Und  weil  nun  nach  £.  2.  2. 

•  •  •  H-  f^f^dx  -f-  ff/[x)dx 

ist,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  das  oben  Bewiesene 
auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  Function  f{x)  nicht  fortwährend 
wächst  oder  fortwährend  abnimmt, >  wenn  man  sich  x  von  x  =  a 
bis  x  —  b  stetig  verändern  lässt.  Daher  ergiebt  sich  jetzt  der  fol- 
gende allgemeine  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtige  Satz: 

Wenn  man,  indem  n  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

setzt,  so  nähert  sich  die  Grösse 

•VW  -+-/(*    0  +A<>  •+-«)  +  ...  -+-A"  +  *«)t 

oder 

»/(»)  +  •/<*  +  0  -+-  *A«  -+-  »0  +  •  •  +  'ft*  ■+■  »*h 

wenn  /*  wächst,  jederzeit  dem  bestimmten  Integrale 

J  J{x)dx, 

und  kann  demselben  beliebig  nahe  gebracht  werden, 
wenn  man  nur  »  gross  genug  nimmt. 

*.  4. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  f(x,  y)  eine  Function  der 
zwei  veränderlichen  Grössen  x  und  y  sei.    Wenn  man  nun  aber 
x  als  veränderlich  betrachtet,  so  ist  das  bestimmte  Integral 


offenbar  eine  bloss  von  der  veränderlichen  Grösse  y  abhängende 
Function,  und  es  kann  also 


f/{x,  y)dx=zv{y) 

gesetzt  werden 
Lässt  man 
Gleichung  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


1*1  "CIUCU. 

Lässt  man  y  sich  um  Ay  verändern,  so  ergiebt  sich  aus  dieser 
"  der 
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Weil  ferner,  wenn  man  sich  y  um  A?  verandern  läsat, 

bJ\*,  y)==/t*,  y-i-Ay)— yh 

also  auch 

y)  • dx  =/(•*»  y-f-  Ay)''«*  —  ZK-*»  yKr 

ist;  so  ist  nach  f.  2.  4. 

/  *A/te  y)  •  v    Ay)**  —.//to 

So  wie  aber  nach  der  Voraussetzung 

J       y)dx = sr(y) 

ist,  so  ist,  da  diese  Gleichung  für  jedes  y  gilt,  natürlich  auch 

y-*-AyK*=<rty-+- Ay)> 

und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  also 

.  fbaäf{*>  y) .    = y(y  -t-  Ay)  -  *>(y>. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 

y)^= y(y  +  Ay)  -  sp(  yK 

so  erhalten  wir  die  Gleichung 
aus  der  sich  ferner 

»l»o  nach  f.  2.  3. 

ergiebt  Lassen  wir  nun  Ay  8>CD  d«r  Null  nähern ,  und  gehen  za 
den  Grämen  über,  so  erhalten  wir  unmittelbar  die  merkwürdige 
und  wichtige  Gleichung 


dy  —Ja      dy  **' 


1  . 


dy  —J  a  dy 

welche  man  auch  unter  der  Form 

tu  schreiben  pflegt. 

Diflerentiirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nach  y 
von  Neuem,  so  erhält  man 
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■  • 

und  folglich,  wenn  mau  wieder  nach  y  differentiirt, 

also,  wenn  man  wieder  nach  y  differentiirt, 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kaun .  ist  klar,  und  es 
ist  daher  in  völliger  Allgemeinheit 

^/>.^=/^^. 

Man  nennt  die  durch  die*se  Gleichung  vorgeschriebene  Ope- 
ration die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen,  und 
bedient  sich  derselben  häufig  bei  der  Entwickelang  bestimmter  In- 
tegrale. Hat  man  nämlich  ein  von  mehreren  allgemeinen  Grössen 
abhängendes  bestimmtes  Integral  gefunden,  so  kann  man  offenbar 
jede  dieser  Grössen  als  veränderlich  betrachten,  und  nach  dersel- 
ben das  in  Rede  stehende  Integral  auf  der  einen,  die  Function  un- 
ter dem  Integralzeichen  auf  der  andern  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens willkührlich  oft  differentiiren,  wodurch  man  jederzeit  eben 
•o  viele  neue  bestimmte  Integrale  findet,  als  man  Differentiationen 
verrichtet  hat. 

f.  5. 

Wir  wollen  jetzt  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  beiden 
Gränzen  des  Integrals  selbst  veränderlich,  näuilich  zwei  beliebige 
Functionen  von  y  sind,  die  wir  durch  Y  und  V  bezeichnen  wollen, 
so  dass  Y  die  untere,  Y'  die  obere  Gräuze  des  Integrals  ist.  Set- 
zen wir  nun  wieder  der  Kürze  wegen 

/»!" 

und  lassen  sich  y  um  fay  verändern,  so  wird 

A  fYf<^  yK*=<p(y-t-Ay)-$p(y)* 

Ferner  ist,  unter  der  Vorausetsung,  dass  Y  und  Y'  in  Y-t-faY 
und  y  +  ^Y*  übergeben,  wenn  y  in  y+^y  übergeht,  offenbar 


l'+ar  -rt*»  y-+-AyK*  =  y(y-r-Ay)> 


und  folglich 

also  nach  dem  Vorhergehenden 
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Nach  f .  2.  2.  ist  .  <    ,  ' 

r+A  y  f^  y + —J  y+&  y^*'  y  "•"  AyK* 

A*,  y+AyK* 

und 

/»r  /*y+&  y 

r  A*v  y  -f-  AyK-*  ==/  ,     /(•*.  y  Ay)^ 

y-H  Ay)«**> 

also 

Sy+hy^  *  +        =,/ r  A*>  y+AyK* 

y  /v*»yH-Ay)^i 

folglich  ist 

=J Y  A*>  y Ay)^r -/ },  y  -h  Ay)<fcr 

also  nach  dem  Obigen 

d.  i.,  weil  nach  §.  2.  4. 

/"y /(^,  y  +  AyK*  y)** 

y       y+Af)-/t*.  y)^ 

und  folglich 

r /(^,  yn-  Ay)<**  —J*YA*>  y)**  —J\        y)  • 

ist, 

/»I"  1 
Y  A/to  y)  •     -/ y  y + Ay)** 

y-f-AyH-*» 
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also  aucli  nftenbiir 


Selzen  wir  nun  überhaupt 

fl +A */(*>  vV*  =  ¥(  y+&y>  y)  —  <rt 

udü  folglich  offenbar 

also  auch  '  '  .  £.      »  \ 

Lässt  man  jetzt  Äy>  tt*8w  "»türlicli  auch  A  F,  sich  der  Null  nähern/ 
unti  gebt  zu  den  kränzen  über,  so  ist 

Lim  j-J  y     Ax%  y  -t-  ky)d* 

=  L4m  ;  :       $  ;  • lAUX  ^ 

uud  weil  uun  oneubar 

Lim  f>(Y-h&y>  y  +  Ay»-^(r>  y^-Ay)  =  y) 

uud 


J 


Li 


■  »• 


Ay  äy 
ist,  so  ist 

» 

Weil  aber  bekanntlich 

.  1,      .    )■  i  n'» 

^>=/,.,y))al8„^-A>',.,/), 
und  folglich  noch  dem  Vorhergehenden 
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toJy      /<*>  =/<  Y,  y) .  *£. 

r 

Gauz  eben  so  ist  aber  natürlich 

UmtoSr  y+Ay)^-^r,y).^. 

Aus  der  obeo  bewiesenen  Gleichung 

r  ^^fe— -  Äp7r     /<*.  y  +  Ay >** 

folgt  nun,  wenn  inan,  immer  unter  der  Voraussetzung,  «iass  ^y 
sieb  der  Null  näbert,  zu  den  Gränzen  übergebt: 

Lim  üSy^  y)d* 

uod  es  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

»)  •  %+ÄT.  y).f  • 

Für  y=«,  d.  b.  in  dem  Falle,  wo  die  untere  Griinze  Y  eine 
constante  Grösse  ist,  geht  diese  Gleichung,  weil 

£1  —  o 

■ .. 

ist,  in  die  Gleichung 

über.  Für  Y'=r6,  d.  h.  in  dem  Falle,  wo  die  obere  Granse  Y' 
eine  constante  Grösse  ist,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 

d\" 

dy  —  u 

ist,  in  die  Gleichung 

£/>,  ^A^^-Ay,  y>  •  % 

über.  Wenn  K=ur  und  Y'  =  6  ist,  d.  h.  wenn  beide  Gränzen 
constant  sind,  geht  die  obige  Gleichung,  weil 


dY     n      ,  aT 
^  =  0und^  =  0 
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ist,  io  die  Gleichung 

über,  welche  ganz  mit  der  im  vorigen  Paragraphen"  gefuodeaeo 
Gleichung  übereinstimmt. 

f.  6. 

Wir  wollen  jetzt  überhaupt 

JA*,  y)^y  =9P(^r,  y), 


setzeu.  Nach  der  zuletzt  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Gleichung  ist  \ 

oder  .  .  ,  '■>,>.  '. 

uod  folglich  nach  dem  Vorhergebenden 

also  . 

■  ■  ,         Ii*'»'  • u    *  •      >  \       «      -ii  -  

yiVte  yK*  =zjdyj*af&r  Copst.  ,       , , , 

Setzen  wir  nun  überhaupt  v 

J y)dx  =  y), 

so  ist  „  ... 

y)rfr  =  *(4,  y)  y),  "\ 

und  folglich 

fojA^  y)i^r -4- Const  =  ^,  y)-*(«,  y), 
also  V  '  V.V 

i»>  /  r'y  /  /i«^'  y)^        n  -j  .  .ei.?- 

=        0)  —  tf(«>  0)  —        «)  -fr-  «). 
Nach  dem  Obigen  ist  .  .  ,        \   '  <      V  , 

l/!r(A',y)rfy=y(*,  y), 
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und  folglich 

o 

also 

■  j  E 

woraus  nach  f.  2.  4. 

■ 

folgt.    Weil  dud 

gesetzt  worden  ist,  so  ist 

fax,  ß)<Lv  =         /*),  fax,  a)4r  =  *(.*.  «), 

also  \  ,  .  \  . 

/aV(*.  ß)** = W>  ß) -  Vi",  ßh 

J^y(*,         =        «)  -  tp{a f  u)i 
also  auch  dem  Vorhergehenden 

Vergleicht  man  die  beiden  gefundenen  Ausdrücke  von 

mit  einander,  so  findet  man,  dos»  sie  gleich  sind,  woraus 
wichtige  Gleichung 


ergiebt,  welche  man  kürzer  auch  auf  folgende  Art  zu  schreiben 
l'üegt:  ,  ^ 

flflfi*  *)d*  d*  =flf*J{x>  *)d* dx- 

Hieraus  kann  man  ohne  Schwierigkeit  ableiten ,  dass  es  bei  mehr-' 
fachen  Integrationen  zwischen  gegebenen  Gränzen  nach  eben  so 
vielen  veränderlichen  Grössen  ganz  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  man"  die  Integrationen  verrichtet,  wenn  nur  in  Bezug  auf 
jede  veränderliche  Grösse  immer  dieselben  Gränzen  beibehalten 
werden.  So  überzeugt  man  sich  z.  B.  durch  sehr  eiufache  Schlüsse 
mittelst  des  Vorhergebenden  sogleich,  dass  immer 
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ist. 

vi«.  II. 


r  *  • 

üeber  die  bestimmte ■  Integrale 


•4  • 


*  7. 

Zuerst  wollen  wir  in  der  Kürze  die  beiden  Integrale 


J  (X  -  «>*  -f-  ß\  "My(x-t; )»  +  /!» 

entwickeln. 

Kör  .r  —  tt  =  *  wird 

und  folglich,  wenu  man  «3  =  f  setzt; 

«/  (x—  <r)»-h /»*  t/-+- 
Setzt  nmn  nun  endlich  =      so  wird 

und  folglieb,  weil  ( 

w  =  9  +  /?*  =     -r-  0*  =     —  o)»  +  0» 

ist,  ( 

Ferner  ist,  wertn  rann  wieder  &  —  a=xu  setzt, 

y"*        dx  p  du 

er-«)» — /  i7^' 

also,  wenn  «  =  /?x  (gesetzt  wird, 


/*        dx    J_  P  <fe 

d.  i.  nach  eiocr  bekannten  Formel 

f(*-%  +  F  =  J  ArctilD»  *» 
und  folglich,  weil 

u          x  —  a 

*—  ß  —  /» 

ist, 

Ohne  Schwierigkeit  ergiebt  sich  nun  aus  dem  Obigeo 
i*V     (^-"^   .-./(i^i    O-«»)»-!- (*»)') 

Ist  also  t  eine  der  Null  uoeodlicb  nahe  kommende  Grösse,  so  ist 

■ 

woraus  sich,  wenn  man,  was  offenbar  verstattet  ist,  p  =  v  setzt, 


ergiebt. 

Bezeichnen  wir  den  der  trigonometrischen  Tangente  zu- 
gehörenden  Bogen,  welcher  dcu  kleinsten  absoluten  Werth  hat, 
Surcb 


(Arctang  ^y2). 

so  ist  nach  dem  Obigeo,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, 

und  folglich  offenbar 
also,  weil 

(Arctang  -4-  ae)  =  i»,  (Arctang —     =  — 

ist,  * 

/•*•»         <far    n 
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Weil,  wie  «an  leicht  findet, 

x-a-ßV^Tl  x-«-*-^—^ 
und  folglich 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

ein  Resultat,  welches  für  die  folgenden  Betrachtungen,  von  grosser 
Wichtigkeit  ist.  P 

Für  B  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

/^»|  *  ■  U  -0 

und  folglich,  wenn  man  ß  =  0  setzt,  auch  immer 

Also  ist  jederzeit 

welches  auch  eine  in  mehrfacher  Beziehung  wichtige  Gleichung  ist. 
Setzt  man  in  der  obigen  Haupt  gleich  uog  —  B  für  ß,  so  er. 


hält 


Es  sei  jetzt 

wo  y^or)  und  f\x)  ganze  rationale  algebraische  Functionen  be- 
zeichnen, deren  erste  von  einem  niedrige»  Grade  als  die  zweite 
ist,  eine  beliebige  echte  gebrochene  rationale  algebraische  Function; 
der  Coefficient  des  höchsten  Gliedes  der  Function  F\x)  sei  die 
Einheit,  und  die  Gleichung  E\a:)  =  Q  habe  lauter  ungleiche  Wur- 
zeln.  Die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien 

Wf      Oy  ,      AT,,   | 

nnd  ihre  imaginären  Wurzeln  seien 
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I 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  wie  gewöhn  lieh  den  ersten 

Differentialquotienten  von  F\jc)  bezeichnet,  seien  die  Werthe, 
welche  die  gebrochene  Function 

JT(x) 

Tür  » 

x :=  o%  j?^sat,  x st 0t.  d?sz#a,  

und  fBr 

x=ad=ßV/^li  x  =  ax  z*zßlV/^l,  x  =  at zhßt V^-\,  

-erhält,  respective  ' 

3.  Hti  3,,  H9. ..... 

und 

AzkiBV^X,  Ax±BxV=\t  A%±B%V=\.  ; 

so  ist  nach  der  Theorie  der  Zerlegung  der  echten  gebrochenen 
rationalen  algebraischen  Functionen  in  Partialbrüche  bekanntlich 

=  -f-  -4-   h       »  h..  .. 

F(x)      x  —  a      x  —  ax  1   .r  — «,       x  — «,  ^ 

4?  — a»  — /5,  l/—  1  jr  —  a,  -h/S.V^—  1 
X  — —     V/^l       .r  —  a, -f-^V^— I 

-f-  U.  8.  W. 

und  folglich  nach  $.  2,  4. 

«/  —OB  ^"(.f)  t/  —od  JT — «/  —OD  X  «,  «/  —  OB  X— «, 


•/  —oo  Ij  o  —       —  1 


{x-.ar-0y-i  x-^^ßy-0 

-f-  U.  8.  Vi. 

ul«o  nach  §.  7. 

J^ItB)1^—-  Mä+ä,  + //, -f- -4-  ). 

Wir  wollen  nun,  das  Differential 
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betrachten,  wo  **  und  »  positjiye  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und 

«w  —  1  <T »,  also  m  <T  «  -f- 1 

sein  soll.  J  1  1 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

I  -+- jy*  =  0  oder  4^  — —  1 
sind  alle  in  der  Formel 

i 

4T=(-1)" 

enthalten.    Setzen  wir  nun  in  Theil  1.  XL.  f  57. 

so  ist  a  =  — 1,  ß=^0,  und  folglich  nach  Theil  I.  X|„  f  52., 
wenn  1 


gesetzt  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle  ,9  =  1  und 

y  =  ArctongO-r-ÄTT, 

Wo  ArctangO  den.  absolut  genommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometrische  Tangente  Q  ist,  und  weil  a  negativ*  ist,  eine 
beliebige  ungerade  ganze  Zahl  bezeichnet.  Weil,  nun  Arctang  0=0 
ist,  und  offenbar  &=  1  gesetzt  werden  kann,  so  ist  es  verstattet, 
y  =  7F  zu  setzen. 

Daher  hat  nach  Theil  I.  XL.  f.  57.,  wenn  *  eine  gerade  Zahl 

( — 1)"  die  folgenden  n  sammtlich  von  einander  verschiedenen 
Warthe,  also  die  Gleichung  l-|-<^M  =  0  die  folgenden  n  sammt- 
lich unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

cos  ^  +  8in  -cos  ^-srn  -lXZTT; 

<*os  —  -f-«n  ~,|/—1,       cos  —  —  sin  -j.i/-T| ....  . 

cos  — -hsin  —  l/—  I,        cos  —  —  sin  —  V—  I; 

,  1 

U.  8.  W.  .  U.  8.  W. 

fi  n  ä  n 

Weil  nun  aber 

„.  (»  —  l)n       .    (m  —  1)*.  >  - 

cos  J — — —  sin  2  —V  —  1  z 


—  cos  ~ —  sin  —  V—  \ 
s        ff  rt 
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ist;  so  kann  man  die  obigen  h  ungleichen  Wurzeln  auch  unter  der 
folgenden  Form  darstellen: 


i  .it 


cos  ^=fcsin  1, 
In  .    .    lnxy  r 

U.  8.  W. 

cos   — —  z±z  Mn  — y  —  l. 

e    *  n 

•  ■ 

Wenn  dagegen  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  hat  nach  Tbeil  I. 

XL.  57.  die  Grösse  ( —  1)"  die  folgenden  n  sammtlich  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe,  also  die  Gleichung  1  ~f-  .r*  =  0  die 
folgenden  m  sammtlich  unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

cos  £-4-.in  \V=\> 

3*1  .     StIi  /— —t-  71  .TT  |  /  r- 

cos  — -f-sin  —V  —  1,  cos  —  —  sin 

cos  —-f-sin  — k —  1,  cos  —  —  sin  — K  —  1; 

U.  8.  W.  U.  8.  W. 

cos  -—-f-8io  1,  cos  1 — —  sin  - — —-t—v —  1. 

\     ■  *  ■ 

Weil  »ber 

cos  —     sin  —V —  1  =  cos  w  -f-  sin  jrl/ —  1  =r  —  1 

ist;  so  kann  man  diese  »  sammtlich  unter  einander  ungleichen 
Wurzeln  such  unter  der  folgenden  Form  darstellen: 

.  ■  * 


71     .      .       71  |  /  p 

-±..n 


cos  —  dbsin  — k  —  1, 
u.  s.  w. 


«•Ii 


■ 
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Wenden  wir  jetzt  den  iu  vorigen  l'uragraphen  bewiesenen  all- 
gemeinen  Satz  an,  so  ist 

und  folglich 

f{x)  —  n3^ 

zu  setzen. 

Ist  nun  zuerst  «  eine  gerade  Zahl,  so  ist,  wenn  alle  im  vori- 
gen Paragraphen  gebrauchte  Symbole  ihre  dortige  Bedeutung  auch 
jetzt  beibehalten,  nach  dem  Obigen 

t*  =  coß  — ,  a,=coa  — ,  a,  s=cos— ,  .  .  .  ^„-v  =  cos  ^ — ; 

P  =  «"       £Y=B,n  ^>  P\  =  sib  — ,  ..  .  Pi0«-2)  =  9in  — ; 

und  folglich 

Ai±By=T=Uco*  ^dbsiu  ^i/ZT)— ». 

d=  &y=\  =  ^(cos  ~  dr  sin  ^l/^)*  «, 

u.  s.  w. 

■  • 

d.  i.  nach  Tbeil  I.  XL.  «.54. 


n 

5<m  — 

n 

u.  s. 


Folglich  ist 


n  n 


8,0   n  ' 

a          1    .    5(m  —  n)n 


■ 


u.  s.  w. 


Tk«i{  ||.  19 


2W 

ff  _  1  •  («-H  {m-mjm 
if^H  2)=z—  sid  ; 


und  daher  noch  den  im  voriges  Paragraphen  bewiesene«  alltre mei- 
nen Salze  für  ein  gerades  » 


  2fl,sin  {m  —  n 


>rr  3(»/  —  «Vi  b(m  —  n)n 

 h  sin   -f-  sin  

//  n 


...-»-sin  j, 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  sa— lO  oder  »»O-r-1  ist. 
Wenn  4»  ungerade  ist,  sohlst  nach  dem  Obigen 


o  =  cos  --.  a,  =  cos  — ,  o,  =  cos  —  «tf«-«  =  cot  ; 


/*=sin  — ,  0,  =  sin  — ,  /?,=sm  — ,  .  .  .  ft((l_,)  =  8in  —  ; 

und  durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorher  erhält  ma 

also  offenbar  in  diesem  FaHe 

* 


2ti.  .    {m  —  ti)n            S(jw  —  w)tt  5(m  —  *)n 

=  —  —  {sin  h  sin   —  h  sin  - 


(»-2)  l»i-»K 
...  -f- sin  —  [. 

Sind  nun  überhaupt 

Winkel  in  arithmetischer  Progression,  so  ist  nach  bekannten  go- 
niometrischen  Formelo 

_  sin  3C  ■==■  si n  ar. 

sin  {jc  -+-  y)  =  2sin  jc  cos  y  —  sin  (jr  y)^ 

sin  (a- -h  *2yJ  r=  2sin  (^r-f-y)  cos  y  — sin  .r, 

sin  (ar-h%)  =  2sin  (ar-r-2y)  cos  y  —  sin  (.r  y), 

U.  8.  W. 

si»  (.r-4-»y)  =  2sin  (*  -*-(*- l)y)  cos  y-sin  (ar -*-(*-%); 
und  folglich,  wenn  man 

8  =  Bin  ar-\-  sin  (ar     y)  -»-  sin  [je  -V  2y )-+-...      sin  (,r  -+-  »y) 

setzt,  wie  man  leicht  durch  Addition  der  obigen  Gleichungen  findet  : 

S  =  sin  ar-f-2{iS— sin  (.r -f- *y)f  coa  y  —  sin  (jr  —  y) 
—  J£— sin  (*-)•(«  —  l)y)  —  «n  (jr-r-»y)}, 
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2Ä(1—  cos  y)  =  siu  .r  —  2sin  (.r-hwy)  cos  y  —  „in  (*~y) 

-+-sin  (^H-*y)  cos  y-cos  (aH~»y)  sin  ?>H-sin(.2H-*y) 

=  sin         —  cos  y)-f-«:os  ,T  sin  y 

-hsin  (.r-f-«y)  (1  —  cos  y)  — cos  (.r-f-*y)  si„  y. 

also,  weil 

1  —  cos  y  =  2sin  jy»,  sin  y  =  2sin  |y  cos  ^y 
ist,  wenn  «an  auf  beiden  Seiten  mit  2sin  |y  dividirt. 
2Ä  sin  Jy  =  sin  x  .in  ^y-f-cos      cos  *y 

-4-  sin  ny)  sin  |y  —  cos  *y)  cos  ]y 

=  cos  {a:  —  {y)  -  cos      +     +  ^)y). 

Folglich  ist 

a' — cos  (jr  -     — ™»  u-  -t-  (»  H-  4fr) 

2sin  |y 

oder 

4 

ts  a>in  sin  (a-  -f.  j»y) 

Aus  dem,  ersten  dieser  beiden  Ausdrücke  erhalten  wir  unter 
der  Uraussetsung,  dass  n  eine  gerode  Zahl  ist.  leicht 

b(m  —  n)n 


•    (m  —  n)rt       .    3(«i  —  n)n 
sin  —  -f-  sin  - — sin 


,  ■  (n  —  1)  (m  —  n)n 
.  .  -f-Sin  -)  — 


 I  —  cos  (m  —  n)rr 

und  folglich,  weil 


cos  =  cos  0t7ty  sin  (<W~~w)y,  =  — sin  — 


ist, 


sSn  <^+9iD  ä-=-ü+Bill 


.  (it  — 1)  (»j  —  n)n 
SII1  — 


'   1  —  cos  mn 


2sin 


Ist  also  m  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

sio  <m^»y*  m  ■  3(<w-»)tt  .  5(«i- 77)ti 
B,u       w      -t-sin  - — —  H- sin  «  — 


fr-QO- -fr, 


.-t-sin 

19' 
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i 

sin 

n 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

n  sin  — 
« 

wo,  da  tt  gerade,  m  ungerade  ist,  und  nach  dem 
m  •<!»■+•  1  sein  muss,  offenbar  m  <  n  ist. 

Aus  der  in  $.  bewiesenen  Hanpleigenscbuft  der  bestimmten 
Integrale  erhellet  auf  der  Stelle,  dnss  unter  den  gemach  en  Vor- 
aussetzungen, wenn  nämlich  »  gerade  und  m  ungerade,  also  m—l 
gerade  ist,  jederzeit 

'  x*-Ux 


o       1  -+-  X»       J  -»  1 


X»  ' 

* 

und  folglich 

>       J -*\+-x*       J  0  X"         J  0      1  -\-  Xn ' 

r 

also  nach  §.  2.  2. 

J      OB     1  +J-«  t/  0      1  -f-  J " 

oder 

o  1  +x»  I 
folglich  nach  dem  Obigen 

y-<*x*—ldx  

ist. 

Ist  m  eine  gerade,  also  m  —  1  eine  ungerade  Zahl,  so  erhel- 
let aus  der  in  3.  bewiesenen  Haupleigenschaft  der  bestimmten 
Integrale  auf  der  Stelle,  dass  in  völliprer  Allgemeinheit  für  eio  ge- 
rades ti 


n  sin 

n 


0       1  -4-X*      "      J  M 


0      l-#-ar*  *^  — «  1  -f-  ;r» J 

und  folglich 

/"W  a:*»— *dx  *dx 

J  -»  1  -|-  x»  «/  o     1  -»-.r»  ' 

also  nach      2.  2. 
ist. 

Für  ein  ungerades  m  erhält  mau  aus  dem  Obigen 
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mm  1 — --—     «in  - —  h  »111  h  •  . 

1  //  « 


[h  —  2)  (//<  —  n)n 
sin   


,_eo-  («  -  U  (—  «fr» 


n 


•der,  wsil  w  eine  ungerade  Zahl  ist,  * 

(f/i  —  n)n  3(01  —  «)«  .         Oifn  —  «01 

sin  *  —  -h  im  - —  1-  aiu   -f- 

«  «  /» 


.    («  —  2)  (*w  n)n 

Kill  3  ~  

7f 


WI7I 

1  —  cos  mn  cos  — 


//<7I 

2s  111   

n 


1 

Ist  uho  m  eine  gerade  Zahl,  so  ist 


1  —  COS   . 


tun 
n 


flir  «in  »gerades  <w  ist  dagegen 


•in 


•  (»  —  2)  («1  — »)» 
s,n   — 


mn 

1  -|_  cos   

/# 

^  .     «171  3  2« 

2siu  — 


Folglich  ist  nacb  dein  Obigen  für  ein  ungerade*  «  und  ei« 
gerades       wenn  m*Cn  ist,. 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  für  ein  ungerade»  m  und  ein  unge- 
rades m,  wenn  **<»-t-l  ist, 

-\dx        n_  mn 
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* 

§.  ML 

Wir  wollen  nun  ferner  auch  das  Differential 

s 

1  —  x» 

betrachten,  wo  wieder  m  und  u  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
und 

m  —  1  <!  *,  also  m  <C  »*+-  l 

sein  soll. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

ar"  —  1  =  0  oder  x*  =  1 

♦ 

sind  alle  in  der  Formel 

l 

■*  =  (-+-  1)" 

.enthalten.    Setzen  wir  nun  in  Theil  I.  XI,.  57. 

so  ist  a  =  -r-l,  ß  =  0,  und  folglich  nach  Theil  I.  XL.  #.  52., 
wenn 

u  -f-  01/ —  1  =  o(cos  9  -+»  sin  yV^—  1) 

gesetzt  wird,  in  dem  vorliegenden  Falle  ?=1  und 

qp  =  ArctangO  -f-  fax, 

wo  ArctangO  den,  absolut  genommen,  kleinsten  Bogen,  dessen 
trigonometrische  Tangente  0  ist,  und  Jk,  weil  «  positiv  ist,  eine 
beliebige  gerade  ganze  Zahl  bezeichnet.  Weil  nun  Arctang  0  =  0 
ist  und  offenbar  k  =  0  gesetzt  werden  kann ,  so  ist  es  verstattet, 
g>  =  0  zu  setzen. 

Daher  hat  nach  Theil  I.  XI,.  $.  57..  wenn  n  eine  gerade  Zahl 
J_ 

ist,  (-f-  1)"  die  folgenden  u  sämuitiich  von  einander  verschiedenen 
Wertbe,  also  die  Gleichung  a?»  —  1=0  die  folgenden  »  sammt- 
licb  unter  einander  ungleichen  Wurzeln: 

±1. 

cos  —  dbsi«  —V  —  1. 
n  h 

47i  .    .    Ati«  >  

cos  —  ±sin  — K  —  1 . 


fm    .  Ort,  /  r 

cos  —  ±  sin  — K — 1, 


?>  n 

u.  s.  w. 


ros 


Weun  dagegen  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  hat  nach  Theil  I. 

1 


XL.  §.  57.  die  Grösse  (+ 1)"  die  folgenden  »  sämmtlich  von  ein- 
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ander  verschiedenen  Werthe,  alsu  die  Gleichung  l — ^••'  =  0  die 
folge««*™  *  sänratHvl»  «after  etmmtfer  »Äffe«»«!!  V?v**&*t 


-*fcsm  -V-\, 
cos  —  dt  sin  —V  —  1.  " 

U.  S.  Wi 

Um  nun  nieder  den  in  f.  8.  bewieserwn  allgemeinen  Satz  anzu- 
wenden» müssen  wir 

"     <  '-4 

uud  folglich 

f(ä)  _  *    '    <  ,«>l 

*  , 

setz  e  d  • 

Ist  nun  zuerst  n  eine  gerade  Zahl,  so  ist  in  Bezug  auf  §.  8. 

2W                  4»                  6*  (n—2)n 
a  =  cos  -,  «.  =cos  — ,  a>,  =  cos  — >.  .  .  a»((l_4)  =  cos   -  5 

jj  =  siu  ^^  =8in       0,  =sni  ^-«-^  — ' 

und  folglich,  s 
^d=Äl/^T=i(cos >±sin  ^V/— 


=b^i/^T=  ^cos  ^zfcsi.  f  i/-  . 


ny        n  n 

0.  8.  W. 


d.  i.  nach  Tlici'l  I.  XL.  f  54. 
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u.  s.  w. 


db.i."'-i8)<— »»'V^rTj. 

Folglich  ist 


2(» 

—  n)n 

n  > 

4(wi 

—  w)» 

—  «)» 

u.  s.  w. 


und  daher  nacb  §.  8.  für  ein  gerades  ».  weil 

J  — »  1  —  «/  _»  X*»  —  1 

iat, 


-»   1  —  OT" 

I 

immer  noter  der  Voraussetzung,  das»  m  — 1<!«  oder  m<^n-{-\ 
ist. 

Wenn  n  ungerade  igt,  so  ist  nach  dem  Obigen  i 

2«                  kn                 Gr»                              (n  —  l)n 
«  =  cos  — ,  a,  =  cos  — ,  a,  s=  cos  — ,  .  . .  aMj._3)  =  cos   -  ; 

a                  o             kn   a             6n                              (»  —  l)n 
/?=sid  -,  0,=sin       0,=sin       ...  ft(w_,>  =  sin  ; 

and  durch  eine  ganx  ähnliche  Betrachtung  wie  vorher  erhält  man 
also  offeubar  in  diesem  Kalle 

J        l  —  x* 

2n  i  .    2{tn  —  n}n  ,        4(wi  —  n)n  ,        6(//i  —  «)»  , 
=  —   sin  - — - — —  -+■  siu  - — - — —  -+-  sin  - — - — - — h  .  .  - 
*l  f  w  »»  n 

^t.B(— l)(M-jO-( 
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Für  eio  gerudeB  »  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

2(«i— n)n  ,  .  4(ss— »Vi  ,  .  b(m—npi  .  (n — 2){m— n)n 
■lo^   n  '  H-sm  y  -f-«n      w      -h  ...-f-  sin  *  ^  - 

eos  1  2  co«  —  — 


(iw—  »)J» 


«der,  weil  »  eine  gerade  Zahl  ist,  wie  man  leicht  Ii 


2(m—n)n  ,  k(m—n)n  ^{m—n)n  .  (»— 2)  (m— n}n 
■in   -I-  sin  — — — — - — f"**n  ^  -f- ...  -h  sin  

7?  71  rl  .  *• 

=  K1  —  cot  wnt)  cot 
Ist  also  m  eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

■in  —  —  -f-sin  —  —  -f-bin  — k- . . bid  1  

#1  f$  f$  1 

=  cot 

nod  folglich  Dach  dem  Obigen 

/   =  —  cot  — , 

wo  «<s  ist,  da  m  gerade,  *t  ungerade  ist,  and  nach  dem  Vor- 
hergehenden m  <  n     1  sein  muss. 

Aus  der  in  f.  3.  bewiesenen  Raupteigenscbaft  der  bestimmten 
Integrale  erhellet  auf  der  Stelle,  ilnss  unter  deu  gemachten  Vor- 
aussetzungen, wenn  nämlich  n  gerade  und  «s  ungerade,  also  *»  —  1 
gerade  ist,  jederzeit 

f*+-<*xm~idx        /*0  x^—idx 

J  o     1  —         •/-*  1  —  x* ' 

und  folglich 

J  -<*\  —  x*      J  0      1  —  X»        «/  0      1  — X«' 
also. nach  $.  2.  2. 

oder 

•  ->> 

o   1  —  V  —ob  1  —  x*  ' 

folglich  nach  dem  Obigen 

y**x»—  'rfar  it      ,  mn 
 =  —  cot  — 
n   1  _.r»  »  * 

ist. 


Digitized  by  Google 


Ist  m  eine  gerade,  also  I  «ine  ungerade  Zahl,  so  erhellet 
«us  der  in  §.  f.  bewiesenen  Haupteigenscbaft  der  bestimmten  In- 
tegrale auf  der  Stelle  ,  da»,  i»  völliger  Allgemeinheit  fiir  am  ge- 
adi 


rüdes  u 


0  ~~~~./ 

tiud  folglich 

- 

also  nach  4.  2.  2. 

ist  ' 

Für  ein  ungerades  n  erhält  man  aus  dem  Obigen 

n  n  » 

cos  (m -«)«  __  ^  (m_rt)7J 

=  -  •    (w  — f»)n~~        '  , 

oder,  weil  »  eine  ungerade  Zahl  Ut, 

gi  „  s-zsl- + .in  Ze=& + « o  50=:* + •  •  •  H-  -i .  te=ü£=fc 

n  n 

wm 

cos  »«—cos  — - 


nvn 

IT 


Ist  nun  *»  eine  gerade  Zahl,  so  ist 

sin-    -      -f-»tw  r-8,n      »  8U1  n 


1  —  cos 


mit 
n 


2s  m   


■ 


=  — Jtanp~; 


für  ein  ungerades  m  ist  «Ingegen 
gin*^+8io*<^ 


 —  =TC0t-r~. 


n 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  für  era  ungeretres  n  und  ein  gerades 
*v,  wenn  m*Cn  ist, 
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* 

i  =  —  —  taufir  — 

/—oo  \  —x*  n       6  21 


Dagegen  ist  nach  dem  Obigen  fiir  ein  ungerades  n  und  ein  unge- 
rades m,  wenn  m*£.n~+-\  ist, 


J  _»  1  —  x"        n  2n 


i 


§.  u. 

Selzen  wir  in  der  in  ®«  ^r  den  Fall,  wenn  «•  ungerudt« 
und  *  gerade  ist,  gefundenen  Formel  für  m  und  n  respectiv« 
2*» -4-1  und  2»,  so  erhalten  wir 

/»»  gWfr  _  * 
0   1-f-««"  T  ,w  * 

für  2*  -h  1  <  2/»  oder 


2n  sin?2L±in 
2« 


2«  ^ 


•  ■ 

Auf  ähnliche  Art  ergiebt  sich  aus  $.  10. 

f<*  afi*dx 


l. 


für  2*sH-l<«*  oder 

2m -4- 1 
2m 

Setzt  man       =  *  und 

» 

2*1-4-1  

so  findet  man  leicht 

.und  folglich,  weil  für  ,a?  =  0  und  :r  =  «>  auch  respective  *  =  0 
und  «  =  oo  ist, 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

*  0    1  -4-  *  sin  an' 

/«»«-Ms   n 

0    I  —  x  t*ng  an ; 
oder,  was  natürlich  dasselbe  ist, 

0    1  -t-±  «if 

0   1  — ar 


mn  < 

71 


0    1  —  x        tang  an 


•WV 

Sieht  unbeachtet  zu  lassen  bat  map,  daas  nach  dem  Obigeu 
ist 

Wenn  uun  aber  jetzt  a  eine  beliebige  positive  Grösse  ist,  so 
kann  man  leicht  zeigen,  dass  man  den  Bruch  — gj— ,  wo  n  uud  n 

veränderliche  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  dieser  Grösse  be- 
liebig nahe  briugen,  d.  h.  dass  man  die  positiven  ganzen  Zahlen 
m  und  »jederzeit  so  bestimmen  kann,  dass  der  numerische  oder 
absolute  Werth  der  Differenz  zwischen  den  beiden  Grössen  a  und 

— n~  kleiner  als  jede  gegebene  noch  so  kleine  positive  Grösse 
v  ist    Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  die  beiden  Bedingungen 

zu  erfüllen  suchen.    Diese  beiden  Bedingungen  sind  aber  offenbar 

~2sit  i  1  . 
jederzeit  erfüllt,  wenn  — ^ —  eine  Mittelgrösse  zwischen  a  und 

a  -r-v,  d.  h.  *)  wenn 

£  =  Af{a,  a  +  v) 

ist.  Diese  letztere  Bedingung  ist  aber  nach  der  Lehre  von  den 
Mittelgrössen  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 

Im  -f-  1  =  M\1at*y  2{a-f-  >)n  \ 

erfüllt  ist,  und  es  kommt  also  jetzt  offenbar  bloss  darauf  an,  zm 
zeigen,  dass  die  positive  ganze  Zahl  »  jederzeit  so  bestimmt  wer- 
den kann ,  dass  zwischen  den  beiden  positiven  Grössen  2a»  und 
2(a -t-y)»  eine  gewisse  ungerade  positive  ganze  Zahl  liegt.  Dies 
ist  aber  jederzeit  der  Fall,  wenn  die  Differenz 

2(a  -+-  v)n  —  2a»  =  %m> 

grösser  als  2  ist.    Setzen  wir  nämlich 

2a»  =  *4-y,  2(aH-v)»  =  ^-f-^, 
wo  k  und  k'  positive  ganze  Zahlen ,  j  und  y  positive  echte 

_  .       «'  a 

i*»=#-*  +  j  -  j- 


Brüche  sind,  so  ist 


Ist  nun 


*-*+7  -  j>'2 


so  ist  offenbar  jederzeit 


•)  Tbl  I.  XL.  $.  *3. 
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—  *>1. 

und  folglieh,  weil  k'  —  Jh  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 


Wäre  nun  auch  bloss 


so  würden  doch  »wischen 


d.  i. 


und 


2an  und  2(a-\-v)n 


jedenfalls  die  beiden  ganzen  Zahlen  k  -+■  1  und  ifc-f-2  liegten,  von 
denen  eine  nothwendig  UDgerade  sein  muss,  und  um  so  mehr  muss 
alBO,.wenn 


ist,  zwischen 


if>*-i-S 

» 

lan  und  2(« -*-*)*» 


jederzeit  eine  ungerade  Zahl  liegen.  Man  sieht  also,  dass  unsere 
oben  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  sein  wird,  wenn  man 
seigen  kann,  dass  sich  die  positive  ganze  Zahl  »  jederzeit  so  be- 


ist.  Da  nun  aber  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  wenn  man,  wns 
offenbar  jederzeit  möglich  ist,  die  positive  ganze  Zahl  m  so  be- 
stimmt, dass 


_  1 


ist,  so  ist  unsere  obige  Behauptung  nun  als  vollständig  bewiesen 
anzusehen,  d.  h.  es  ist  in  völliger  Strenge  gezeigt  worden,  dass 
die  positiven  ganzen  Zahlen  es  und  «»  immer  so  bestimmt  werden 
können,  dass  der  numerische  oder  absolute  Werth  der  Differenz 

zwischen  den  beiden  Grössen  a  und  ^  kleiner  als  jede  ge- 
gebene noch  so  kleine  positive  Grösse  ist. 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ist  klar,  dass 
für  jedes  positive  «,  welches  kleiner  als  die  Einheit  is 


1  Bty 


J  0  1 


X 

rf*>xa~^dx  

./ o  1  -x  ~ 


tang  am 
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ist,  welches  zwei  in  jeder  Beziehung  höchst  merkwürdige  und  wich- 
tige Resultate  sind. 

•  *  p      .  *  » 

i 

III. 

Von  den  Kuler' sehen  Integralen. 
*.  12. 

Kuler'sche  Integrale  der"  ersten  und  zweiteu  Art. 
beissen  respective  die  beiden  bestimmten  Integrale 

fla*-*(\  —  x)h-htjc  und  /^(^r)""1'^ 

in  denen  die  Grössen  a  und  b  immer  als  positiv  angenommen  wer- 
den. Das  erste  dieser  beiden  Integrale  wollen  wir  durch  das 
zweite  durch  T\a)  bezeichnen,  und  wollen  also 

(£)=/jV-Mi-*)^v.*, 

setzen  •). 

Jedes  dieser  beiden  Integrale  ist  einer  bemerkenswertben  Trans- 
formation fähig,  die  wir  jetzt  zunächst  kennen  lernen  wollen. 
Setzt  man  nämlich 

x 

also 

so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

und  folglich,  weil  fir  .r  =  Ö  und  .r  =  l  offenbar  respective  y=0 
und  y  =  oc  ist, 

Setzt  man  ferner 

'  r  

so  ist 


•)  Diese  Bezeichnung'  gefcinuebt  Herr  Lcjenne  Dirtchlet  itt  strrter afö- 
gezeichneten  Abhandlung:  Sur  Ws  Unlandes  Euleriennes  in  Crelie's 
Journal.  T.  XV.  S.  258.  Legcndre  gebraucht  für  die  Integrale  der 
ersten  Art  eine  andere  Bezeichnung,  und  geht  auch  von  einem  etwas 
verschiedenen  Begriffe  dieser  lmegwrte  aus.  Wir  sind  aber  hier  Herrn 
Lejeune  Dirichlet  gefolgt. 
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♦ 

und  folglich 


Weil  nun  für  ar  =  0  und  *=l  offenbar  reapective  *  = 
und  *  =  0  ist,  so  ist 

folglich  nach  nach     2.  1. 

Weil  man  im  Vorhergehenden  fiir  y  und  *  offenbar  auch  ar  schrei- 
ben kann,  so  hat  man  die  folgenden  Gleicbuugen: 

Weil,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  die  Knler'schen  Integrale 
der  ersten  Art  immer  durch  Euler'sehe  Integrale  der  zweiten  Art 
ausgedrückt  werden  können,  so  wollen  wir  unsere  Betrachtung 
hier  für  jetzt  auf  die  letzteren  einschränken. 

< 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  ist 
Weil  nun  bekanntlich 

e-*tlx  —  —  tl.  e~* 

1        •  •  i 

ist,  ao  ist 

fe~*dx  —  —  er-*  -4-  Const. 


Für  jc  =  Q  ist  er**  =  1,  und  für  or  =  oo  ist  offenbar  e~x  =  0. 
Also  ist 

/V^  =  0-(- 1)^:1, 

folglich 

hd=i. 

#.  14. 

Nach  einer  aus  der  Integralrechnung  bekannten  Reductions- 
formel  ist 
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/  e~Txadx  =     fe-xdx  r°-^dx  f  e~xdx, 

und  folglich,  wenn  man  för  f  er-*dx  seinen  aus  dem  vorigen  Pa- 
ragraphen bekannten  Ausdruck  setzt, 

f  r-*x*dx  —  —  at*e~x  -f-  a  f  r~*x"  »<*r  -f-  Const. 

Für  ar  =  0  Ist,  weil  a  immer  als  positiv  angenommen  wird, 
x°r~x  =  0.    Für  or  =  oo  werden  Zähler  und  Nenner  des  mit  der 

Grösse  xaer-lx  identischen  Bruchs  —  uneodliob.    Weil  nun 
und 


dx>> 


=  a{a  —  1)  .  .  {a  —  k-\-  \)x« 


ist,  so  ist  für  x  =  oo,  was  auch  die  positive  ganze  Zahl  k  sein 

mag,     rf^*  =  oo;  wenn  man  aher.  was  offenbar  verstattet  ist,  k 

dh . 

grösser  als  a  nimmt,  so  ist  für  j?  =  oo  offenbar  =0.  Hier- 

aus schliesst  mau  nach  bekannten  Principien  der  Differentialrecb- 
nung,  dass  auch  für  ar  =  oo  der  Bruch  —  oder  das  Producf 
x°e-x  =  0  ist.    Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

/•OB  /'OB 
o  e-xa^djc  =  a  f  ^  e-*x*-idx, 

d.  i.  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'schen  Integrale  der 
zweiten  Art 

welches  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relation  zwischen 
den  Euler'schen  Integralen  der  zweiten  Art  ist. 

Ist  a  die  positive  ganze  Zahl  »,  so  erhält  man  durch  succet- 
sive  Anwendung  der  obigen  Relation  leicht 

n»-+-l)  =  »(*  —  1)...3.2.  1  /Kl), 
und  folglich,  weil  nach  dem  vorigen  Paragraphen  /)!)  =  1  ist, 

n«H-l)  =  l  .2.3.4  » 

oder 

=  \  •  2.  3.  «....(»—  I). 
15. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f*  eine  positive  Grösse  ist,  sei 


Digitized  by  Google 


305 

* 

and  folglich,  weil  für  .r  =  0  und  ar  =  oo  offenbar  respective 
y=0  und  y  =  ao  ist, 

0  /i«/  o      *  * 

*  » 

oder 
also 

• : .         /^-^  =  ^  ' 

immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  /*  positiv  ist. 

Setzt  man  für  <*  die  positive  ganze  Zahl  w-r-1,  so  erhält  man 

= 

und  folglich  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

/«■  1  1.2.5.4...« 


unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  positive  ganze  Zahl  und  p 
positiv  i»t. 

f.  16. 

Wenn  1-fr-ar  eine  positive  Grösse  ist,  so  ist  nach  dem  vori- 
gen Paragraphen 

wo  b  als  positiv  angenommen  wird.   Folglich  ist  offenbar 
also 

woraus  sich  ferner  noch  §.  6. 

i 

ergieht.    Nun  ist  aber  nach  §.  2.  3. 

/»OD  /*• 
0  '  o 

und  folglich,  wenn  wir  m  alt  positiv  annehmen,  nach  dem  vorigen 
Paragraphen 

20 
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also  nach  dem  Vorhergehenden 

oder,  wenn  wir  a-\-b  für  h  setzen, 

o  —  r(*-«-A)  /  o  ' 

d.  i.  in  der  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'schen  Integrale  der 
ersten  und  zweiten  Art 


■ 


n  die  in  12.  ausgesprochene  Behauptung,  dass  die 
Integrale  der  ersten  Art  immer  durch  Ealer'sche  Inte- 


wodurch  nun 
Euler'schen 

grale  der  zweiten  Art  ausgedrückt  werden  können,  vollständig  ge- 
rechtfertigt ist.  Dass  im  Obigen  .r,  also  auch  1  -f-  *r,  und  u  po- 
sitiv genommen  werden  können,  findet  seine  Rechtfertigung  darin, 
dass  die  Integrale  sowohl  in  Bezug  auf  j?t  als  auch  in  Bezug  auf 
u.  immer  nur  von  0  bis  oo  genommen  werden.  Andere  Beweise 
der  obigen  merkwürdigen  Gleichung  hohen  Poisson  im  Journal 
de  l'e'cole  polyteennique.  Cahier.  XIX.  und  Jacobi  in 
Crelle's  Journal.  B.  XI.  S.  307.  gegehen. 

Wenn  a <  1  ist  und  £  =  1  —  ay  also  «r-f- A  =  1  gesetzt  wird, 

so  ergieht  sieh  aus  dem  Obigen,  Und  weil  bekanntlich  /Tl>=  l  ist, 

-. 

,1—  o. 


(^)=7X«)/ti-«), 


d.  i.  nach  $.  1% 


1X0)1X1-.)=/;? 


Unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  nach  Welchen  nämlich  a 
positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  ist,  hat  man  aber  nach  f.  Ii. 

'»£o— \dx   n 

und  man  wird  folglich  durch  das  Obige  zu  der  höchst  merkwürdi- 
gen Gleichung 


/X«)r<i-«)» 


sin  an 


geführt,  wo  immer  a  "positiv  und  kleiner  als  die  'Einheit  sein  muss. 
Für  0  =  £  ergieht  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 

inT)i«=*,     .  s 

und  folglich,  weil,  wie  sogleich  aus  dem  in  §.  3.  bewiesenen  Satze 
erhellet,         eine  positive  «rösae  ist. 


Nun  ist  noer 
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•  ■  • 

* 

also,  wenn  wir  ar=zi2  setzen, 

Folglich  ist  nach  dem  Vorhergebenden 

i«  -i  .  i 

/-»CO  , 

welches  auch  ein  höchst  wichtiges  und  merkwürdiges  Resultat  ist 
>    Nach  f.  2.  2.  ist 

und  nach  dem  in  f.  3.  bewiesenen  Satze  ist  offenbar  . 

I 

Also  ist  •   '      ;.  '    .  i 

- 

uod  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

•*  » 

Nach  f.  14.  ist 

n-+4)=(»-i) /(»-|)     •  , 

U.  8.  W. 

=c-i)  (—{).,.  -|.-ir<j), 

und  folgliob,  weil  „„ol,  dem  OMge.  . 
ist, 

♦.17. 

Umgekehrt  kann  man  nun  aber  auch  <lie  Enler'scben  Integrale 
der  zweiten  Art  immer  durch  Euler'sche  Integrale  der  ersten  Art 
ausdrücken.  Bezeichnet  nämlich  n  eipe  positive  ganze  Zahl,  so 
ist  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Hauprformel 

20* 
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Folglich  ist,  wenn  wich  «r  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  be- 
zeichnet, 

...»  «^"^ 


U.  8.  W. 

1      m  —  1 

ix—)  n- — -) 

Multiplictrt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen,  so 
erhält  man 

irr!  (rn;>  {mJ  •  •  •  *  i : »  {-    m  • 

also 

«ITi»  (iTS>  (iTÜ>  •  •  •  <-TT5-> 

Für  •»=»  erhalt  man  aus  dieeer  Formel,  weil  bekanntlich  rU)=' 
ist, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

nmv      Iis»    1:*    *   L^J!  
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uud  es  kann  folglieh,  weil  —  jeder  positive  rationale  Bruch  sein 

kann,  jedes  Euler'sche  Integral  der  zweiten  Art  durch  lauter 
Euler'sche  Integrale  der  ersten  Art  ausgedrückt  werden. 

*.  18. 

Wenn  »  wieder  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ist 
uacb  f.  10. 


sin  — 
n 


n 


/\T)n^-3)= 


n>  '*^T>—  .  3*' 
sin  — 
n 


U.  8.  W. 

I 


■ 


<*_l)n' 
stn   — 

H 


und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  multiplicirt, 

sin  —  sin  —  sin  — ...  sin       ■  • 


n  n 

In  §.  10.  haben  wir  gesehen,  dass  die  Gleichung  «ar*  — 1  =  0, 
wenn  »  eine  gerade  Zahl  ist,  die  folgenden  n  säinmtlich  unter 
einander  ungleichen  Wurzeln  hat: 

cos  ^±sin  ^-V  —  1, 

x  COS  —  ±810  -~V  —  1, 

U.  8.  W. 

Folglich  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen  . 
—  \  —         1)  ( x  •+•  1)  (jp  —  cos  ^  —  sin  ^l/—  1) 

X     —  cos  ^     sin  —^^T) 


Diqitize 


•  1 


■ 

X<*-COs£-SH> 

X  (*  -  co»  £  -4-  .in  ^jl/^T) 


also,  wenn  man  immer  je  zwei  coojugirte  imaginäre  Factoreu  mit 
einander  verbindet, 

.r«— 1  =(.*•' -1)  (*•*— 2*-  cos  ^H-l) 

X(.*--fcr  cos^  +  1) 
X(.r*— 2.r  cos 


X(^-2^cos(-5-^-|-l). 

Bivtdtrt  man  nun  durch  ar* — 1>  «o  erhält  man  nach  einem  sehr 
bekannten  arithmetischen  Satze 

=      —  2^r  cos 


X(*a-2*  cos 

X(ä-*— 2a:  cos 
u.  s.  w. 

X^'-Sar  cos      m  -M), 


also  für  a:  =  1 


rt-2 


f  =  2-T(l  -c  f )  (I  -«o.       .  . .  0  -co. 
oder,  w«nn  wir  jetzt  »  für  die  positiv«  ganze  ZnM  -y  setze«, 
#•2=2^(1  -cos  £)  (1  -cos  ^) .  ..(I -cos 

|wn  i  sin  g  si.  ^  . . .  sin  (-^^|«, 
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folglich 

n    .   tu    .    tn  (n  — 1)« 

l/,=s<-..„5lMs„.s....,»-ir. 

Nun  ist  aber  allgemein 

sin  —  =28in  ^  cos  ^=2sin  ^  Bin  — ^ — , 
und  folglich  " 

n    .   9u    .   in             (n  —  l)n 
sni  —  «in  —  sin  —  . .  .  9i»  — •-  

■     n        n        n  n 

_    .    .    n    .  8n   .  to        .    (»  —  1)» 
=        sin  ^  sin  -  ein  ^  . . .  sin 

w  .  (*-  D*  .  (n  -  2)*  .  (»  -  S>»  .  «_ 
Xsin     ^      sm  sin  — — —  ...bid^ 

=  *-i|sin  ^  s«n  ~  b,u       . .  s.n  }», 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

.    »    .   2*    .   Sri        .    (n—l)n     „ .       n    n 

sin  -  sin  -  s.n  -  . . .  s.n  —^—.  =  2-  i .  -  2„_r 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

tni)  t£>    ,  •  •  n— )j* = 

- 

folglich 

Nach  $.  14.  ist  nun  ., 

_  .  t>      •>  «» 


I.  s.  w. 


also 


'»L  . 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

n«H-l,  n!L±_2,  n?L±i,      n*L=A) _  i.g..(*-D | W'Z- 
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f.  19. 

Nacb  §.  15.  ist,  wenu  «  eioc  positive  CoDstaotc  bezeichnet. 
Nun  ist,  wovon  man  sieb  leicht  durch  Differentiation  überzeugen 


*  ftr^dx  =  —  ^  H-  Const., 
und  folglich,  weil  die  Grösse  »  positiv  ist, 

also. 

f<uf~e-*dx  =  /,  -f.  Const., 

uud  folglich,  wenn  a  und  /?  positive  Grossen  bezeichnen, 

fßdsf~e-*da:  =  lK 

Nach  *.  6.  ist  aber 
und  folglich  auch 


Weil 


ist,  so  ist 


o       •/  «  « 


fe~**<lt  =  —  ^  h-  Const., 


'f  tt  x 
also  nach  dem  Vorhergehenden 

g**>e-<t*  —  e-$*   ,  ,8 

Setzt  man  « =  1  und  ß  —  *,  so  erhält  man 

«/o  '  ,r 

Weil  nun  nach  $.  12. 

fo  =  1-> 

ist,  so  ist,  wenn  der  Kürze  wegen 
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gesetzt  wird, 

^f**-*- **  =  r'(«r), 

also  nach  f.  5. 

d.  i.,  wie  man  nach  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung  so. 
gleich  findet,  , 

5.  f~e-*-*U  </,  =  /», 
und  folglich,  wenn  man  für  U  deo  Ausdruck  4.  setzt, 

oder  nach  §.  2.  3. 

und  folglich  nach  $.6.  * ' 

oder  nach  $.  2.  3.  und  §.  2.  4. 


f~lt  \*-'f~*-'**-*d9  -  f~ e-^xXt-UUS  =  r{a). 
Weil  nun  nach  f  12.  und  f.  15. 

0  r 

ist,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung  offenbar 
oder 

7    f*dJL\r-*  1  djr{a) 

Da  die  Integrale  in  Bezug  auf      zwischen  den  Gränzcn  0  und  oc 
genommen  werden,  so  kann  man  .r,  und  folglich  auch  1      .r,  wie 
es  die  vorher  in  Anspruch  genommene  Anwendung  von  $.  15.  er- 
fordert, immer  als  positiv  betrachten. 
Setzt  man  nun 
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- 

so  ist 

* 

.    dy    dx   <ty 

und  für  ar  =  Q  und  ,r  =  a>  ist  respectire  y=l  und  y= 0.  Also 
ist  nach  7. 

oder  nach      2.  1. 

Setzt  man  jetzt,  indem  n  eine  von  a  unabhängige  positifc 
ganze  Zahl  bezeichnet,  für  a  nach  und  nach 

1           2           S               n— 1 
«,  «  +      «  +      *  +      . .  •  «H  57. 

und  addirt  alle  dadurch  aus  8.  «ich  ergebenden  Gleichungen  zu 
einander,  so  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 


1        aa  da" 
gesetzt  wird,  nach  $.  2.  4.  die  Gleichung 

J**1  *-y^l  +  y"  +  y"  +  ..  +  yMlpft^  =  ^ 
oder,  weil 

H-y+y-f-.   H-y"  = — 

1  y* 


ist,  ..  * 


1—  V* 

Setzt  man  y"  für  y,  so  wird  diese  Gleichung,  wie  man  leicht 
iiudet,  \ 

«/  o  M  —  1  —  y  'y 

Wird  in  der  Gleichung  8.  für  *  die  Grösse  m$  gesetzt,  so  wird 
diese  Gleichung 

J  )  >  •  T>tl(l7t 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung  ist 

dlrima)       dUXna)    d.na   dll\na) 

~äm    —  d.nn  '    da  —*  d.na  > 
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und  folglich 


d  .na        n  da^> 

also  noch  den  Obigcu 


oder 


*       *      i  ♦    •        *  * 
man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  10.  ab,  so  erhalt 

Weil  nua  uueb  dorn  Obigen  o0enbar 


S  = 


dl.  r{a)  •  •  •  I\a-t-—n~) 


> 


Mit,  so  ist 


</a  da  ( 


T 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

'y^h—f  i—/y—da' 

Setzen  wir 


— ) . . .  I\a  -) 


r(«a) 


wo,  was  mau  wohl  zu  beachten  hat,  die  Grösse  von  u  gauz  uu- 
ubhäogig  ist,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung 


l,uta  =  dl 


J\a)  I\a  +  —)...lXp. 


n  —  1 


l\rta) 


und  folglich,  wenn  mau  integrirt,  und  die  wrllkührHche  Coustantc 
lq  bezeichnet, 


oder 


w  —  1 


n 
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also 


 -fe  ~ 


oder 

i4.  n«)  n« + •  .*>  -+-     = wr<«,>. 

Um  die  vod  a  unabhängigen  Grössen  p  und  q  zu  bestimmen, 
setze  man,  um  zunächst  den  Werth  von  p  zu  finden  in  dieser  Glei- 
chung « -fr- ~  fu>  «•  «o  wird  dieselbe 

1  2 
n«  +  ^)/X«-+-^).../T«-r-l)  =  y;i  * 

Dividirt  man  nun  diese  Gleichung  durch  die  vorhergehende,  so  er. 
hält  man 

«  * 

also,  weil  noch  $.  14. 

r(«  -|-  1)  =  «r/K«),  n«*t  -fr- 1)  =  iw»r(iw) 
ist,  * 

I  =  *p»,  p"  =  *-»,  p  =  fr-». 


Um  y  zu  bestimmen,  setze  man  in  der  Gleichung  12.  die  Grösse 
a  =  ~,  so  erhält  man,  weil  /T(/w)  =  T(l)  =  1  und  ^=«-1=^ 
ist,  , 

ni)Ai)ni)...n^)=if. 

und  folglich 

i 

7=»ni)n4)n4)...n'4J) 

Nack  «.  18.  ist  aber  '  j 

t?>  r<»>  ^ä»  •  •  1— >  =  t—  -I  ' 

■ 

und  To I glich 

Führt  man  nun  die  gefundenen  YVcrtbc  von  p  und  q  in  die 
Gleichung  12.  ein,  so  erhält  man 
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Mit  dem  Beweise  dieser  Miedst  merkwürdigen  Gleichung  haben 
sich  verschiedene  berühmte  Mathematiker,  namentlich  Gauss  (Com- 
ment.  Gotting,  rec.  Vol.  II.),  Legendre  (Kxercices  de  calcul  inte*- 

?;ral.  T.  II.  i».  23.  Truite*  des  fonctions  elliptiques.  T.  II.  p.  444.1, 
/auchy  (Exercices  de  Matblmatiques.  15""  Livraison.  p.  91), 
Crelle  (Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  B.  VII.) 
beschäftigt.  Der  obige  äusserst  schöne  und  sinnreiche  Beweis,  der 
uns  vor  allen  übrigen  sehr  wesentliche  Vorzüge  zu  haben  scheint, 
ist  von  Lejeune  Dirichlet  in  Crelle's  Journal.  B.  XV.  S.  258. 
gegeben  worden. 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  /?,  y,  o\  . . .  und  p,  y,  r,  *, . . . . 

der  Kürze 


f.  20 
dass  < 

positive  Grössen  sind,  wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  negeu 

» 

.  ,,<»,„)=y|l-(^y- (f)fj^, 

,>,(*,  y,  *)  =  i{  1  -        -  {fr  -  (i)'  | S- , 
setzen,  u.  a.  w. 

Dies  vorausgesetzt,  kommt  man  nun  bei  Anwendungen  der  In- 
tegralrechnung auf  Geometrie  und  Mechanik  häufig  auf  Integrale 
von  der  Form 

U.  8.  W. 

wo  die  Grössen  «,  by  c,  d,  auch  sämmtlich  positiv  sein  sollen. 

Für  diese  Integrale,  die  man,  wie  sogleich  erhellet,  auch  unter  der 
Form 


u.  s.  w. 
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darstellen  kann,  liat  Lejeu.no  Dirichlct  sehr  merkwürdige  Aus- 
drücke gefunden      welche  wir  jetzt  entwickeln  wollen. 

Zuvörderst  wollen  wir  eine  Transformation  mit  diesen  Inte- 
gralen vornehmen.   Setaen  wir  nämlich  für 

IT*'  <f   


y»  *>•«..» 

so  müssen  wir,  wie  sogleich  erhellen  wird,  für 

tf 3t,  //y,  (Ix ,  .... 

respective 

J__i       o  1  i  t  t 

dx,  S^yi    dy,  <fc,  


setzen,  und  eben  so  leicht  wird  man  sich  überzeugen,  dass 

der  G ranzen 

0  und  a,  0  und  0  und  y), ...... 

respective  die  Gränzen  - 

0  und  1,  0  und  1  — ä?,  0  und  l  —  jr^-y, , . . ., 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

1  —  a?  =  y,,  1  —  ar  —  y=*i,  

setzen,  die  Gränzen 

0  und  l,  0  und  y,,  0  und  *„  

gesetzt  werden  müssen.  Duher  haben  wir  es  jetzt  mit  der  Ent- 
wicklung der  folgenden  Integrale  zu  thun: 


VI 


pqr 

u.  s.  w. 

oder  mit  der  JSnfcwickclung  der  Integrale 


fap  \[x, 


°)  Comntes  rendus  hebdomadaires  des  seances^de  I'Acadcmie  des  Sciences. 
T.  VI1L  p.  15©.  Journal  de  Matbcinatiques  pures  et  appliquees  par 
J.  Lioüvillc.  T.  IV.  p.  168. 
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U.  H.  V. 

Das  erste  dieser  Integrale  lässt  sich  leicht  finden.  Bs  ist  näm- 
lich nach  einer  .sehr  bekannten  Hauptformel  der  Integralrechnung 


fx*  *dx  xr=  Gonst., 

wobei  man  nicht  unbeachtet  su  lassen  hat,  dnss  nach  der  Voraus- 

setxung  —  positiv  ist,  und  folglich  ^ 

— 

Nun  ist  aber  Bach  15. 
und  folglich 


also  nach  dem  Vorhergehenden 


/  X»    (Lvr=z  2  . 

t/  o  a . 

Ferner  ist 


r/y  =  -Jy  i  Const., 
und  folglich,  weil  y,  =  I  —  x  ist, 

also 

oder,  in  der  aus  $.  12.  bekannten  Bezeichnung  der  Euler'schen 
Integrale  der  ersten  Art,  . 


Weil  Dan  nach  f.  16. 


und  nach  §.15. 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

J*  ,/o  r(i-h-+--) 

Um  ferner  das  Integral 

zu  finden,  wollen  wir 

y  =  y,tr,  *  = 

setzen,  so  ist 

dy  —  yxdit,  dx=zxtdv, 
und  statt  der  Grenzen 

0  und  yM  0  und  a, 
sind  offenbar  resnective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  1 
zu  setzen.    Also  kann  man  das  gesuchte  Integral  unler  der  Form 

oder,  weil 

yl  =  l-.r,  »1  =  l-ar-y=(l-^)  (!-•) 
ist,  offenbar  unter  der  Form 

J^x~i~\\-xY  +  7dxJ^*~\l  -  myduj^v  '  dv, 
oder  auch,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  unter  der  Form 

darstellen.    Es  ist  nun  nach  $.  16. 
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y*i  1 


 y 


r 


/  vT    dt>==  — , 

r 

woraus  sich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitneichen ' 
moltiplicirt,  und  beachtet,  ilass        =  1  ist,  für  den  Werth  unsers 
gesuchten  Integrals  die  Grosse 

«7>  *f>  *7> 
rtiH — | — | — ) 

P     9  r 

ergiebt. 

Um  zu  zeigen ,  dass  das  so  eben  angewandte  Verfuhren  eine 
allgemeine  Anwendung  gestattet,  wollen  wir  noch  das  Integral 

bestimmen.   Zu  dem  Ende  setzen  wir 

y  =  yl«,  »  =  %lt>,  (z=tlw, 

also 

dy=yxdu,  d%*=.xxdvy  dt=tldw, 
und  demnach  für  die  Gränzen 

0  und  y,,  0  und       0  und  *, 
offenbar  respective  die  Gränzen 

0  und  1,  0  und  1,  0  und  1. 

Dies  vorausgesetzt,  kann  unser  obiges  Integral  unter  der  Form 

oder,  weil 

y,  =1— 

»,  =  i-ar-y=(i-ar)  (!-«), 

ti  =  l-*:-y-x  =  (l-a:)  (\-*)  (\-v) 

ist,  wenn  man  sich  die  beiden  folgenden  Reihen  ohne  Unterbrechung  ' 
in  eine  Zeile  geschrieben  denkt,  unter  der  Form 

J^x*  "    'dxj^ul    (1  —  n)r  'du 


d  d 


oder  aucb,  wie  sogleich  erbellen  wird,  unter  der  Form 
Th«ir  u.  21 
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dargestellt  werden.    Es  ist  nun  Dach  §.  16. 

^  Ci._y)>^—  «, 


» 


n4)  m) 


man,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  multiplicirt,  und  beach- 
tet, dasa  sp  1  ist,  für  das  gesuchte  Integral  sogleich  den  Aus- 
druck 

;    .         itf )    )  ) 


Auch  ist  nun  völlig  klar,  wie  man  auf  die  obige  Art  immer 
weiter  gehen  kann»  und  das  Statt  findende  allgemeine  Gesetz  liegt 
mit  völliger  Deutlichkeit  vor  Augen. 

Aus  allem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass,  wenn 
wir  dai  allgemeine  Glied  der  Reihe 

u.  s.  w. 

wo  jp(dr),  9t(<*i  y)t  9t(&*  y»  *)t  die  aus  dem  Obigen  be- 
kannte Bedeutung  haben,  nämlich 


.  .- 
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y)=,jl-(£)*-(f)'|% 


U.  8.  W. 


ist,  durch  V  bezeichne*,  jederzeit  unter  den  oben  gemachten  Vor- 
aussetzungen, die  wir  hier  nicht  wiederholen  wollen, 


n4>  n4)     •  •  •  • 





m-#-  — -r-y  +  — H  •) 


ist.  ^   _  ^  , 

In  einer  der  Theorie  der  vielfachen  Integrale  Vorzugs  weise 
gewidmeten  späteren  Abhandlung  werden  wir  auf  diesen  wichtigen 
und  interessanten  Gegenstand,  welcher  durch  Liouville  und  Ca- 
talan  schon  mehrfach  erweitert  worden  ist,  zurück  kommen.  Für 
jetzt  müssen  wir  uns  mit  der  obigen  Darstellung,  die  wir  nur  als 
eine  vorläufige  bezeichnen,,  begnügen. 


•  .  ■ 


XXVI. 

Zwei  neue  Sätze  vom  ebenen  und  sphärischen 
Viereck  und  Umkehrung  des  Ptolemftischen 

Lehrsatzes. 

Von  dem 

Herrn  Professor  und  Director  Strehlke 


Nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Trigonometrie  ist 
(Taf.  III.  Fig.  8.) 

AC  =  e*=za*  +  b*  —lab  cos  ZI  =a  e'  -f-«f*  —  <Ud  cos  D, 
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folglich 

a*         _,i  —     =  lab  cos  B-~2cd  cos  D. 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  2ab  und  Icd,  so 
erhält  man 

—  (c  —  */)*=4a£  cos  JÄ'-Mr//sin   (1) 

und  eben  so 

(c     rf)*  —  (a  —  £)a  =  W,  sin        -f-  4c</  cos  \D*  (2) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2),  Zerlegung  der  Quadrate  in 
Faktoren  und  Einführung  der  Bezeichnung  j  +  i  +  c  +  rfsi 
wird  erhalten 

cos|Ä\8in;/?»-h«^«»D4Ä,  siniZ*»-|-cos|Ä'.cos|/>») 
-H^sin^»  cos|Z>a. 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
\abcd  sin  B  .  sin  Z>  hinzu  addirt  und  subtrahirt,  so  erhält 


(|-».(t-*)  -<o 

=  (y  ..iDfi+^.iiDO)'+oÄ«/(cOi;ßcOSjA>  —  «iDjS.lioJÖ)' 

=(y  .  sin  Zf-f-  y  sin  B)*^-abcd .  cos  (^"^"^)  .  cos 

Da  nun  ^ .  sin  B-\-^-  sin  /!=  der  Fläcbensumme  der  beiden 

Dreiecke  ABC  und  ACD  ist  oder  die  Fläche  des  Vierecks 
ABCD  ausdrückt,  die  mit  F  bezeichnet  werden  mag,  so  ist 

/*=(|-„)  (£- b)  (-§-- c)  (|^)_^.C08(^)CM(*^). 


2. 

Verfolgt  man  denselben  Gang  hei  dem  sphärischen  Vierecke, 
so  ist 

cos  «r=cos  a  .  cos  4  + sin  a  .  sin  b  .  cos  ü 

=  cos  c  .  cos  */-+-  sin  e  .  sin  </ .  cos  Z>, 

folglich 

cos  a  .  cos  £ — cos  c .  cos  </=  sin  c .  sin  </ cos  D — sin  a  .  sin  b .  cos  B. 

Wird  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen  sin  a  sin  b  und 
sin  c  .  sin  d  addirt,  so  erhält  man 

cos  {e—b)— cos  (c-W/)=2sin  <?. sin  «/. cos |Z)'H-2«in  «.sin  6. sin ±B* 

und  durch  Zerfällung  der  Dißerenz  der  beiden  Cosinus  in  Fakto- 
ren nnd  Einfuhrung  von  /»-f- ^-f-c-f-rf=* 
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sin  {~  —  a)  .  siu  (y  —  b) 
=  sin  c  .  tib  4/.  cos  j/J»  -haio  «  .  sin  b  sin 

* 

und  eben  so 

sin      —  c)  .  sin  (y  —  //) 
=  sin  a  .  sin  £  cos  Jüfs  -f-  sin  c  .  sin     sin  JZJ*  . 


(1) 


....(*) 

Durch  Multiplikation  von  (1)  und  (2),  durch  Addition  und  Subtrak- 
tion von  |sin  a  .  sin  £  .  sin  r  .  sin  </.  sin      .  sin       bekömmt  man 

sin  (4  —  «)  •  sin  (y  —  4)  .  sin  (y  —  c)  .  sin  (—  —  //) 

=  (jsin  a  sin  6  sin  i5f-+-^sin  c  .  sin  d .  sin  />)*  ' 
-r-siu  0  sin  £  sin  r  .  sin  </.  cos  |(Z?-|-Z>)  cos  \(B-\-D). 

Ist  nun  M  der  Mittelpunkt  der  Kugel ,  uuf  deren  Oberfläche  das 
sphärische  Viereck  Ja  CD  liegt,  so  ist  der  Cubikiahalt  des  Te- 
traeders MABCz=i\%\x\  a  .  sin  b  .  sin  £?,  der  Cubikinhalt  des  Te- 
traeders MAC?Dz=z  |sin  r  .  sin  «/.sin  ZJ.  Bezeichnet  man  jene 
Tetraeder  mit  T  und  71',  so  erhält  man 

(3T-r-3Tr  =  sin  (£-•)  sin  (|-/,)  sin(y-c)  sin      -  d) 

—  sin  a  sin  b  sin  r  .  sin  d .  cos  J(Z?  -f-  />)*. 


3. 

Umkehrung  des  Ptol emäi sehen  Lehrsatzes. 

Da  b%  =  B E*  Ci?1  —  1BE .  C#  cos  A,  (wenn  A  den  Kreis- 
bogen  bezeichnet,  der  den  Winkel  BEC  misst) 

und  «r*  =  Ä£F  -f- -f-  2BE .  ^ .  cos  A, 
-  so  ist  =        —        —  1BE .  e  .  cos  A. 

wenn  e  die  Diagonale  C/l  bezeichnet, 

und  <ra  —  rf»  =  CJ£>  —        -4-  2Z)i?  .  e  .  cos  A. 
Zieht  man  die  obere  Gleichung  von  der  untern  ab,  so  bleibt 

e*  _  d*  —  b*  H-  a%  =  2  .  e  (BE+  DE)  cos  A  =  2*/.  cos  A, 
wenn         durch  f  bezeichnet  wird.   Hieraus  folgt 


cos  A  — 


t»  -fr.  C3      6»  —  rf» 


Wird  nun  für  ein  ebenes  Viereck  die  Bedingung  gemacht,  dass 
ef=ac-T-bd,  so  ist  in  diesem  besondern  Falle 


Aus 


cos  A'  = 
Ausdrucke 


cos  A'  lässt  sich  leicht  ableiten 
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(1 +cos  X')  ( 1  -  cos  V) = sin  ;/»  =  —  («c^AO»  ~  

Da  \ac  sin  X'-#-^W.  sin  Ä'=  sin  V "^F\  wodurch  die  Fläche 
des  Vierecks  bezeichnet  werden  soll,  in  welchem  ef=ac-t-öd,  so 
erhält  man 

/"  =  (f -«.)  (|-4)  (|-c>(i-rf); 
da  aber  auch 

F*=(±-a)  (y-Ä)  (£-rf)-«*crf.  cos 

so  muss  sein 

cos  /J)  =  0,  folglich  Ä  +  Ärr^+I).». 

■  » 

Da  A-\-  B-\-  C-+  D  =  2tt,  Ä-t-Z>  also  <2*.  so  kann  *  kei- 
nen andern  Werth  als  Null  haben,  woraus  folgt 

B^-  D—n. 


Dass  ein  Viereck  von  dieser  Eigenschaft  ein  Kreisviereck  sei, 
sich  dann  leiebt  beweisen. 


Anmerkung  des  Herausgebers. 

Herr  Professor  Strehlke  schreibt  mir  bei  Uebersendung  des  vorstehen- 
den interessanten  Aufsatzes:  „Es  inüsste  nicht  ohne  Interesse  sein,  den 
„Satz  für  die  Fläche  des  sphärischen  Vierecks  tu  suchen,  der  dem  ersten' 
„für  das  ebene  Viereck  eigentlich  entspricht,"  Gewiss  würde  diese  Unter* 
suchung  mehrfaches  Interesse  darbieten,  und  möchte  ich  mir  daher  wohl 
erlauben,  die  Leser  des  Archivs  zu  derselben  aufzufordern.  Dass  ich  den 
gefundenen  Resultaten,  wenn  sie  mir  mitgetheilt  werden,  sehr  gern  eine 
Stelle  in  dem  Archive  einräumen  werde,  versteht  sich  von  selbst.  G. 


XXVII. 

UebungfcnufgabeD  für  Schüler. 


1.  V  eb  ungsaufgaben  für  Schüler.  Mitgetheilt  von  Herrn 
Professor  Dr.  Kunze  in  Weimar. 

I.    Wenn  die  Entfernungen  der  Eckpunkt«  A,  B>  C  eines 
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Dreiecks  ABC  vom  Mittclpuukte  des  eingeschriebenen  Kreises  fol- 
geweite mit  a,  ß,  y  bezeichnet  werden,  so  besteht  die  Gleichung 

5+S+2-'. 

worin  a,  6,  c  nach  der  üblichen  Weise  die  Seiten  des  Dreiecks 
bedeuten. ,  Im  ersten  Theile  dieses  Archivs,  S.  331,  ist  eine  andere 
Relation  zwischen  a,  ß,  y  und  a,  hu  c  angegeben. 

2.  Aua  den  Winkeln  eines  in  einen  Kreis  beschriebenen  Fünf- 
eck«, pebat  dem  Halbmesser  dieses  Kreises,  die  Seiten  des  Fünf- 
ecks zu  berechnen. 

3.  Durch  die  Spitze  C  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC  ist 
zu  dem  gleichfalls  gegebenen  Funkt  D  in  der  Basis  AB  die  Ge- 
rade CD  gezogen:  man  soll  durch  den  einen  Endpunkt  A  der  Ba- 
sis  eine  gerade  Linie  AF,  welche  die  CD  in  E  und  den  Schenkel 
BC  in  F  trifft,  so  ziehen,  das»  das  Dreieck  ACE  dem  Viereck 
BDEF  gleich  werde.  Es  giebt  dafür  mehrere  ganz  leichte  Con- 
struetiouen;  Kästner  hat  in  seinen  geometrischen  Abhandlungen 
I.  Samml.  S.  145  die  Aufgabe  weitläufiger  mit  Hülfe  der  Trigono- 
metrie behandelt. 

'  4.  In  ein  gegebenes  Quadrat  ein  regelmässiges  Füofeck  der- 
gestalt zu  beschreiben,  dass  eine  Seite  dea  Fünfecks  auf  eine  Seite 
des  Quadrats  falle,  und  die  zwei  zunächst  liegenden  Eckpunkte  des 
ersteren  in  die  aufstehenden  Seiten  des  letzteren. 

5.  Ein  zu  seinerzeit  berühmter  Ingenieur  Samuel  Maroloia 
giebt  in  seiner  Geometrie,  die  1616  in  gross  Querfol.  erschien,  für 
die  vorige  Aufgabe  folgeude  Construction  an:  Auf  der  Seite  AB 
des  Quadrats  ABCD  verzeichne  man  auswärts  ein  regelmässiges 
Fünfeck  ABEFG.  und  ziehe  von  der  gegenüberliegenden  Spitze 
F  nach  den  Ecken  C,  D  des  Quadrats  die  Geraden  FC,  FD* 
welche  die  Seite  AB  in  H,  I  schneiden;  die  Strecke  HI  soll 
nun  die  Seite  des  einzuschreibenden  Fünfecks  sein.  Diese  Con- 
struction ist  aber  falsch;  es  ist  zu  zeigen  warum? 

6.  .In  ejn  gegebenes  Viereck  eineo  Rhombus  zu  beschreiben, 
dessen  Seiten  mit  den  Diagonalen  des  Vierecks  parallel  laufen. 

7.  In  einen  Kreis  sei  ein  beliebiges  Vieleck  ABC...  EMS 
beschrieben ,  und  auf  der  Peripherie  des  Kreiees  sei  ein  Willkühr- 
richer Punkt  P  angenommen.  Fället  man  nun  von  P  auf  jede 
Seite  des  Vielecks  oder  deren  Verlängerung  eine  Senkrechte,  näm- 
lich Pa  auf  AB,  Pb  auf  BC  u.  s.  f.  Pm  auf  MAy  P*  auf  IVA, 
so  gilt  allemal  die  Gleichung 

Am    BO  '  SSm    An  - 

aB  '  MJ mÄ    n.i  ~ 

Diese  Gleichung  besteht  auch  dann  noch,  wenn  das  eingeschrie- 
bene Vieleck  ein  Vieleck  im  weileren  Sinue  ist,  bei  welchem  man 
uämlich  die  Punkte  A,  B,  C .  .  .  ßf,  A  in  beliebiger  Foljre 
durch  gerade  Linien  zu  eiuem  zusammenhängenden  Zuge  vereini- 
get hat. 

8.  In  der  Peripherie  des  über  AB  besebriebeueu  Halbkreiaes 
denjenigen  Punkt  C  zu  liudeu,  für  welchen  das  Kecbteck  aus  der 
Abscisse  AD  und  Ordinate  CD  ein  Maximum  wird.  Die  Con- 
struction folgt  aus  sehr  einfachen  geometrischen  Betrachtungen. 

9.  Verlängert  man  die  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in 
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einen  Kreis  beschriebenen  Vierecks  AB  CD,  bis  sie  sich  schneiden, 
nämlich  BA,  CD  über  A  und  D  hinaus  bis  E\  BC>  AD  über  C 
und  D  hinaus  bis  F,  und  zieht  man  von  dem  Mittelpunkt  O  des 
Kreises  nach  den  Durchschnittspunkren  E,  F  die  Geraden  OE, 
OFy  nebst  dem  Halbmesser  OD,  so  ist  immer 

OE.  OF .  cos  EOFz=  Ol)7. 

10.,   Wenn  man  in. die  vier  Dreiecke,  von  welchen  jedes  durch 
zwei  Seiten  und  eine  Diagonale  eines  eingeschriebenen  Vierecks 
gebildet  wird,  Kreise  beschreibt,  so  bestimmen  die  Mittelpunkte  . 
dieser  vier  Kreise  die  Winkelpunkte  eines  Rechtecks. 

11.  Die  vier  senkrechten  Linien,  welche  man  von  der  Mitte 
jeder  Seite  eines  eingeschriebenen  Vierecks  auf  die  ihr  gegenüber» 
liegende  Seite  fallet ,  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  einzigen 
Punkte. 

12.  Die  Summe  der  Quadrate  von  allen  Seiten  und  Diagona- 
len eines  eingeschriebenen  Vierecks  ist  gleich  der  vierfachen  Diffe- 
renz «wischen  dem  Quadrat  des  Durchmessers  des  umschriebenen 
Kreises  und  dem  Quadrat  der  Entfernung  seines  Mittelpunktes  von 
demjenigen  Punkte,  in  welchem  sieb  die  vier  Linien  aus  der  Mitte 
jeder  Seite  senkrecht  auf  die  Gegenseite  begegnen  (11). 

13.  Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  drei 
Punkte  an:  D  auf  BC=a,  E  auf  CA=fi,  F  auf  AB=±c,  wo- 
durch die  Abschnitte  BD  = DC=a",  CE=b\  EA=zWy 
AF=c',  FB  =  c"  entstehen,  und  verbindet  alsdann  jene  Punkte 
2U  einem  Dreieck  DEF,  so  findet  allemal  die  .Proportion  statt 

A  ABC:  &  DEF=a.6.czar .  V  .d  +  a"  .  b"  .  r". 

14.  Eine  sehr  einfache  Constructlon  der  mittleren  Propor- 
tionallinie ist  folgende:  Man  schneide  von  der  grösseren  gegebe- 
nen Linie  AB  die  kleinere  AC  ah.  verlängere  AB  um  A/J=zCB, 
und  beschreibe  über  FTD  mit  BAz=zDC  ein  gleichschenkcligcs 
Dreieck  BED,  oder  demerke  bloss  durch  ein  Paar  Kreuzbögcu 
seine  Spitze  E,  so  ist  eiue  Gerade  von  E  nach  A  (oder  dach  C) 
die  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  uod  AC. 

15.  Die  Kreisfläche  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  den 
Flächen  eines  umschriebenen  und  eines  dem  Kreise  isoperimetri- 
schen Vielecks,  beide  regelmässig  uud  von  eiuerlci  Seitenzahl  an- 
genommen. 

16.  Werden  in  und  um  einen  Kreis  regelmässige  Vielecke 
von  einfacher  und  doppelter  Seitenzahl  beschrieben,  so  ist  1)  der 
Umfang  des  umschriebenen  Vielecks  von  doppelter  Seitenzahl  das 
harmonische  Mittel  zwischen  , den  Umfängen  des  eingeschriebenen 
und  umschriebeneu  Vielecks,  heidi*  von  einfacher  Seiteuzahl;  und 
2)  der  U  in  fang  des  eingeschriebenen  Vielecks  von  doppelter  Sei- 
teuzahl das  gi-ometrischc  Mittel  zwischen  den  Itiii fangen  des  ein- 

Sescbriebpneu  und  umschriebenen  Vielecks,  jeues  von  einfacher, 
icses  von  doppelter  Seitenzahl. 

17.  Ein  Viereck  mit  den  Seiten  <r,  ä,  r,  r/,  in  welches  sich 
ein  Kreis  beschreiben  lässt  (also  a  -\-  c  =  b  -f-  rf),  hat  den  gross- 

1  ten  Inhalt,  wenn  des  Kreises' Halbmesser 

* 

_  V  a  .  b  .  c  .  d 
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18.  In  keinem  pylhagorischen  Dreieck  (vergl.  d.  erst.  Tli.  dies. 
Aren.  S.  96)  können  beide  Katbeten  on gerade  Zahlen  sein;  und  in 
jedem  solchen  Dreieck  muss  eine  der  Katheten  durch  3,  inglcicben 
eine  von  den  Seiten  überhaupt  durch  5  tbeilbar  «ein. 

19.  Diejenigen  Werth«  von  x  zu  linden,  für  welche  sowohl 
X OC  '  |  X  als  xx —  x  vollkommene  Quadrate  werden. 

20.  Vermittelst  der  pythagorischen  Dreiecke  solche  Kreisvierecke 
zu  bilden,  bei  welchen  die  vier  »Seiten,  die  drei  möglichen  Diago- 
nalen und  der  Inhalt,  nebst  dem  Halbmesser  des  Kreises,  rationule 
Werthe  bekommen;  ohne  das«  eine  Seite  oder  Diagonale  Durch- 
messer des  Kreises  wird,  oder  zwei  Diagonalen  sich  rechtwinkelig 


durchschneiden  (in  welchem  Falle  der  Inhalt  des  Vierecks  gleich 
dem  halben  Product  der  beiden  Diugonalen  sein  würde). 

21.  Man  soll  zwei  ganze  Zahlen  x,  y  finden,  von  der  Be- 
schaffenheit, das*  das  harmonische  Mittel  zwischen  ihnen  einer  «ge- 
gebenen ganzen  Zahl  a  gleich  sei.  Z.  B.  für  a  =  165  giebt  es 
vierzehn  verschiedene  Auflösungen. 

22.  Zwei  Zahlen  .r,  y  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ihre  Summe  gleich  der  Summe  ihrer  Kubikzahlen  sei.  (Diophan- 
tus  IV.  11.) 

Allg.  Auflos.  .r===^^~;  y  =  ^~ 

23.  Zwei  Zahlen  x,  y  zu  finden,  von  der  Beschaffenheit,  dass 
ihr  Unterschied  gleich  dem  Unterschied  ihrer  Kubikzahlen  sei. 
(Diophanlus  IV.  12.) 

Allg.  Auflös.  x  =  ~2*^n ;  y  =  ££±1> 

.  >  * 

24.  >lun  soll  zeigen,  dass  und  wie  in  dem  nachstehenden 
Quotienten  oder  Bruche 

m{m  -+- 1)  (m  -f-  2)  (m  -+-  n  —  2)  («t  -f-  n  —  I) 

1  .     2     .      3      .  (>r—  I)        .  n 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bezeichnen,  alle  Facto ren  des  Nen- 
ners gegen  die  raetoren  des  Zählers  sich  lieben  und  das  endliche 
Resultat  eine  ganze  Zahl  werde. 

25.  Zwischen  den  Tangenten  der  Winkel  von  fünf  zu  fünf 
Graden  im  ersten  Octanten  findet  folgende  artige  Relation  statt: 

tan  5°.  tan  10°=tan  15°.  tan20°.  tan  25°.  tan  30°.  tan  35°.  tan40°.  tan  45p. 

Die  Prüfung  dieser  Gleichung  geschieht  leicht  vermittelst  der 
Logarithmen;  der  Beweis  ist  aber  aus  der  bekannten  Formel 

tan   (a  db  ß)  =  „~^~ß   *u   fübren,   mit  Rücksicht  auf 

tan  60«=rV/3. 

Anmerkung.  Die  Sätze  von  10.  bis  16.  sind  bewiesen  im 
ersten  Bande  metner  Geometrie  (Jena,  Frommann.  1842);  auch  über 
20.  findet  man  eben  daselbst  (S.  219)  Auskunft. 


i 
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II.  Uebungsaufgaben.für  Schüler.  Von  dem  Herrn  Pro- 
fessor C.  A.  Bret  schnei  der  zu  Gotha. 

Es  ist  sattsam  bekannt,  auf  welche  Weise  mao  ans  den  ein- 
fachen goniometrischen  Formeln: 

sin  («-M)=r2siu  h  cos  a  +  sin  <«-*) 

■ 

cos  (a -h l>)  =  2cos  i  cos  a- cos  (a  —  b) 
die  Summen  der  nachfolgenden  Reiben 

sin  «H-sin  (a 6)  -+-  sin  (m -f-  26) -4- . .  -f-  sin  («  +  *£) 

sin       -f-  l)A  .  sin  (a  -+-  ±nb) 
—  sin  ±4 

cos  0-f-cos  (a-h^)H-cos  (0 -f- 26)  H- <  •  +  cos  + 

sin  £(*-t-  l)A  .  co»  (a-f- 
=  ^n~4Ä  

erhalten  kann.  Sind  diese  Summen  bekannt,  so  giebt  die  Anwen- 
dung der  ersten  trigonometrischen  Sätze  folgende  Theoreme: 

Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein  reguläres  Vieleck  von  * 
..Seiten,  und  zieht  von  einem  beliebigen  Punkte  innerhalb  oder 
..ausserhalb  des  Kreises  Strahlen  nach  "den  Kckpunkten  des  Viel- 
„eckes,  nennt  einen  der  beiden  kleinsten  dieser  Strahlen  a,,  den 
„nächstfolgenden  «r,  und  so  fort  bis  zu  so  ist,  wenn  r  den 
„Halbmesser  des  Kreises,  rl  die  Entfernung  des  willkührlichen 
„Punktes  vom  Mittelpunkte  bezeichnet, 
1)  für  ein  gerades  //: 

«,*-+- •  •  -+-«r«-i"  =tfa*-r-«4*-+-ir,aTf-. .  -ham* 

d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  ungeradem  Zeiget 
ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Strahlen  von  geradem  Zeiger. 
*2)  für  ein  ungerades  m: 

-  •  l.  _  '  co.^-«) 


<,1-r-«,3-f-«i3      •  •  +aS=-i—{r*+il*)  —  r<t  j 

cos  — 


wo  u  den  Bogen  bezeichnet,  welcher  von  der  Geraden  ä  und  dem 
Strahle  //,   auf  der  Peripherie  ubgeschnitteu  wird.     Aus  beiden 
Sätzen  folgt  unmittelbar: 
3)  das*  für  jeden  beliebigen  Werth  von  n 


sein  muss.  Zieht  man  daher  einen  Halbmesser,  welcher  auf  der 
Geraden  ä  senkrecht  steht,  und  verbindet  dessen  Kndpunkt  mit  dem 
willkührlichen  Mittelpunkte  der  Strahlen  u.  s.  w.  durch  eine 

Gerade  aQ ,  so  ist  das  Quadrat  von  a0  das  arithmetische 
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Mittel  aus  der  Quadi'atsumine  aller  Strahlen,  welche 
von  dem  festen  Punkte  aus  nach  den  Spitzen  eines  ein- 
geschriebenen regulären  Vieleckes  von  beliebiger  Sei- 
tenzahl gezogen  werden.  Zugleich  erhellt  auch,  dnss  der 
Mittelpunkt  der  Strahlen  'nicht  einmal  völlig  fest  zu  sein  braucht, 
sondern  in  jedem  beliebigen  Punkte  der  Peripherie  eines 
Kreises  Neffen  kann,  der  dem  Hauptkreise  concentrisch 
mit  dem  Halbmesser  d  beschrieben  worden  ist. 

Bezeichnet  man  ferner  den  von  den  Strahlen  a,  und  a7  einge- 
schlossenen Winkel  durch  (1,2)  und  nennt  ihn  den  ersten 
Strahlwinkel,  ferner  den  von  «r,  und  eingeschlossenen  Winkel 
(2,  3)  den  zweiten  Strahlwinkel  u.  s.  w.  so  ist 

4)  fiir  ein  gerades  »: 

«,*',  cos  ( 1, 1)-\-ata<  cos  (3, 4)-f- . . .  cos  (»—  1,  n)= 

coa  (2,  3)-fr-«r4«r4  cos  (4,  5)+ . . .  4cos  («,  1) 

2* 

=  j«(r*  cos  —  -f-  </") 

5)  für  ein  ungerades  «: 

</,*,  cos  (1,  2)-4-a,<Jf4  cos  (3,  4)  -fr- ...  -fr-  anax  cos  (*,  1) 


=  t~1^—  (ra  cos  — -+-</•)  —  rd  cos  a, 

«r,«,  cos  (2,  3)-fr-«4at  cos  (4,  5) -h . . .  +  «r«-i«n  cos  (»— 1,  ») 

=    ^    (r3  cos  —      </») -fr- rr/  cos o; 
—  « 

6)  ftir  jedes  beliebige  n  also: 

«,«,  cos  (l,  2)-+-«,«,  cos  (2,  3) +      +         cos  (*,  1) 

=  «(r»  cos  ;~-H**). 

wozu  man  auch  leicht  den  analogen  Ausdruck: 

7)  sin  (1,  2)  +  a7ot  sin  (2,  3)  — |— . .  . -f-«K<*,  sin  (*,  1) 

* 

=  *r*  sin  — 

bildet.  Ks  zeigen  demnach  die  Produkte  aus  deo  Cosinussen  der 
gerade»  und  ungeradstelligen  Strahlwinkel  in  die  beideu  ein- 
schließenden Strahlen  genau  dieselben  Relationen,  welche  die  Qua- 
drate der  einzelnen  Strahlen  selbst  besassen. 

Jutiegt  der  Ausgangspunkt  der  "Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Kreises,  so  wird  a=r  und  die  gefundenen  Ausdrücke  gehen  in 
folgende  über: 

fnr  ein  gerades  »  wird: 

♦ 

für  ein  ungerades  n  wird: 


(  <os  ^ 

für  jedes  beliebige  *  wird: 

tl.  Ii.  dje  Fläebe  de*  «inem  Kreise  eingeschriebenen  Qua- 
drates ist  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Qua- 
draten aller  Strahlen,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Peripherie  nach  den  Spitzen  irgend  eines 
beliebigen  eingeschriebenen  regulären  Vielecks  gezo- 
gen werden  können.  Ferner  ist 
für  ein  gerades  n: 

ata% 


n 

=  *r*  cos  — ■; 


■ 

für  ein  ungerades  /»: 


71 


aia^aiait-\-...'\-aH^0»-\  —  aHa t  =  (u+  l)r*  cos  — — r»  — , 

cos   

I» 

7i  cos  a 

a3a,  +*4a.-h...-i-«„-ia„  =  (n  —  \)r*  cos  — -r-r»   

cos  

I« 

für  jedes  beliebige  »: 
ff ,  0,  -f-  a^at  «„_i#r*  —  amal  =  2*r»  cos  — • 

Für  den  Fall,  dass  der  Ausgangspunkt  der  StruMen  in  der  Periphe- 
rie des  Kreises  liegt,  findet  man  auch  mit  grosser  Leichtigkeit: 
für  eio  gerades  n: 

s      a§  -f~  •  •  • .  ~f~  on—\  =  2r  .  -  -  > 

sin  — 
n 

—  0~  cosJ«; 


«3  -f-  o 4  -f-  a,  -4-  . .  .-f-  «„  =  2r  .  — V 
für  ein  ungerades  »: 


sin  — 


cos        —  \<t) 

sin  -— 
'Zn, 

für  jedes  beliebige  m: 

cos         -  g  ) 

-t-     *+- -+-  •  •  •  -h  ««-i  -f-  ff*  =  *^  .  ~  • 

•  i  .7» 

sin  — 
In  . 
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Der  mittelste  dieser  Ausdrücke  ist  als  ein  specieller  Fall  des 
August'schen  Theorems  bereits  seit  längerer  Zeit  bekannt.  Lüsst 
m na  den  Ausgangspunkt  der  Strahlen  noch  in  eine  Spitze  des  Viel- 

eckes  rücken,  d.  Ii.  macht  man  a  =  0  oder  = — ,  so  bekommt  man 

n 

die  schon  seit  lange  bekannten  Sätze  über  die  von  einem  Punkte 
auslaufenden  Diagonalen  regulärer  Vieleeke. 

Dass  sich  übrigens  aus  dem  oben  erwähnten  speciellen  Falle 
des  August'schen  Theorems  das  letztere  selbst  unmittelbar  ableiten 
Jas  st,  wird  klar,  so  bald  man  nur  mit  dem  gegebenen  Kreise  coo- 
centrisch  einen  anderen  Kreis  beschreibt.  In  dem  so  eben  erschie- 
nenen vortrefflichen  Lebrbuche  der  Geometrie  von  Herrn  Prof. 
Kunze  in  Weimar  ist  dos  hier  vorgetragene  Verfahren  gerade 
umgekehrt  worden,  indem  der  Hr.  Verf.  zuerst  einen  sehr  einfachen 
Beweis  des  August'schen  Theoremes  aufstellt  und  aus  dem  letzte-  . 
ren  mit  Hülfe  eines  coneentriseben  Kreises  den  speciellen  Fall  ab- 
leitet, wenn  der  Mittelpunkt  der  Strahlen  in  der  Peripherie  des 
Hauptkreises  liegt. 


XXVIII. 

i  s  c  e  1 1  e  n. 


Den  sogenannten  unbestimmten  Fall  in  der 'ebenen  Trigono- 
metrie, wenn  nämlich  die  Stücke  a,  h>  A  gegeben  sind,  trägt  man 
gewöhnlich  auf  folgende  Art  vor. 

Man  suche  zuerst  den  Winkel  B  mittelst  der  Formel 

hierauf  den  Winkel  C  mittelst  der  Formel 

C=180O-(^ -*-/?), 

und  dann  die  Seite  c  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

a  sin  C      b  sin  C 
r—  sin  A  ~~  luTtf* 

Im  Allgemeinen  hat  B  zwei  Werthe,  die  einander  zu  180°  er- 
gänzen, und  durch  B  und  B'  bezeichnet  werden  sollen,  so  dass 

ist.    Auch  wollen  wir  annehmen,  dass 

£'  =  90°,  Ä"  =  90" 


» 


)gle 
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Ist  nun  a^>b,  so  ist  auch  A>ß,  und  folglich  B  jedenfalls 
ein  spitzer  Winkel,  so  das»  also  onr  /?=  ir  geseilt  werden 
kann,  und  dalier  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zulässt.  Jst 
aber  <ar<£,  so  ist  auch  A<B,  es  kann  sowohl  B  =  B\  als 
auch  B=B"  gesetzt  werden,  und  die  Aufgabe  lässt  also  in  die-, 
gern  Falle  in  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  zu.  'Wenn  <s=£  ist, 
so  ist:  auch  A=zB,  und  daher  B  unmittelbar  gegeben. 

Dass  diese  Art  des  Vortrags  die  beste  und  einfachste  ist,  un- 
terliegt keinem  Zweifel.  Für  den  l&lementarunterricht  in  der  Tri- 
gonometrie, bei  welchem  es  auf  eine  möglichst  vielseitige  Uebung 
der  Schüler  ankommt,  verdient  aber  bemerkt  zu  werden,  dass  man 

fanz  zu  denselben  Resultaten  gelangen  kann,  wenn  man  nnmittel- 
ar  aus  den  gegebenen  Stücken  «r,  6,  A  nicht  den  Winkel  /?, 
sondern  vielmehr  die  Seite  e  sucht,  wobei  man  sieh  auf  folgende 
Art  zu  verhalten  hat. 

Bekanntlich  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

C08  A=  Wc  ' 

und  folglich 

c*—2bc  cos  A  =  a*  —  £*, 

also  wenn  mau  diese  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  Bezug  auf 
e  als  unbekannte  Grösse  auflöst, 

(c  —  b  cos  A)*=a*  —  b*  +  b*  cos  A*=a*  —  b*  sin  A*, 

woraus   .  

c  —  b  cos  A  =  zh  Va*  —  b*  sin  A*, 

■  

c  =  b  cos  A  dz  V a*  —  b*  sin  A*. 


Hieraus  sieht  mau,  dass  c  im  Allgemeinen  zwei  Werthe  hat. 
Ist  nun  so  ist  offenbar 

Va*  —  b*  +  b*  cos  A1  >  b  cos  A, 

d.  i.   ^ 

Va*  ~b*  sin  A*>b  cos  A% 

und   

b  cos  A  —  V a*  —  b*  sin  A* 

ist  daher  jederzeit  negativ,  woraus  sich,  weil  c  seiner  Natur  nach 
positiv  ist,  ergiebt,  dass  man  in  diesem  Falle  nur 

c  =  b  cos  A  -fr-  \Za*  —  b*  sin  A% 

setzen  kann,  und  daher  die  Aufgabe  nur  eine  Auflösung  zulässt. 
Für  *  <  bt  wo  zugleich  A  jedenfalls  ein  spitzer  Winkel  und  da- 
her b  cos  A  jederzeit  positiv  ist,  ist  dagegen  offenbar 


d.  i. 

und  daher 


Va*  —b*  +  b*  cos  A*  <  b  cos  A, 
Va*  —  b*  sin  A*«£b  cos  A, 

*    •  •  * 

b  cos  A  =fc  Va%  —  b*  sin  A*, 


man  mag  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nehmen,  eine  posi- 
tive Grösse,   Also  ist  in  diesem  Falle 
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c=zb  cos  A±.Va*-b*  sin 

und  die  Anfgabejässt  xwei  Auflösungen  zu.  Dam  in  diesem  Falle 
V/«»  —  b%  Bin  ^*  immer  reell  ist,  erhellet  leicht,  weil  bekannt- 
lich immer 

a  :  £  =  sin  A  :  sin  B 

oder  a  sin  Bz=.b  %\ik  A,  also  £  sin  ^  nie  grösser  als  a  ist. 
Für  assb  ist  offenbar 

<;  =  b  cos  A±b  cos 

und  daher  entweder  c=2bco*A  oder  c=0.  Da  aber,  wenn  von 
einem  wirklichen  Dreiecke  die  Rede  ist,  die  Auflösung  e  =  0  aus- 
geschlossen  werden  muss,  so  bleibt  in  diesem  Falle  bloss  die  eine 
Auflösung  c  =  2b  cos  A. 

Hat  man  c,  so  kennt  man  alle  drei  Seiten  des  Dreiecks,  und 
kann  dann  die  Winkel  B  und  C  nach  bekannten  Formeln  ohne 
alle  Zweideutigkeit  berechnen. 

Man  könnte  bei  der  Behandlung  des  unbestimmten  Falls  der 
ebenen  Trigonometrie  auch  von  der  unmittelbaren  Berechnung  des 
Winkels  C  aus  den  gegebenen  Stücken  a,  b,  A  ausgehen,  und 
würde  auch  auf  diesem  Wege  gans  zu  denselben  Resultaten  wie 
▼orber  gelangen.    Es  ist  nämlich  bekanntlich 

b  =  a  cos  C-f-  c  cos  A. 

Nun  ist  aber  auch 

0  sin  C 

C=-sTn-^-' 

und  folglich 

bz=za  cos  C-\-  a  cot  A  sin  C\ 

welche  Gleichung  bloss  noch  den  unbekannten  Winkel  C  enthält. 
Nach  bekannten  goniometrischen  Formeln  ist 

Führt  man  dies  in  die  vorhergebende  Gleichung  ein,  so  ergiebt 
sich  nach  gehöriger  Rednetion 

4(1-+- lang  |6'*)  =  a(l  —  tang  \C*)  +  2o  cot  A  tang  ±C,k 

oder 

(0  +  6)  tang  J C1  —2a  cot  ^  tang  —  bt 

oder 

,         2a  cot  A  ,  „     a  —  b 

t»g*C*  — y-  tang  |C=^. 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  in  Beziehung  auf  tang  |C 
als  unbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man 

(tang  lg-  *  co?  At  —     ~  '*  + «'  cot  ^ 

( .        ,  _        a  oos  ^     |  *       d1  —  b*  sin  A% 
und  folglich 

g  cos  A±z\/a*  —  b*  sin  ^» 
UD*  *C==  («+*)  sin  A  ' 


4 
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Ist  nun  so  ist  offenbar 

* 

* 

Va*  cos  A%  -f-  («"  —  //*)  sin  A*  >  a  cos  A. 

d.  i. 


I/«1'—      sin  A*  >  «  cos  A, 

und  folglich 

a  cos  A  —  l/«3  —  £3  sin  ^1« 

eine  negative  Grösse.  Daher  kann  man,  weil  tang  ;T  jederzeit  po- 
sitiv ist,  da  {C  nie  grösser  als  90°  ist,  bloss 

,    „  ,  ^     a  cos  A+Va*  -      sin  ^» 

setzen,  und  es  giebt  io  diesem  Falle  nur  eine  Auflösung.  Wenn 
aber  a<lb  ist,  wo  a  cos  A  immer  positiv  ist,  so  ist  offenbar 

\/a*  cos  A%  +  sin  A*  <a  cos  ^, 

d.  i.   ' 

l^«»  — sin  .i»<«  cos  .4, 

und  die  Grösse  

a  cos  A±l/** — 6*  sin  yf* 

ist  daher,  man  mng  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  nehmen, 
stets  positiv.    Also  Kann  man 

a  «os  Azh\/a*  —     sin  ^rf3 
tang  *C=—  —^-..j-^—-- 

setzen,  und  es  giebt  in  diesem  Falle  jederzeit  zwei  Auflösungen, 
die  auch  beide  reell  sind,  weil  bekanntlich  h  sin  A  =  a  sio  By 
folglich  6  sin  A  oie  grösser  als  a  ist.  Für  a  =  6  ist  nach  dem 
Obigen  . 

„     a  cos  ^  ±  a  cosv4 
tang  ,  f?=     (a  +  Ä)  sin  jp-, 

und  also  entweder 

tnnnr  2«  cos  A     _  2a  cot  ^ 

oder  tang  jC=0.  Im  zweiten  Falle  wäre  ^r==0,  also  auch 
C==0,  welches,  so  lange  von  einem  wirklichen  Dreiecke  die  Rede 
ist,  nicht  Statt  finden  kann.  Daher  hat  man  für  a  =  b  bloss  die 
eine  Auflösung 

1a  cot  A 
tang  ;C=         .  . 

Alle  diese  Resultate  stimmen  mit  den  schon  oben  gefundenen  voll- 
kommen  überein. 

Wenn  allerdings  auch  der  erste  und  gewöhnliche  Vortrog  des 
unbestimmten  Falls  der  ebenen  Trigonometrie  bei  Weitem  der  ein- 
fachste  ist,  so  halten  wir  doch  bei'm  Unterrichte  Betrachtungen  wie 
die  obigen  für  sehr  instruetiv  für  die  Schüler,  und  glauben,  dass 
dieselben  dem  Gedeihen  des  mathematischen  Unterrichts  überhaupt 
förderlich  sind,  welches  der  einzige  Grund  ist,  der  uns  zu  der  Mit- 
theilung derselben  an  diesem  Orte  bewogen  hat.  G. 
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Auch  scbon  für  den  Elementarunterricht  in  der  Algebra  ver- 
dient  der  folgende  Vortrag  der  Lehre  von  der  Elimination  der  un- 
bekannten Grössen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades  empfohlen 
xu  werden. 

Es  seien  die  zwei  Gleichungen 

Ax  +  Byz=C 

gegeben.  Um  aus  dieses  beiden  Gleichungen  a:  zu  bestimmen, 
kommt  es  darauf  un ,  dieselben  mit  zwei  ractoren  ßf  und  N  zu 
multipliciren,  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man  nach  ge- 
schehener Multiplication  die  beiden  Gleichungen  zu  einander  od- 
dirt,  der  Coefficient  von  y  verschwindet.  Diese  Bedingung  erfor- 
dert, dass 

BM-h  bXz=  0 

sei,  und  man  wird  also 

M=6,  A  —  -B 

* 

setzen  können.  Thut  man  dies  und  verfahrt  nach  der  vorher  ge- 
gebenen Andeutung,  so  erhalt  man 

Cb-cB 

*=aF=oB> 

und  hieraus  durch  gehörige  Yertattschung  der  Buchstaben 

■ 

•        Je  — Cm 
y — JA  — aß' 

Hat  man  ferner  die  drei  Gleichungen 

Jx-\-By-\-  Cm  =  D 
tue  — H  by  -f-  c%  =  d 

so  kommt  es,  um  sc  zu  bestimmen,  darauf  an,  diese  Gleichungen 
mit  drei  Factoren  üf,  JV,  P  zu  multipliciren,  welche  so  beschaffen 
sind,  dass,  wenn  man  nach  geschehener  Multiplication  die  drei 
Gleichungen  zu  einander  addirt,  die  Coefficienten  von  y  und  %  ver- 
schwinden.  Diese  Bedingung  erfordert,  dass 

BM+btf+ßP=Q 
CM  -4-ciV-f.  yP=  0 

sei.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

Tbril  II.  22 
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C-p  +  c  y  —  —  y, 

so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 

M        by-cß     N  _  Cß-By 
T  ~~  lic  —  CL*    p—  Bc  —  Cb* 

und  kann  also 

JA—  by-cß,  N=:  Cß-By,  Pz=zBc-Cb 
setzen.    Dies  vorausgesetzt  ergiebt  sich,  wenn  man  weiter  nach 
den  vorher  gegebenen  Andeutungen  verfährt,  auf  der  Stelle  ^ 

_  Cß)  -t-  d{Cß  -  By)  -+- *(Bc  —  Cb) 
x — J(by  —  cß)  -h  a{Cß  —  By)  -f-  «{Bc  — 

und  hieraus  mittelst  gehöriger  Vertauschung  der  Buchstaben 

Dica  —  ay)     d(Ay  —  Ca)  -+-  <tfC«  —  ^r) 
y  =  ^(Äy  -  cß)  +  a{t'ß  -  By)  -+-  a{Uc  -  CÄ) 

und 

Maß  —  Z«)  -f-  </(fla  —  Jfl  -f-  <M*  —  Bo) 
*  =  ^(Äy-c/J)-f- «(C/9  -  #y)  -h        -  CA) ' 

Wenn  die  vier  Gleichungen 

Ax  +  By+C%  +  D»  =  E 
a3C  +  by  +  c%-\-duz=e 
a*  +  ßi/-\-y%-+-äu  =  t 

Ce«ben  sind,  so  muss  man,  um  sc  zu  bestimmen,  vier  Factoren 
M  N  P  Q  suchen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass,  wenn  man 
mit  denselben  die  drei  Gleichungen  mnftiplicirt  und  dann  zu  ein- 
ander nddirt,  die  Coefficienten  von  y,  *,  u  verschwinden.  Diese 
Bedingung  erfordert,  dass 

BM+bN+ßP+^Q  —  Q 
CM+  ctf-t-  yP+<lQ  =  to 
DM+  rfiV-f-  dP+  T)Q  =  0 
sei.    Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  F 


orm 


so  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden 

M      ®(dy  —  cd)     t(M  -  dß)  —  W 
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jV  _  »{Ct-Dy)  +  <l(Dß— Bf)  +  $(By-Cß) 
H  ~    B(cd-dy)  +  C(dß-bd)  +  B(by-cß)  ' 

P_   —  </C)  -f-  d(dB  —  bD)  -+■  $(AC—  cB) 

U  —     W.c*-d<y)+C{dß-bd)  +  D{by-cß)  ' 

und  kann  also 

M  =        —  crf)  -h        -  dß)  4-  2>(<:jJ  -  Äy),  * 
N=  ©(  C9 — Dy)  +  W- iW)  -4-  t){By  - 
/»=        —  dC)  +  <£(i/Ä  —  bD)  -f-  SC*?— <?Ä), 
0  =  B(c6  -  dy)  -+-  C(<#  — M)  +  Z>(^  -  cß) 

setzen.   Dann  ist  aber,  wie  sogleich  erhellet, 

Durch  gehörige  Vertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  hieraus 
y,  a,  «#,  und  es  erhellt  nun  auch  mit  völliger  Deutlichkeit,  wie  man 
auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann. 


Ueber  die  Berechnung  der  Länge  und  Breite  eines 
Gestirnes  aus  seiner  geraden  Aufsteigung  und  Ab- 
weichung, und  umgekehrt.  Von  dem  Herrn  Professor 
C.  A.  Bretschneider  zu  Gotha. 

Die  in  der  (Jehcrscbrift  erwähnte  Aufgabe  findet  sich  in  allen 
Lehrbüchern  der  Astronomie  behandelt,  so  dass  man  sie  für  völlig 
erschöpft  halten  sollte.  Gleichwohl  scheint  die  nachfolgende  Be- 
merkung den  Verfassern  jener  Schriften  sämmtlich  entgangen  zu 
sein;  wenigstens  hübe  ich  sie  in  den  mir  zugänglichen  astronomi- 
schen Werken  nicht  gefunden. 

Sind  nämlich  die  gerade  Aufsteigung  o  und  die  Abweichung  S 
eines  Gestirnes  gegeben,  so  findet  man  überall  angegeben,  wie  man 
aus  ihnen  die  Länge  X  und  Breite  ß  des  Sternes  mittelst  eines 
Hunswinkels  berechnen  kann,  und  eben  so  wird  angegeben,  wie 
man  aus  X  und  ß  ebenfalls  durch  einen  Hülfswinkel  a  und  6  zu 
berechnen  habe.  Niemand  aber  scheint  bemerkt  zu  haben,  dass 
sich  beide  Aufgaben  mittelst  eines  und  desselben  Hülfswinkels 
lösen  lassen.  Nennt  man  nämlich  die  Schiefe  der  Ecliptik  e  und 
den  Hülfswinkel  y,  so  ist 

sin  ß        cos  (y  t) 

sin  <f  cos  <p  ' 

tang  X        sin  (y-f-i) 

taug  a  sin  f> 

22« 


und  der  Winkel  9  witd  durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 

tang  9  =  cot  d  sin  0 

t«g<9-t-*)=eot/**i»  X 

bestimmt.  Es  ist  9  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  «  kleiner  oder 
grösser  als  180°  ist,  und  eben  so  ist  (9 -fr-«)  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  X  kleiner  oder  grösser  als  180°  ist;  sonst  liegen  immer 
9  und  d,  ferner  9  +  «  und  ß  und  endlich  X  und  a  in  demselben 
Quadranten. 

Bei  der  Reduktion  von  a  und  S  von  einer  bestimmten  Epoche 
auf  eine  nicht  sehr  fern  liegende,  x.  B.  bei  der  Reduktion  vom  An- 
fang eines  Jahres  auf  irgend  einen  anderen  Tag  desselben  kommen 
beide  Aufgaben  unmittelbar  nach  einander  zur  Lösung.  Da  sich 
bier  9  meistens  nur  um  einige  Secunden  ändert,  so  wird  die  Rech-" 
nuug  sehr  leiebt  auszuführen  sein,  wenn  man  sich  die  Aendcrun- 
gen,  welche  log  cos  (9+*) — log  cos  9  und  log  sin  ($H-t)— log  sin  9 
für  1"  Aenderung  des  VVerthes  von  9  und  t  erleiden,  am  Ilaode 
bemerkt.  Hat  man  dann  aus  a  und  6  zuerst  X  und  ß  berechnet, 
und  bezeichnet  nun  die  durch  Präcessioa,  Nutaäon  etc.  verbesser* 
ten  Werth e  derselben  mit  X'9      so  wird  man  die  Complementc  von 

sin  9 

mittelst  der  angemerkten  Aenderung  nur  durch  eine  kleine  Correk- 
tion  zu  verbessern  brauchen,  um  mittelst  ihrer  die  neuen  Werthe 
von  a  und  ö*  zu  erhalten. 
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Ueber  die  Behandlungsarten  geometrischer  Ele- 
mentar -  Aufgaben. 


i  rr  ■  i  J  i  f  ?t  I 

Von  dem 


Herrn  Professor  Dr.  Mensiiig 

zu  Erfurt 


(Die  Citate  beliehen  sich  auf  Euclid's  Elemente.    Ein  C  davor,  bedeutet: 

Converse  des  oitirten  Satzes.) 

In  verschiedenen  Zeitschriften  werden  über  den  mathematischen 
Unterricht  häufig  Bedenken  erhoben.  Einige  eifern  Ober  die  dar- 
auf verwendete  Zeit,  Andere  tadeln  die  bei  demselben  angewendet« 
Methode.  Die  meisten  vermissen  das  Uebersicbtliche  in  derselben 
und  möchten  nur  das  Allgemeine,  damit  durch  gesteigerte  geistige 
Energie  das  Desondere  sich  gleichsam  von  selbst  ergebe.  Vielen  ist 
dagegen  die  Unterrichts  weise  noch  nicht  elementar  genug. 

Solche  Bedenken  kommen  zwar  von  sehr  verschiedenen  Seiten, 
entspringen  unter  sehr  verschiedenen  Graden  mathematischer  Bil- 
dung, haben  zum  Thcil  ihren  Ursprung  in  dem  Geiste  der  Neue* 
rungssüchtigen ,  sind  wohl  aber  weniger  von  gereifter  Erfahrung 
eingegeben;  dennoch  möchte  mun  sie  als  ein  erfreuliches  Zeichen 
des  Interesse  an  der  Sache  betrachten,  welches  freilich,  meist 
durch  Missvcrstäuduisse  verleitet,  sein  eigentliches  Ziel  verfehlt. 

Ich  sollte  nun  meinen,  wer  sieh  streng  an  Euklid's  unverbes- 
serliche Methode  und  «n  dasjenige  hält  was  eine  lautere  Quelle  in 
ihm  hat,  könne  nicht  wohl  einen  Fehlgriff  thun.  Diese  Methode 
wird  aber,  wie  mir  scheint,  seit  längerer  Zeit  nicht  eifrig  genug 
verfolgt.  Selbst  in  manchen  Werken,  deren  Verfasser  derselbe u  im 
Allgemeinen  huldigen,  wird  der  Gegenstand  einer  geometrischen 
Betrachtung  oft  ßo  verunstaltet,  dass  man  sein  Wesen  nur  mühsam 
herausliudet.  Namentlich  erscheint  die  geometrische  Analyse  bis- 
weilen in  solch  einer  seltsamen  Gestalt,  dass  man  glauben  möchte, 
der  Darstellende  habe  gar  keinen  Begriff  davon.  Denkt  man  sich 
nnn,  dass  Bücher  mit  solchen  Entwicklungen  in  die  Hände  von 
Schülern  kommen,  deren  Vorstellungen  berichtigt,  deren  Anffasaun- 

TheUU. 


Digitized  by  Google 


342 

gen  zur  Reife  gebracht  werden  aollen,  ao  wäre  ea  tu  verwundern 
weon  sie  Lust  am  gegenstände  behielten,  sofern  diese  bereits  rege 
geworden  ist. 

So  Laben  wir  eine  deutsche  Bearbeitung  von  Leslie's  geome- 
trischer Anatysis,  die  1822  in  Berlin  erschien.  Das  Original  ist 
mir  nicht  zur  Hand,  ich  kann  deshalb  auch  über  dessen  Werth 
nicht  urtbeilen;  sicherlich  bat  aber  der  Uebersetzer  zur  Verbesse- 
rung des  Buches  in  seinen  Huupttheilen  nicht  beigetragen:  denn 
die  Analysen,  die  darin  vorkommen,  sind  gar  nicht  als  solche  zu 
erkennen.  Manche  Aufgabe,  die  sich  dort  findet,  würde  aber  für 
den  Schüler  sehr  bildend  sein,  wenn  jener  wesentliche  Tbeil  nicht 
so  gänzlich  vernachlässigt  wäre. 

Um  diese  Behauptung  zu  belegen  wähle  ich  eine  Aufgabe  die 
sich  dort  (Seite  21.  Satz  XIII.)  finde«,  und  löse  dieselbe  nach 
Euklid's  strenger  Weise. 

Aufgabe.  Auf  einer  der  Grösoe  nach  gegebenen  Ge- 
raden einen  Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  das  Uuadrat 
über  seiner  Entfernung  von  dem  einen  Ende  so  gross 
werde  als  daa  Rechteck  zwischen  der  Entfernung  vom 
andern  Ende  und  einer  zweiten,  der  Grösse  nach  gege- 
benen Geraden. 

Sei  (Taf.lll.  Fig.  9.bei'm  zweiten  Hefte)  AB  die  erste  Gerade,  AC 
die  zweite;  man  sucht  einen  Punkt  Z>,  so  duss  AD*z=zDB.AC werde. 

J.  Fall.  Der  gesuchte  Punkt  sei  zwischen  A  und  B. 

Analyse.  Sei  AB  auch  der  Lage  nach  gegeben.  Verlängere 
dieselbe  nach  C. . .  (Post.  II.)  . . .  Mache  AC  der  zweiten  Gera- 
den gleich  ...  (1.  3.)  . .  Der  Punkt  D  erfülle  die  geforderte  Bedin- 
gung, ao  dasa  AD*  =  DB .  AC  werde. 

Dann  ist  (C.  II.  3.)  DA .  AC+AD*=zCD .  DA,  folglich 

(Ax.  II.)  CD .  DA=sAD .  AC+  DB .  AC. 

Halbire  AC  in  E. .  (I.  10) . . .  so  ist 

..(II.  6).....  CD  .  DA  -+•  AE*  =  ED*,  also 

(Ax.  I.  II.) ... .  ED*  =  AE*  -fr- (AD  -fr-  DB)AC . . .  (C.  II.  1). 

Mache  AF senkrecht  auf  BC..(l.  l\)..uadCA:AE=I1A:AM.. 
(VI.  13.),  ao  ist  AF*=zAB  .AC...{\1  17)...  mitbin 

(Ax.  I.)  . . .  ED*  =  AE*  -fr-  AF*.    Ziehe  FE . . .  (  Post  I.) 
ao  ist  . . .  FE*  =  AE*  -fr-  AF* ...  (I.  47.) 

folglich  ED*=FE* . . .  (Ax.l.)  also  DE—EF. . .  (1.46t  Zus.). 

Construction.  Suche  die  mittlere  Proportionale  zu  CA  nnd 
AB  (VI.  13);  halbire  AC  (I.  10)  und  beschreibe  aus  E  als  Cen- 
trum mit  der  Entfernung  EF  einen  Halbkreis,  so  ist  der  Durch- 
schnitt desselben  mit  AB  der  gesuchte  Punkt  D. 

Determination.    Ein  Durchschnitt  fällt  zwischen  A  und  B. 

Sei  BC=%MC  und  AB^zlAN-,  da  AC=%AE  und 
BC=BA  +  AC,  so  ist  %MC=z1AST+%AE  \ 

folglich  MCz=Affi+AE  (Ax.  VII) 
oder  MC=AA+EC 
mithin  Cflf  >  CE 
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deshalb  ist  E  ausserhalb  des  Mittelpunktes  vom  Kreise  über  BCi 
daher  ist  EF=  ED<.EB  ...  (III.  7.) 

und  EF=EDZ>EA  ...  (I.  32.  und  I.  19.) 

was  obige  Behauptung  war. 

Beweis  der  Behauptung,  dass  AD*— DB  .  AC  sei. 

Es  ist  DE=EF...p.c  also  DE*  =  EF* . . .  (1. 46,  Zus.) 

folglich  (II.  6.)  CD .  DA+AE*  =zAF*  ....  (1. 47.  und  nach  Ax.  III.) 

CD .  DA=BA .  AC. . .  .(p.  c.  und  VI.  17.) 

also  (II.  3.)  DA  .  AC+  JD*  =  iBD  -+-  DA)AC. . .  (C.  II.  1.) 

AD*  =  BD .  AC  (Ax.  III.) 

was  behauptet  wurde. 
II.  Fall.  Der  gesuchte  Punkt  sei  auf  der  Verlängerung  von 
BA.  Die  Auflösung  ist  dieselbe,  indem  der  zweite  Durchschnitt 
des  Kreises  mit  EF  als  Radius  die  Verlängerung  von  AC  trifft. 
Es  ist  jedoch  zu  bemerken:  wird  dieser  zweite  Punkt  mit  D'  be- 
zeichnet, so  ist  DEz=ED?  und  AE=EC 

also  auch  DA=D'Ct  mitbin  AD  =  DE—  EA 

und  A&=DE+EA 

Ein  gleiches  Resultat,  wenn  auch  eine  andere  Constructiou, 
giebt  die  . ....  Algebraische  Behandlung. 

Sei  ABz=za  und  ACz=.Wt>  so  ist,  wenn  ADzssa:  gesetzt 
wird,  DB  =  «  —  ^r; 

also  a?*=26(a— Jt)=2a6—  2£^.....r*H-20j*+^*:=£»-f-2«£+-«*— a* 
&-\-b  =  V[b  ■+-«)*  — aa.   Die  zwei  Wurzeln  sind  also 

und  —*:''=  6-t-V(b-+-ay—a%. 

Das  Minus  vor  aP  bezieht  sich  nur  auf  die  Lage  dieser  Linie,  die 
der  von  a/  entgegengesetzt  ist. 

Es  wird  b-\~a  =  BE.  Macht  man  dieses  zum  Durchmesser 
eines  Kreises  und  trägt,  von  B  aus,  a  =  BA  als  Sehne  ein,  so 
wird  die  Ergänzungssehue  a:-+~6  =  ED. 

Bemerkungen  zu  vorstehender  Aufgabe. 

Es  gehört  diese  Aufgabe  zu  denen  vom  bestimmten  Schnitte. 
Ick  habe  nicht  nachgesehen,  ob  Diesterweg,  des  wackero  Pf  lei- 
derer trefflicher  Schüler,  der  leider  der  Wissenschaft  zu  früh  geraubt 
wnrde,  sie  in  seinen  bekannten  Werken  behandelt  hat.  Ich  habe 
sie  hier  nur  benutzt  um  zu  zeigen,  wie  einfach  und  natürlich  auf 
Euklidischem  Wege  Eins  aus  dem  Andern  folgt,  so  dass  eine  solche 
Auflösung  eine  Unterhaltung  wird,  die  die  Erfindung  stets  rege  er- 
hält, was  nur  von  denen  nicht  zugegeben  wird,  die  den  Euklid  mit 
Schülern  nicht  streng  durchgearbeitet  haben. 

Die  algebraische  Lösung  ist  mit  wenig  Federzügen  abgetban 
und  die  ganze  Aufgabe  liegt  damit  abgerundet  vor  unsern  Augen. 
Ueber  den  relativen  Werth  beider  Methoden  lässt  sich  nicht  strei- 

23« 


344 


ten,  weil  man  sie  aus  verschiedenen  Gesichtspunkten,  fiir  deren 
Wichtigkeit  wir  kein  rechtes  Maass  haben,  betrachten  kann. 

Ein  Mathematiker  itann  über  den  Werth  algebraischer  Metho- 
den nicht  zweifelhaft  sein;  wer  aber  eine  lange  Reibe  von  Jahren 
unterrichtet  hat,  weiss  zuverlässig,  dass  in  der  reip  geometrischen 
Methode  r  wenn  sie  mit  äiisserster  Coosequenz  durchgeführt  wird, 
eine  bildende  Kraft  liegt,  die  durch  Nichts  ersetzt  werden  kann. 

Wer  die  Geschichte  der  Kntwickelung  des  Geistes  nicht  viel- 
fach durchlebt  hat,  wird- freilich  nicht  recht  begreifen,  wie  der  geist- 
reiche J.  J.  Rousseau  das  Handhaben  der  Symbole,  wie  Descartes 
es  gelehrt,  für  eine  Art  von  unheimlicher  Hexerei  gehalten,  oder 
wie,  von  der  andern  Seite,  der  grosse  Newton  es  bedauert,  dass 
er  den  Euklid  zu  früh  verlassen  habe.  Die  Symbolik  der  Algebra 
ist  die  poetische  Seite  der  Mathematik.  So  wie  Rythmus  und  Keim 
einen  einfachen  Gedanken  zerspalten  und  alle  Splitter  desselben 
mit  der  Zeugungskraft  der  Phantasie  wieder  zu  neuen,  harmonisch 
'sich  ordnenden  Gedanken  beleben,  so  beinahe  verfährt  auch  die 
Algebra,  indem  sie  im  Labyrinthe  der  Symbolik  die  Symmetrie  zur 
Führer  in  wählt. 

Wie  nun  jeder  Mensch  die  Prosa  hegreift,  so  lernt  auch  jeder 
die  Geometrie,  die  von  äusserer  Anschauung  ausgeht.  Die  Algebra 
dagegen,  die  eine  innere  Anschauung  gleich  zu  Anfang  in  Anspruch 
nimmt,  kann  nur  in  dem  erweckt  werden,  in  welchem  sie  schläft, 
denn  das  Kunstelement  ist  ursprünglich  mit  ihr  verweht. 

Daher  ist  es  sehr  begreiflich,  wenn  der  würdig«  E.G.  Fischer 
darüber  klagt,  dass  es  ihm  nie  gelungen  wäre,  den  binomischen 
.Lehrsatz  seinen  Sobülern  deutlich  zu  machen.  Jeder  aufrichtige 
Lehrer  wird  ihm  das  nachsprechen  müssen. 

Woher  kommt  das?  daher  dass  der  Schüler  zur  Auffassung  des 
Beweises  nicht  hinlänglich  vorbereitet  sein  kann. 

Er  muss  den  Euklid  zu  früh  verlassen,  weil  ein  zu  mannich- 
faltiges  Allerlei  in  der  Maturitätsprüfung  von  ihm  verlangt  wird. 
Junge  Lehrer  znmal  können  vor  lauter  Uogeduld  nicht  früh  genug 
zur  Algebra  kommen,  und  verfallen  dann  in  den  Fehler,  in  weichen 
der  sonst  so  verdiente  Littrow  sich  hineinjrelebt  hatte,  indem  er 
behauptete,  dass  die  Analysis  ein  CTniversnlinstrament  sei,  womit 
sieh  alle  Operationen  vornehmen  Hessen,  mit  dessen  Handhabung 
man  sich  also  sehr  früh  vertraut  machen  müsse.  Es^  mag  sehr 
schwer  zu  entscheiden  sein,  wann  derjenige,  der  sieh  der  Mathe- 
matik vorzugsweise  widmen  will,  vom  Euklid  sich  abwenden  soll; 
thut  er  es  aber  zu  früh,  so  wird  er  dadurch  noch  kein  Newton,  ob- 
gleich er  ohne  Euklid  Bedeutendes  leisten  kann,  wie  die  Franzo- 
sen beweisen,  aber  er  wird  Mühe  haben  sich  allgemein  verständ- 
lich zu  machen«  und  manches  in  trügerischer  Intuition  für  wahr 
halten,  wovon  oft  nur  ein  Theil  wahr  ist,  and  nicht  selten  beson- 
dere Fälle  für  allgemeine  nehmen.  Wäre  diese  Behuuptung  nicht 
gegründet,  so  müssten  wir  für  die  Elemente  der  Algebra  ein  ähn- 
liches Werk  haben,  wie  für  die  Elemente  der  Geometrie.  Davon 
sind  wir  aber,  aller  Eiobildnngen  manches  Schriftstellers 
tet,  sehr  weit  entfernt. 
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Ueber  die  Theorie  der  Elimination. 

VOD 

dem  Herausgeber. 
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Zweite  Abhandlung  "). 

.  ■  .  • 

lo  den  Memoiren  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften" , 
vom  Jahre  1748  hat  Buler  eine  Kliminatioosmethode  gelehrt,  wel- 
che sich  vor  allen  übrigen  bekannten  Eliminntionsmetboden  dnreh 
Kürze  und  Einfachheit  ganz  besonders  ausgezeichnet.  Diese  Eli- 
mtnationsmetbode,  bei  welcher  von  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  ein  sehr  wichtiger  und  fruchtbarer  Gebrauch  gemacht 
wird,  wollen  wir  vorzüglich  nach  der  schönen  uud  gründlichen 
Darstellung,  welche  neuerlichst  Caucby  in  seinen  Exercices 
d'Aoalyse  et  de  Physiuue  math  Imatique.  T.  I.  p.  397  von 
derselben  gegeben  hat,  in  der  vorliegenden  Abhandlung  entwickeln. 

*  2 

Die  beiden  gegebenen  Gleiohuagen  seien 

x*  -+-  ax>*-i  -+-  /at"-2  -f-  . . .  =  0, 

-+-  Joe»-*  -+-  Är"-»-+-  .  .  .  -r-/*r-f-  Q  =  0; 
oder,  wenn  wir  def  Kürze  wegen 

f{&)  =  &m  m\-  aa?*—*  -f-  b&*~~*  -f-  Vx  ~+"  7 

F{a;)  =  ^" -f-  Ax*-^ -f- Bx»-* -h  . .  .-h/lr-h  Q 

setzen, 

denn  dass  auf  diese  Form,  wo  nämlich  die  Coeflicienten  der  höch- 
sten Glieder  die  Einheit  sind,  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 
jederzeit  gebracht  werden  können ,  mit  aul  der  Stelle  in  die 
Augen.  :^uu<Tn':j 

Die  m  Wurzeln  der  erstet  Gleichung  /(ar)  =  0  seien 

<*>  ß*  y»  <f*  •  •  •  •» 

und  eben  so  seien  die  n  Wurzeln  der  zweiten  Gleichung  F\ar)=d) 

■  ■      ■■■  ■  ' —  »,•■•• 
•)  Di«  erste  Abhandlung  s.  m.  Tbeil  il.  Heft  1.  S.  76. 
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*»     f**    .  •  •  •» 

so  das«  Dämlich 

fix)  =  {x  —  a)  (x  —  ß)  (x  —  y)  {x  —  S)  , 

JF\x)={x  —  x)  (x  —  X)  (x  — /u)  (x  —  v)..  . . 

ist 

Sollen  nun  die  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(*)  =  0,  F(x)  =  0 

zusammen  existiren  können,  d.  h.  sollen  aich  dieselben  durch  ein 
und  denselben  Werth  von  x  erfüllen  lassen;  so  muss  nothwendig 
wenigstens  eine  der  Gleichungen 

a  =  x,  et  =  Xy  azsz/jty  a  =  Vy . . . 

ß=*,   ß=Xy  ß=Zflt    ß  =  Vy  , 

»  « 

/=*,  r=xy  r=f*>  r=y> — > 

ö=Xy  dz=Xy  0*=/*,  d=Vy  .  .  .  ., 
U.  8.  W. 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenigstens  eine  der  Gleichungen 

a  —  x  =  0,  a  — 1  =  0,  a  —  /*  =  0,  a  — *  =  0,  ; 

/9-x  =  0,  /*-l  =  0,  ß-t*z=0y  /?-v=0,....; 

y  — x  =  0,  y  — X  =  0,  y  —  A*  =  0,  y-v  =  0  ; 

ö*— x  =  0,  d-A  =  0,  d— ^  =  0,  J-*  =  0, 

u.  s.  w. 

erfüllt  sein,  und  die  Bedingungsgleicbung,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen 

/<*)  =  0,  JF\x)  =  0 
existiren  können,  ist  daher,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2  =    (a  —  x)(a  —  X)(a  —  iu)(a  —  i>)  

X(/J-x)  (ß  —  fi)  (ß-^v).... 

x(<r~x)  (<y-A)  «j-/»)        . . . . 


X 


setzen,  offenbar  die  Gleichung 

2=0. 

Die  Gleichung,  welche  man  durch  Elimination  von  x  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(*)  =  0,  /T*)  =  0 

erhält,  ist  aber  augenscheinlich  weiter  nichts  als  die  Bedingungs- 
gleichung, dass  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  zusammen 
existiren  oder  durch  denselben  Werth  von  .r  erfüllt  werden  kön- 
nen, woraus  sich  alao  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

2=0  '     •  j.J-  r 
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mit  der  durch  Elimination  von  x  ans  den  beiden  Gleichungen 

/(^)  =  0,  /V)  =  o 

resultirenden  Gleichung  zusammenfallen  oder  identisch  sein  muM. 

Dies  ist  das  allgemeine  Princip,  auf  welchem  die  in  1.  er* 
wähnte  schöne  und  merkwürdige  Eulertche  Eliminationsmethode 
beruhet,  indem  es  bei  dieser  Methode  einzig  und  allein  auf  die 
Bildung  der  Gleichung 

2  =  0 

aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(.*•)  =  0,  /X^r)  — 0 

ankommt,  woftir  also  jetzt  möglichst  einfache  und  leicht  anwend- 
bare Regeln  gegeben  werden  müssen. 

♦  3. 

Die  Anzahl  der  Grössen 

*  —  af,  a  —  A,  a  —      a  — y, .  .  . .; 

ß  —  *»  ß—K  ß— f*»  0— *i  — ; 
r— *,  r—h  r—p,  r—v> — ; 

ö*—  x,  ö*—  Xt  ß  —  f*t  6—  v,  ; 

u.  s.  w. 

ist  offenbar  mn,  und  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Glei- 
chungen ist  also  die  Grösse  * 

(—  1)«" .  2 

das  letzte  Glied  der  Gleichung  des  (mn)tcn  Grades,  deren  Wurzeln 
die  obigen  Differenzen  sind,  so  dass  es  also,  um  die  Grösse  2  aus 
den  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 

/(*)  =  (>,  /^)=r0 

zu  bilden,  bloss  auf  die  Bildung  des  fetzten  Gliedes  der  in  Rede 
stehenden  Gleichung  des  (»wi)ten  Grades  uus  den  Coefficienten  der 
beiden  gegebenen  Gleichungen' 

/(■r)  =  0,  F{a;)  =  0 

ankommt. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen,  indem  $  eine  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet, 

#,•-=  o»-t-  /S»-f-    -f-    «+•  , 

-h(ß-*Y+iß-iY+iß^t>y+(ß-*y+  ... 

-»-fr— «H-fr— r*y+fr-i)'+.... 

+  (a^x)'H-((r-.A)»-r»(d---/t*)»-T-(<f--y)«-4-. . . . 
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so  ist,  wie  man  leicht  mittelst  Entwicklung  nach  dem  bioumiscben 
Lehrsätze  für  positive  ganze  Exponenten  findet, 

~f         H"  F-1  -t-  r-1  "h  •  •  •)  (x  +  ^-h/*-r-...) 
'"♦"'"^T^  («^-t-^-f-y'-2  +...)  (x'+A'H-^-f-, ..) 

U.  8.  W. 

h-(-i)'.«(*h-;>+m'h-...)> 

und  folglich,  weil 

*o  =  «°+^+J'0+^  +  ...  =  «) 
tf0  =  x°  -+-  *°  -f  H*°  -+-  v°      .  .  .  =  » 

ist, 

2i=4,S0  —  y  -f-  <(j  #^-2*,  —  

Die  Grössen 

*o=m  und  ÄT0  =  « 

sind  bekannt. 

Zur  Bildung  der  Grössen  » 

*ll  *»l  *||  *4»  *»>   

aus  den  Coefücienten  der  Gleichung 

/(*•)  =  (> 

hat  man  nach  den  Formeln  des  aus  der  Theorie  der  Gleichuogen 
bekannten  Newton'schen  Satzes  die  folgenden  Gleichungen: 

0  =  ,,+«, 

0  =  #,  +  *r«s  •+-      H-  3c, 

0  =  #«  -I-  «#,  •+■      -+-c#,  -h  4</, 

U.  8.  W. 

0  =  #»,  -h  ö^,«- 1  -4-  -f-  c*j,_3  . .  .  -\-pst  -f-  ««7, 
0  =  *»-K      «*»  -f-         1  -f- . . .  -f-       -f.  qtt  9 

0  =  #«,+4  -+-  aSm^-t  -+-...  -f-        -f-  7#a, 

0  =         +  aigH-5  +  ^M-l  +  f +  . . .  -f-?#a, 

n.  s.  w. 

oder 


Digitized  by  Google 


349 


I  "5 


*i=  —  a*i—6il  —  3c, 

**  =  —  <**,  —  £>**  —  <;*,  —  Ad, 

U.  8.  W. 

=  —         —  Ar»-2  —  csm-%  —  . . .  — /?*,  —«7, 
=  —  aßm  —  —  c#„_2  —  .  .  .  —  pt%  —  q»ly 

*«H-2  —  —  t**m+i  —  b*,n  —  C*„—\  —  ...  —  p»,  —  </S  t, 

**»+»  =  —  <w«h-2  —  —  esm  —  ...  —  p»A  —  q*%) 

II.  8.  W. 

und  eben  so  hat  man  zur  Bildung  der  Grössen 

^1»   ^2»  ^»J  ^4» 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 


die  fulgendeo  Gleichungen: 

0  r=r  S  -4-  ^  Hfui 

I  n  Ww-nl    ^  -{-AS  -\-%B     n  ''!l  ^ 

0  =  8t-{-A8%-+-ß8t-+-9t\ 
Oz=S4-{-ASt  +  BSt-i-  CSt-{-AD, 

U.  8.  W» 

0  =  8n  -f  -  ^/S1«-!  -f-  /?A„_2  -4-  CVy„_s  -f- . . .  -h  /V,     n  Q, 

s     0  =  -f-  J8n  -f-  -f-  CT^-j  -f-  .  .  .  -h  PS%  -+-  Ö^, 

0  =  S„+2  -+-  ASn+1  BSn  -f-  CS„-i  -f- . .  .-{-PS,  -h  0^, 
0  =  S^  ß$n+L  +  CSn+..  +  PSA  -+-  QSt 

u.  s.  w. 

oder 

S1=  —  ASt  —  BSl  —  3C, 
84=z^A8t  —  BS,^CSl^-4B, 

U.  8.  W. 

Är„  =  —  AS„^  _  /TÄ„_2  -  CÄM_S  —  »Q; 

^Wl  =  —  —  BSH—x  —  CSn-2—  .  ..  —  /#,— 

8*+2=-4Sm+i-ßSn-  CS„_X  —  . ..-/«,-  0tf„ 

Sn+^-ASn^-BS^—CS»-..  .  .  -  PSA  -  0Ä„ 

U.  8.  W. 

woraus  zugleich  erhellet,  dass 

*0J    *1)    *>>    *|>  *4>   


lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 

t»,  6,  c,  d>  .  .  ./»,  f ; 

und  eben  so 

Soy     Slt     S9y     8„     S4i  .... 

lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  von 

J,  B,  C,  D,...P,  Q 

sind. 

Hat  man  auf  diese  Weise 

*o»  *i»  *a>  *«»  •  .  •  #» 

und 

St)    St,  Sfy  .  .  .  Sj 

respective  aus  den  Coeflicicuten  der  Gleichungen 

f(ar)  =  0  und  l\x)  =  0 

gebildet,  so  kann  man  mittelst  des  oben  für  2j  gefundenen  Aus- 
drucks auch  diese  Grösse  aus  den  Coeflicienten  der  beiden  in  Rede 
stehenden  gegebenen  Gleichungen  bilden,  woraus  zugleich  mit  völ- 
liger Deutlichkeit  erhellet,  dass  auch  JS,  jederzeit  eine  ganze  ra- 
tionale algebraische  Function  der  Coeflicienten  der  beiden  Glei- 
chungen 

/T*)  =  0,  /^)  =  0 

ist. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Gleichung  des  (mn)tea  Grades,  de- 
ren Wurzeln 

ata  1  % 

ß  —  *>  ß —  ^»  ß  —  f*t  ß~~vJ  •  •  • 
/  — *»  f  — *»  y  —  /*,  y  — v, . . . .; 
J  — x,  ö*  —  X,  ö*  — p,  ö*  — v, 
u.  s.  w. 
sind,  im  Allgemeinen  durch 

sc-»  -+-  2U"»-*  H-  ©jp*»-9  -+•...-§-  ffcr  +  O  =  0, 
wo  die  Coeflicienten 

8t  »,  £,  3), .  . .  %  JÖ 

unbekannte  Grössen  sind;  so  bat  man  nach  dem  Newton'scheo 
Satze  bekanntlich  die  folgenden  Gleichungen  : 

0  =  ^+21, 

u.  s.  w. 
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n.  i.  w. 

mittelst  welcher  sich  also  die  Coefficienten 
aus  den  Summen 

y    v    v    v  v 

•*!>  "•!>  **1>  —  4>  •  •  • 

bilden  lassen,  und  woraus  zugleich  erhellet,  dass 

:         *.  »,  <£,  25, . . .  f,  n 

lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  in  Rede  stehen- 
den Summen  sind.    Da   man  nun   aber  nach  dem  Obigen  die 


V       V       V       V  V 

***!»  -**4)  •  •  •  —** 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen 

/(*)  =  0,  F(x)  =  0  1  . 

bilden  kann/  wobei  zugleich  aus  dem  Obigen  bekannt  ist,  dass 

y     v     v    y  v 

***  I  »  •**  1 1  * »J»  ^4»  *  '  ' 

lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 
der  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen  sind;  so  kann  man  auch 
die  CoefEcieoten 

«,  »,  6,  2), . . .  %  ZX 
aus  den  Coefficienten  der  beiden  Gleichungen 

/{*:)  =  0,  /\or)  =  0 

bilden,  und 

<\  ;  8,  »,  D 

sind  lauter  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficien- 
ten der,  beiden  in  Rede  stehenden  Gleichungen. 
Nach  dem  Obigen  ist  nun 

(_i)~.:?=o 

oder 

JS  =  (-l)"*.n. 

Also  kann  man  nach  den  aus  dem  Vorhergehenden  sich  unmittelbar 
ergehenden  Regeln  auch  die  Grösse  2,  folglich  auch  die  durch  die 
Elimination  von  x  aus  den  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/(ar)  =  0,  F(,r)  =  0 

resultirende  Gleichung  2*=0  aus  den  Coefficienten  dieser  beiden 
Gleichungen  bilden,  und  zugleich  ist  klar,  dass  die  Grösse  2  jederzeit 
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eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  in  Rede  stehenden 
Cocfficienten  ist. 


§•  4. 

Die  (Gleichung  —  =  0  kann  aber  auch  noch  aaf  folgende  Art 
aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 

/Gr)  =  0,  /Xor)  =  0 

gebildet  werden.   Es  ist  offenbar 

und 

also,  wenn  wir  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen. gebrauchen, 
2  =    (a*  -4-  Ja*-*  -f-  Ba"-*  -h  . . .  +  Pu-+-  Q) 

x    +       +  zw*-*  -h. ..  -f-/Vn-  ö) 

x  .  .  .  

Da  nun  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens offenbor  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der 
Gleichung 

/(■*)  =  o 

ist;  so  reducirt  sich  augenscheinlich  die  Bildung  der  Grösse  2  auf, 
die  Auflösung  der  schon  vielfach  behandelten  Aufgabe: 

Jede   symmetrische    Function    der   Wurzeln  einer. 
Gleichung  durch  die  Coefficienten   dieser  Gleichung 
auszudrücken,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen. 

Nach  dem  zweiten  der  beiden  oben  angegebenen  Ausdrücke 
von  2  ist 

2f  =  (—  1)*"«  (xm  -+-  «x«-i  -f-  Äx*»-2  +...-f-p*+y) 
X  (A"  -+-  a*wl  •+•  -f-  . . .  -4-  y) 
X  (nM •+• «T***-1  -+-  . . .  -H»f*-r-?) 


wo  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  eine 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  Gleichung 

ist,  und  also  nach  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  auch  durch  die 
Coefficienten  dieser  Gleichung  ausgedrückt  werden' kann,  ohne  die 
Wurzeln  selbst  zu  kenneu. 

Mittelst  des  Vorhergehenden  lässt  sich  aucli  leicht  der  Grad 
beurtheilen,  bis  zu  welchem  die  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion £  der  Coefficienten 

a,  b,  c, . .  .  p,      A,  B,  C; . . .  Pt  Q 
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der  beiden  Gleichungen 

yt^)  =  0,  F(x)  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  a:  rcspeclive  vom  wteu  und  vom  «ten  Grade 
sind,  in  Bezug  auf  jeden  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten  steigt. 
Nach  dem  Obigen  ist  nämlich 

3=    (a*  -f-  A**~i     Ba*~*  -4-  ...  -f.  /»«-+-  #) 

X  ( ß*     Ap-+  +  Bß—2  +  . . .  +  pß  +  Q) 

X  (y*  -+-  Ay—*  -f-  By—*  -f-  .  . .  -f-  Py  -h  Q) 

X  (*•-*-  Ad—*+  #*-*-f- ..  .-f-ZV-f-  Q) 

.  x  

und  weil  nun  die  tn  Wurzeln 

°j  ßi  ti  d\  •  •  •  • 

.der  Gleichung /(.sr)  =  0  natürlich  bloss  von  den  Coefficienten  die- 
•er  Gleichung,  d.  i.  von 

ay  6,  c,  . . .  p,  q 

abhängen,  so  ist  2  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficienten 

r  A,  Bt  C,  . . .  Pt  Q 

offenbar  vom  mten  Grade.  Ganz  eben  so  ergiebt  sich  aus  der 
Gleichung 

2=(—  1)*"  (x«-f-axP-»-f-^»-2  4-  . . .  -\-px-\-q) 
X  aX~~i  +        «  -f-  PX  -f-y) 

X  (/tf-H  «r/»"-1  -t-  4"— 3  -f-  •  .  •  +P(i  -f- 
X(>~  -+-  av— 1  -f-         Hr  . . .  -h/w-r-?) 

- 

X  •••••••••••••• 

doss  ^  in  Bezug  auf  jeden  der  Coefficienten 

a,  6,  c,  . . .  pt  q 

vom  «ten  Grade  ist. 

f .  5. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  das  Eliminationsproblem 
auf  die  Aufgabe: 

Jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  aus- 
zudrücken, ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen; 
reducirt,  und  wollen  daher  hier  die  schöne  von  Cauchy  in  seinen 
Exercices  de  ftrathe'matiques.  4'  annde.  p.  103  gegebene 
Auflösung  dieses  Problems,  welche  nicht  so  uligemein,  wie  sie  es 
verdient,  bekannt  zu  sein  scheint,  einschalten. 

Diese  Auflösung  beruhet  vorzüglich  auf  den  beiden  in  den 
zwei  folgenden  Paragraphen  bewiesenen  Lehrsätzen. 

Lehrtmtx.   Wenn  man  die  Grösse 
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wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  mit  x-\-  a 
diri 4 ■ r ^ >  80  ist  der  übrig  bleibende  Rest  j ederzeit  eine 
von  x  unabhängige  Grösse,  welche  man  erhält,  wenn 
man  in  dem  Dividendos 

Ax»  H-  ßx«-1  -+-  Cüc"-i  -H  Mx  A 

für  x  die  Grösse  —  a  setzt,  nämlich  die  Grösse 

A{—  aY  «)"-*  -4-  C(—  «)*^2  H-  •  •  •  ~H         «)  +  Ä 

Beweis.   Der  bei  der  Division,  von 

^<r* -f- Bx»-* ~h  Cx»-* +  Jfx -+-  AT 

durch  x~\-a  hervorgehende  Quotient  sei 

^'^»-»  ~h  ß'x»-2  -+-  -f-  . . .  -f- £'.r  -4- 

und  der  übrig  bleibende  Rest,  welcher,  da  der  Divisor  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  des  ersten  Grades  von  x  ist,  offen- 
bar eine  eben  solche  Function  des  nullten  Gradeft  von  x%  d.  i.  eine 
von  x  unabhängige  oder  eine  constante  Grösse  ist,  sei  R\  so  ist 
nach  der  Natur  der  Division 

Ax*     ßx»-1  -t-  Cx»-"2  4-  . . .  -f-  Mx  4-  S 

=  (x  +  a)  (A'x»~i  +B'x»-*+  C'x*-*-h. . .  +L'x+  M')-t-  Ä, 

d.  i. 

y/.r*  +  -h  Cr"-*H- . . .  -h  Mx  +  A 

=iJ'x"+B>   \x"-i+C'  .  ..-hM'  )  x 

-t-A'a  \        +  Ba\  +  L'a\ +M'a  +  R. 

Weil  diese  Gleichung  für  jede»  gilt,  so  hat  man  nach  einem 
bekannten  Satze  die  folgenden  Gleichungen: 

A  A'y  ' 

ß=zß'  +  A'a, 
C=z  C-Y-Btt, 

u.  s.  w. 
M=M  +  L'a, 
A=R  +  JU'a; 
und  folglich,  wie  man  leicht  findet, 

A=A,  .    .  1 

B'=zß  —  Aay 

C—  C  —  Ba  +  Aa*t  t 
D>=:D-  Ca  +  ßa'—Aa>, 

u.  s.  w. 

M  =  M—  La  H-  Ka%  -Ja* Aa*~* .  (- 1)—», 
B!  =  A —  Ma  -+-  La*  —  Ka*  -fr-  Ja*  —  ...  —  Aan  .  (—  1)*-*; 
oder  •  v 

R  =  A—  Ma+  La*  —  Ka*  -fr-  Ja*  — . . .  -fr-  Am» .  (—  1)*. 
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Also  ist  offenbar 

Rz=A{-aY  +  B{-*)»-*  -H  C[-  -f-  . . .  *f-  Jr*(-  a)  -f- N, 
wie  bewiesen  werden  sollte. 

Lehrtatx.   Die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

1.   xn  -+-  Aa*-i  -f-  Bjc*-*  -f-  . . .  -f-  La:  -j-  JV=  0, 

deren  Coeff icien ten  reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein 
können,  seien 

a,  d,  .  .  .  t ,  £ ; 

wobei  wir  zugleich  annehmen  wollen,  dass  diese  Wur- 
zeln sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind.  W  sei 
eine  beliebige  Function  der  Wurzeln 

«,  b,  cy  dt . . . »,  * 

So  wre  diese  Wurzeln  offenbar  Functionen  der  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  1.  sind:  so  kann  man  sieb  natür- 
lich auch  W  durch  diese  Coefficienten  ausgedrückt 
denken.  Der  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  1. 
ausgedrückte  Werth  von  W  sei  Si.  Nun  wollen  wir  an- 
nehmen, dass  man  durch  irgend  ein  Mittel  die  Function 
W  auf  die  Form 

gebracht  habe,  so  dass  die  Coefficienten 

■^i»  Bit  C\>  •  •  •  ^i»  Vi 
sämmtlich  dureb  die  Coefficienten 

ßy     C%  .  .  .  Ly  N 

ausgedruckt  sind.  Bleibt  dann  die  Gleichung 

2.   J^-t-  ßtaf*-i-t-  Cxa*—*-+- . . .  -f-  Uxa-\-Vx  =  £ 

jederzeit  richtig,  wenn  man  für  a  irgend  eine  der#Wur- 
zeln  hy  c,  d, . .  .  t ,  k  setzt;  so  wird  bei  der  Division  der 
Grösse 

durch  die  Grösse 

an  -h  -f-  ßa»-*-{-  ...     La  -f-  A7, 

indem  man  nämlich  diese  beiden  Grössen  als  Functio- 
nen von  a  betrachtet,  ein  von  a  unabhängiger  Rest 
übrig  bleiben,  welcher  der  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung  1.  ausgedrückte  Werth  £  der  Function  rFiat 


Beweis, 
durch 


Der  bei  der  Division  von 


übrig  bleibende  Rest  bat  im  Allgemeinen  die  Form 
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cur"— *  -4-  fisc*—"1  -f- yar*— *  4- . .  .  +  Aar  4-  /*,  v 

so  dnss  also,  wenn  wir  deo  bei  dieser  Division  sieb  ergebenden 
Quotienten  dureb  Q  bezeichnen»  für  jea>s  x 

3.   Axx™  4-  C,a?"-84-  . . .  -f-  Vxx-\-Vx 

=  (^  +  Ax*-*     ifcr*-»4-  £4?  4- 

-f-  cczr"— *  -f-  ßx*—*  4-  /.r*— *  -f- .  .  .  4-  kr  4-  ^ 

ist.    Nach  der  Voraussetzung  ist  nun 

^/ ,  ff* -h +  .  .       *7,ff  4-T,  =£, 

^,£"4-  +^^-2-1-. .  .4-  ^.a-r-r,  =i2, 

h-  4-  -4-  ...  -4-  L\c-\-Vt  =  i2, 

U.  S.  W. 

^,>C-  -h  4-  c,*— *4-  • . .  -4-  tf,*  4-P4  =  12 

und 

/y«  4-  Aa—i  +  Zf«*-*  H-  .  . .  4-  L>«  H-  A'=  0, 
4-  A6*-i  4-  Ä^-»  4-  .  • .  4-  U*  4-  As=  0, 

r«  4-  4-  Zfr*-*  4-  ...  4-  Lc  4-  A  =0, 

»         ■      ■ *  "•  ' 
u.  s.  w. 

/•*  4-  4-  4-  •  . .  4-  Lk  4-  A7  =  0. 

Folglich  ist  wegen  der  für  jedes  x  geltenden  Gleichung  3. 
aar"-!  4-  ßa»—*  4-  ya«—$  4-  .  . .  4-  fi=Q, 
ub*-\  -\-ßh»~*  4-y£t-*4-  .  .  .+U-+-fi  =  S2y 
ac"-i  4-  ßc*~2  4-  4-  .  . .  4-  lc  -hfi  =  £, 

u.  s.  w. 

a/—i  4-         4-  f*-»  +  ...+U  +  ji  =  fl, 
und  die  Gleichung 

a^-i  +  ßa~~*  4-  x^*— 3  4-  . . .  4-  A.r  4-  /t*  =  £ 

oder 

.  «.r«-1 4-  /fcr"-*  4-  y.v"-*  4-  . .  .4-  Ix  4-  M  —  iö  =  0 

des  (ff — l)sten  Grades  hat  folglich  die  »  unter  einander  ungleichen 
,  Wurzeln 

ff,    c,  «*,...  #v  » 

welches  offenbar  nur  dann  der  Pull  sein  kann,  wenn 

«  =  0,  /S  =  0,  f  =  0,  . . .  ;.  =  0,  fi  —  i2  =  0  ' 

ist.  Aus  der  letzten  dieser  Gleichungen  folgt  p=zS29  und  es  ist 
also  offenbar  für  jedes  x 

uscn-\  -f-  ßx*~*  4-  yjr*-»  4-  .  .  .4-4*4- P  —  A» 

d.  b.  der  bei  der  Division  von 

Atxm  4-  Ä,.r*-14-  C,a^-«4-  ...  4-  Uxx-\-Vx 

durch 
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x*  H-  Ax*~ 1  -f-  Bx*-*     . . .  -f- Lx  N 

bleibende  Rest  ist  eine  von  x  unabhängige  Grösse  und  der  oben 
dureb  J2  bezeichneten  Grösse  gleich.  Daher  ist  natürlich  auch  der 
bei  der  Divisinn  von 

-f- Bta>*-i -f-    «*-*■+- . . .  -f-  Ula  +  Vl 

durch  / 

'    •  »  Mi 

bleibende  Rest  eine  von  a  unabhängige  Grösse  und  der  oben  durch 
52  bezeichneten  Grösse  gleich,  welches  bewiesen  werden  sollte. 

♦.8. 

Wir  wollen  nun  die  Anwendung  der  in  den  beiden  vorher- 
gebenden Paragraphen  bewiesenen  Sätze  auf  die  Gleichungen  der 
verschiedenen  Grade  zeigen. 

Zuerst  sei  die  Gleichung  des  zweiten  Grades 

x*-\-Ax-\-B  =  0, 

deren  Coefficieuten  wie  immer  bei  dieser  Untersuchung  beliebige 
reelle  oder  imaginäre  Grössen  sein  kennen,  gegeben.  Die  beiden 
unter  einander  ungleichen  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  a,  b\ 
so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Gleichungen 

a-\-b  =  —  A, 

und  folglieh 

b  =  -A~«. 

Wenn  nun  /(«,  b)  eine  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  beiden  Wurzeln  a  und  b  ist;  so  wird  man,  wenn  man 

b=—A-a 

setzt,  diese  Function  immer  leicht  auf  die  Form 

^.«--f-Ä,*— J-f-  C,«— *-f-  . .  .-f-  Vxa  +  Vx 

bringen,  und  also 

/(«,  b)  =/(«,  —  A  —  a) 
rrr^.a-H-Ä.o^l-f-  C,«»-»-f-  .  .  .  -f-  £>-j-F, 

setzen  können.  Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  f(n,  b)  eine 
symmetrische  Function  von  «  und  b  ist,  so  ist  nach  dem  allgemei- 
nen Begriffe  der  symmetrischen  Functionen  offenbar 

/(a,  b)  =A*>,  ")  ~A-b) 
=  A1b"  +  Blb~-t+  C.ls—i-t-  . L\b-+-Vx. 

Bezeichnet  also  wie  in  $.  7.  das  Symbol  J2  den  durch  die 
Coeflicienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  von 
f(at  b)]  so  ist  klar,  dass  die  Gleichung 

auch  gilt,  wenn  man  b  für  a  setzt.  Um  also  Sk  zu  finden,  wird 
man  nach  §.  7.  mit  der  Grösse 

u*+Aa-\-B 
Th«ii  Ii.  24 
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in  die  Grösse  , 

y^,«"»-f-  Bxte*-*-\r  C,«""""*H  -f-  Uxa+V, 

dividiren  und  den  übrig  bleibenden  Rest  bemerken!  welcher  der 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückte 
Werth  von  /(«,  b),  d.  i.  die  Grösse  Si,  sein  wird. 

Betrachtet  man  /(«,  b)  als  Function  von  b  und  dividirt  mit 

b  +  a-\-A 

in  dieselbe  hiuein;  so  ist  nach  6.  der  übrig  bleibende  Rest  der 
Werth  der  Function  /(a,  £)»  welchen  dieselbe  erhält,  wenn  man 

*  =  — ^  —  a 

sctz^,  d.  i. 

oder  die  Grösse  , 

Ava™  -4-  Bxa™-1  -h  C,«»-2  4-  . . .  -h  Vta-^fiy 

nnd  man  kann  also,  um  die  Function  £)  durch  die  Coefficien- 
ten der  fresrebenea  Gleichung  auszudrücken  oder  die  Grösse  42  zu 
finden,  auch. auf  folgende  Art  verfahren: 

Man  betrachte  b)  ala  Function  von  dividire  in  die- 
selbe mit 

b-t~a-+-A 

hinein,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  ala  Function 

von  a  betrachtet,  mit 

hinein;  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
druckte Werth  von  f{a>  b). 
Setzt  man 

;  F(x)  =  .r*  ~f-  Ax  -f-  B 

und 

*  i\*y  —  -— -  , 

.  ■«  ■ 

so  ist,  wie  man  leicht  findet, 

/,l(ü')  =  *  +  «  +  ^, 

und  folglich 

Fx{b)=zb  +  u  +  A. 

Daher  Usst  sieb  die  obige  Regel  zur  Berechnung  des  gesuchten, 
dorch  die  Coefficienten  der  gerebenen  Gleichung  ausgedruckten 
Werths  von  /(a,  b)  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen: 
Man  setze 

nnd 
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Hütt  dividire  man  in/(«,  als  Function  voi  b  betrach- 
tet, mit  Ft(b)  hinein,  bemerke  den  Rest,  nnd  dividire  in 
denselben,  als  Function  von  «  betrachtet,  mit  hin- 
ein; so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest, 
der  gesuchte,  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen 
Gleichung  ausgedrückte  Werih  von/(«r,  b). 

► 

Es  sei  ferner  die  Gleichung  des  dritten  Grades 
xl  -f-  Ax*  -f-  Bx-\-  C=  0 

■      i » 

gegeben.  Die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung,  die  auch  hier  wie- 
der eis  unter  einander  ungleich  angenommen  werden,  seien  «*,  bt 
c{  so  ist 

a'  +Aa*  +  Ba  +  C=0 


C=  —  *>—A**  — 
Also  ist  , 
x'  -V  Ax*  +  Bx-h  Cz=z  x*  —  a*  H-  A{x*  —  «•)  -f-  Z/(.r r-  «) 

=  (x  —  a)  \x%  -\-(a-±-  A)x-+-a*  -\-Aa-\-  B\, 
und       c  sind  folglich  offenbar  die  Wurzeln  der  quadratischen 

x*  •+■  (a  -r-  A)x  4-  «*  -4-  Aa     #  =  0. 

Ist  nun  /(«,  b,  c)  eine  ganze  rationale  symmetrische  Function  von 
a>,  4,  c;  so  kann  man  dieselbe  zuerst  blosi  als  eine  ganze  ratio* 
nale  symmetrische  Function  von  b  und  c  betrachten,  und  nach 
§.  8. 'durch  die  Coefficienten  der  vorhergehenden  Gleichung  des 
zweiten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  wird  offenbar  /(«,  4,  e)  als 
eine  ganze  rationale  Function  von  a  dargestellt.  Dividirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  von  /(a,  b,  r),  als  Function  von  a  betrachtet, 
mit 

►  a*  >\-Aax-*- Ba+C 

hinein;  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der 
durch  die  Coeffioicntea  der  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Gra- 
des ausgedrückte  Werth  von  /(«,  6,  c),  welcher  gesucht  wurde, 
wie  aus  dem  in  f.  7.  bewiesenen  Satze  unmittelbar  folgt. 

Nach  §.  8.  hat  man  also  auf  folgende  Art  zu  verfahren: 

Man  setze 

Fx  (x)  =  x%     (a  -4- A)x -t-  »%     A*  -f-  B 

und  .  :<  j 

-  o  ;    '  W-*    qo— b    •.   ■  ■  . 

Ntjm  dividire  msn  in /(«,  6,  c),  als  Function  von  <?  betrachtet,  mit 
jr\(r)  lünein ,  bemerke  den  Rest,  und  dividire  in  denselben,  als 
Function  von  b  betrachtet,  mit  Ft(b)  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 
bleibende  Rest  der  als  eine  Function  von  a  dargestellte 


■ 
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Werth  der  Function  /(o,  h,  c).  Dividirt  man  nun  in  diesen  Rest 
mit 

a'  +  Aa*-\-Ba-\-C 

hinein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  der  durch  die 
Coeflicientcn  der  gegebenen  Gleichung  des  dritten  Grades  ausge- 
drückte Werth  von  /(<*,      r),  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nuu  aber,  dass  nach  dem  Obigen  die  Function 
Fx{x) "erhalten  wird,  wenn  man 

a*  +  Aa*  -f-  ffa-h  C 

•  _••  .  ...  / 

von 

x*  4-  Ax7  -f-  Bx  -f-  C 

suhtrahirt,  in  den  Rest  mit  x —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkt; so  kann  man  die  obige  Regel  offenbar  auch  auf  den  fol- 
genden Ausdruck  bringen: 
Man  setxe 

F{x)  =         Ax*  +  ßx-+-  C 

und 

Nun  dividire  man  in  f[ay  b,  c),  als  Function  von  c  be- 
trachtet, mit  F3(c)  hinei n ,  bemerke  den  Rest,  dividire 
in  denselben,  als  Function  von  betrachtet,  mit  JFX{6) 
hinein,  bemerke  wieder  den  Rest,  und  dividire  in  den- 
selben, als  Function  von  a  betrachtet,  mit  f\a)  hinein; 
so  ist  der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
chung ausgedrückte  Werth  von  f{a,  6,  c). 

f.  10. 

Man  habe  jetzt  die  Gleichung  des  vierten  Grades 

x*  -h  Ax*  -+-  Bx*  -T-  Cx  -f-  D  =  0, 

deren  unter  einander  ungleiche  Wurzeln  a,  6t  c,  d  sein  mögen; 
so  ist 

a%  +  Aa*  -f-  ßa*  +  C5»  +  Z)r=0 

oder 

D=2~a*  —  A**~-Ba*  —  Ca, 

und  folglich 

x'  +  Ax*  -f-  Bx*  +  Cx  +  D 

=zx*  —a*-h  A(x*  —  «*)  +         —  «')  4-  <\x  —  a) 

=(x—a)  { x*+(a+A)x*+(a*-hAa-\-ß).T-\-a*-{-4a7-l-ßa-i-C\t 

so  dass  also  t,  c,  d  offenbar  die  Wurzeln  der  Gleichung  des  drit- 
ten Grades 
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■+*  («'  -f-  ^«-fr-        H-  *  •  ~\-Ja%  -+-  Ba+C=zO 

sind.    Ist  nun  c,  r/)  eine  plauze  rationale  symmetrische 

Function  von  ar,  c,  of;  so  kann  man  dieselbe  zuerst  bloss  als 
eine  ganze  rationale  symmetrische  Function  von  b,  c,  d  betrach- 
ten, und  nach  %.  9.  durch  die  Coefficienten  der  vorhergehenden 
Gleichung  des  dritten  Grades  ausdrücken.  Dadurch  erhält  man 
f[a%  by  c,  d)  als  Function  von  a  ausgedrückt.  Dividirt  man  nun 
in  diesen  Ausdruck  mit 

Ja*  -4-  Bm*  -\-  Ca-\-  D 


hinein,  so  ist  nach  $.  7.  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende 
Rest  der  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausge- 
drückte Werth  der  Function  f{a,  b,  r,  rf),  welcher  gesucht  wurde. 
Nach  §.  9.  hat  man  also  auf  folgende  Art  zu  verfahren: 
Man  setze  ,  , 

Fl{x)=x*-h(a^-J)xi-^-(a**\-Ja^-B)x-H»,^-Jm^na-^C 


und 


Nun  dividire  man  in  b,  c,  d),  als  Function  von  d  betrachtet, 
mit  /*,(</)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  denselben,  als 
Function  von  c  betrachtet,  mit  hinein,  bemerke  wieder  den 

Rest,  und  dividire  in  denselben,  als  Function  von  b  betrachtet,  mit 
Fx{b)  hinein.  Der  bei  dieser  Division  bleibende  Rest  ist  der  als 
Function  von  a  ausgedrückte  Werth  der  Function  f{at  b>  ct  d). 
Rest  dividire^man  durch 


a4  -fr-  Ja*  -t-  Ba*  -fr-  Ca  -fr-  D, 

so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  durch  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten  Grades  ausge- 
drückte Werth  von         b^  c,  d)%  welcher  gesucht  wurde. 

Bemerkt  man  nun  aber  wieder,  dass  nach  dem  Obigen  die 
Function  Ft(x)  erhallen  wird,  wenn  man 

a*  -fr-  Ja*  -fr-  Ba%  -\-Co-\-D 

von 

x*  -fr-  Ax*  -fr-  Bx*  -fr-  Cx  -fr-  D 

subtrahirt,  in  den  Rest  mit  x —  a  dividirt  und  den  Quotienten  be- 
merkt; so  ist  klar,  dass  man  die  obige  Hegel  auch  auf  den  folgen- 
den Ausdruck  bringen  kann: 
Man  setze 


und 


F\x)  =  ar4  -fr-  Ja:*  -fr-  Bx*  -fr-  Cx  -fr-  D 

^•W—     x-a  » 
'iW- — — ' 
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X  ~™  c 

Nun  dividire  man  in  /(«,  &,  e,  </),  als  Function  von  d  be* 
trachtet,  mit  Ft{d)  hinein»  bemerke  den  Rest,  dividire 
in  denselben,  als  Function  von  e  betrachtet,  mit  F%(e) 
'hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  denselben,  als 
Function  von  h  betrachtet,  mit  /*,(£)  hinein,  bemerke 
wieder  den  Rest,  und  dividire  iu  demselben,  als  Function 
von  a  betrachtet,  mit  F(a)  hinein;  so  ist  der  bei  dieser 
Division  übrig  bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die 
Coeffieienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückte 

Werth  von  f\a,  6>  c,  d). 

■ 

§.  11. 

Wie  man  auf  dem  im  Vorhergehenden  eingeschlagenen  Wege 
immer  Weiter  fortschreiten  kann,  liegt  deutlich  vor  Augen,  und 
wir  werden  also  unmittelbar  auf  das  folgende  allgemeine  sehr  wich' 
tige  Theorem  geführt: 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

x"  ■+-  Ax*-*  -f-  Bx*-i  -+-  .  . .  -+-  Z,x-f-  A'=0 

seien  a,  h>  r,  </,...«,  X-*),  und  f(as  b%  ct  </,...»,  k)  sei 
eine  beliebige  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  Wurzeln,  welche,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  ken- 
nen, durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung, 
die  ganz  beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grössen 
sein  können,  ausgedrückt  werden  soll.  Zu  dem  Kode 
setze  mau 

F\x)  =  .r«  -4-  Axn~i     Bxn^  -4-  . . .  -\-  Lx  -f-  M 

und 


—  — » 

r  ( rl  —  Fite) 

U.  8.  W. 

Nun  dividire  man  in  /"(*»  £,  c,  </,...*',  Xr),  als  Function 
Von  k  betrachtet,  mit  Fn— \[&)  hinein,  bemerke  den  Rest, 
dividire  in  denselben,  als  Function  von  •  betrachtet, 
mit  Fn-x^i)  hinein,  bemerke  den  Rest,  dividire  in  densel- 
ben, als  Function  von  h  betrachtet,  mit  Fm-z{A)  hinein, 


*>  Nach   dem  Vorhergehenden  wüsste   eigentlich   angenommen  werden, 
dass  diese  Wurzeln  sämtntUeb  unter  einander  ungleich  sind.   Dass  es 
aber  nicht  nöthig  ist,  diese  Einschränkung  su  machen,  wird  gleich 
gezeigt 
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u.  i.  w.,  und  setie  dieses  Verfahren  ao.  länge  fort,  b-ie 
man  einen  Rest,  als  Function  von  b  betrachtet,  durch 
Fx(b),  und  endlich  den  bei  dieser  Division  bleiben- 
den Rest,  als  Function  von  a  betrachtet,  durch  F(a) 
dividirt  hat;  so  ist  -der  hei  dieser  letzten  Division 
bleibende  Rest  der  gesuchte  durch  die  Coefficien* 
ten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückte  Werth  von 
/(*,  b,  c,  <iy .  . .  *, 

Nach  dem  Obigen  würde  dieser  Satz  eigentlich  noch  der  Be- 
dingung zu  unterwerfen  sein,  dass  die  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  snuimtlich  unter  einander  ungleich  sein  müssen.  Indess 
erbellet  durch  das  folgende  einfache  Ruisonnement  sogleich,  dass 
dies  nicht  nöthig  ist,  und  unser  Satz  also  auch  dann  noch  gültig 
bleibt,  wenn  unter  den  Wurzeln  o,  b%  e,  </,»..  t<  fc  der  gegebenen 
Gleichung  beliebig  viele  einander  gleiche  vorkommen.  Bezeichnet 
nämlich,  die  Wurzeln  als  sämmtlich  unter  einander  ungleich  ange- 
nommen, wie  schon  früher,  Q  den  durch  die  Coefficienten  der  ge- 
gebenen Gleichung  ausgedrückten  Werth  der  ganzen  rationalen 
symmetrischen  Function  f{a ,  by  c,  «f  , . . .  •*,  &) ;  so  ist 

/(«,  by  c,  </,...  i%  A)  =  S2y 

und  aus  der  oben  gelehrten  Bestimroungsweise  von  £  erhellet  un- 
mittelbar, dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  £  immer  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten  A,  ßt  Ct 
/),.  ..  L,  X  ist.   Die  Gleichung 

/"(«,  bt  ct  dy .  .  .  4y  k)  S3S  J2 

bleibt  nach  dem  Obigen  richtig,  wenn  nur  alle  Wurzeln  der  gege- 
benen Gleichung  unter  einander  ungleich  sind,  wie  klein  auch 
sonst  die  absoluten  Werthe  ihrer  Unterschiede  sein  mögen.  Nun 
kann  man  sich  aber  offenbar  vorstellen,  dass  sieb  aie  Coeffi- 
cienten Ay  By  Cy  D* . .  .  Ly  N  der  gegebenen  Gleichung  auf  eiue 
solche  Weise  stetig  ändern,  dass  eine  oder  mehrere  Differenzen 
zweier  Wurzeln  der  gogebeueo  Gleichung  sich  fortwährend  und 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Null  nähern.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung hört  die  Gleichung 

f{fly   Ä,  C,   d,...i,  *)=£ 

nie  auf  gültig  za  sein,  und  wird  also  offenbar  auch  dann  noch 
gültig  bleiben,  wenn  die  gedachten  Differenzen  ihre  Gränze  Null 
wirklich  erreichen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  awei  oder  mehrere 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  einander  gleich  werden. 

Von  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Theoreme  wol- 
len wir  nun  zu  dessen  näherer  Erläuterung  einige  Anwendungen 
machen. 

Zuerst  sei  die  Gleichung  des  dritten  Grades 

a:'  -r-Är-h  C=0, 

deren  Wurzeln,  wie  oben,  durch  a%  b%  o  bezeichnet  werden  Bollen, 
gegeben.   Man  soll  die  ganze  rationale  symmetrische  Function 

W=  b*c  -H  bc*  -f-  c*a  -h  to*  -h  a**  -+-  ab* 


<  V 

<  4 
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der  Wurzeln  «r,  4,  <?  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
chunff  ausdrücken.  5  e 

In  diesem  Falle  ist 


folglich 


F(a:)  =  a:*  +  Ba:-\-  C, 


F\x)  -  F(a)  =  .r'-«'-f-  B{x  -  a). 


und  folglicli 

FM  —     (*)  =  **  —  4*  -4-  a(.r  —  6), 

also 

*  x\x)  =  - — x_b  —  =ar  +  i  +  «. 

Da  nun 

ist,  so  muss  mau  mit 

in  IF,  als  Function  von  c  betrachtet,  d.  i.  in 

(b  -f-  a)c*  H-  (£»  +  *»)c  H-      -f- a' J 
dividiren  und  den  Rest  bemerken.   Der  bleibende  Rest  ist  aber 

Dividirt  man  in  denselben,  als  Function  von  b  betrachtet,  mit 

Fx  (b)  ==  b*  -4-  ab  -f- a»  -t-  Ä 
hinein  nnd  bemerkt  den  Rest;  so  erhält  man  als  Rest 

Dividirt  man  endlich  in  diesen  Rest,  als  Function  von  a  betrach- 
tet, mit 

F(a)  =  a'  +  Ba-h  C 

hinein  nnd  bemerkt  wieder  den  Rest,  so  erhält  man  als  Rest  3C*. 
Dieser  Rest  ist  der  gesuchte  Werth  der  gegebenen  symmetrischen 
Function,  und  es  ist  also 

b*c  -f-  bc*      c*a  4-  co*  -f-  a*b  -f-  ab*  =  3C. 

f.  13. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 

-f-  Bar*  -f-  Cr-f- Z>  =  0, 

und 

W=  («-*-<*)  (s  +  <r)  (a-r-rf)  (*-|-c)  {b  +  d)  (<?•+-«/) 

«ei  die  gegebene  ganze  rationale  symmetrische  Function  ihrer 
Wurzeln  a>  bf  c>  rfj  so  ist 
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f\a:)  =  <r«  h-  Bx*      Cr  -+-  A 

und  folglich 

f\x}  -  f\m)  =      — ««-4-  Ä(r>  -«")+0[r- «), 


*\  (•*)  =  =  or«  +  «rar»  -+-  («*  4-  Ä)ar  -+-a«  -+-Ba+  C. 

Daher  ist 

Ft(a;) - /•,(*)  =  ^«_Ä»4- - b*) -f- («*  £), 
folglich 

also 

- Ft(c)  =  +    +     (x- r), 

und  daher 

Die  fernere  Rechnung  kann  man  sich  aber  in  diesem  Falle  auf  fol- 
gende Art  sehr  erleichtern.  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nämlich 


oder 
Also  ist 


d=  —  a  —  b  —  c. 

i 

a  •+.</=  —  {b 

£  -+-  </=  —  («  +  (?), 

c-t-<J=  —  (a +  6), 

und  folglich 

FF=--{i>-t-Ä)  (Ä  +  c)  (b  +  c)\\ 

wo  man  nun  statt  FF  die  eiufachere  symmetrische  Function 

K^=(«  +  Ä)  {a  +  c)  (b  +  c) 

entwickeln  kann,  aus  der  sich  dann  nach  dem  Vorhergehenden  IV 
leicht  ergiebt.  Entwickelt  man  Wx  nach  den  Potenzen  ton  c\  so 
erhält  man 

r 

Wx  =(£-f- «)c»  +  (^  +  «1^  +  ab*  -f- 
Dividirt  man  mit 

F%{d)=zd-\-c-\-b-\-a 

in  IF.,  als  Function  von  d  betrachtet,  hinein,  so  ist  der  Rest 
offen  bor 


Dividirt  man  in  diese  Grösse,  als  Function  von  c  betrachtet,  mit 
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Ft{c)  =  <?»  -f-  (*  H-  m)e  + 1*  -*-*b  -hm*  +  B 

Linein,  so  bleibt  als  Rest 

—  b*  —  ab*  —  (a*  -f-  B)b  —  «•  —  Ba. 

Dividirt  man  ferner  in  diese  Grösse,  als  Function  von  b  betrach- 
tet, mit 

=     -h  a£* (a* -f- Ä)£ -4- a»  -f-Äs-f-  C 

hinein,  so  bleibt  als  Rest  C.  Dividirt  man  in  diesen  Rest,  als 
Function  von  a  betrachtet,  mit 

I\a)  =  «*-+-  Ba*  -f-  Ca  D 
hinein,  so  bleibt  natürlich  +  C  als  Rest,  und  es  ist  folglich 

(a-\-b)  (a-r-c)  (£  -f-  c)  =  C. 
Also  ist  nach  <lem  Obigen  < 

(a-f-Ä)  (a  +  c)  (n  +  d)  (b  +  c)  +  {c  +  d)  =  -  &. 
Aehnliche  Vereinfachungen  der  Rechnung  bieten  sich  öfters  dar. 

f.  14. 

Die  gegebene  Gleichung  sei  die  quadratische  Gleichung 

x%  -f-  Ax  -f-  Ä  =  0, 

und 

sei  die  gegebene  ganze  rationale  symmetrische  Function  ihrer  Wur- 
zeln a  und  by  welche  durch  ihre  Coefficienten  ausgedrückt  werdeu 
soll.   Es  ist  in  diesem  Falle 

F\x)  =  x*  -\-  Ax  -f-  ß, 

und  folglich 

F{x)  -  f\a)  =  x*  —  a*  +  A(x  —  a), 

also 

F(x)  -  A**) 


=  x  -+-  a  •+•  A. 


x  —  « 

Entwickelt  man  W  nach  Potenzen  von  b,  so  erhält  mao 

In  diese  Grösse,  als  Function  voo  b  betrachtet,  muss  man  mit 

Ft(b)  =  b  +  a  +  A 

dividiren,  und  den  Rest  bemerken.    Der  bleibende  ReBt  ist 

ka*+kAa  +  A\ 

in  welchen,  als  Function  von  «  betrachtet,  man  nun  mit 

f\a)  =  a*  -)-Aa-+~B 

dividiren  und  wieder  den  Rest  bemerken  muss.  Der  bleibende  Rest 
ist  aber 
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folglich 

(«  —  &)*?=A*  —  AB. 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultats  kann  man  auf  folgende  Art  leicht 
prüfen.   Bekanntlich  ist 


a 


und,  weil  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  quadratischen  Gleichung 

*t*-i-Aa-+-B  =  Q. 

Da  nun         .  .  »  ?■ 

*  =  —  ar  —  J 

ist,  10  ist 

W=  (a  -  b)>  =  (Za  -f-  jy  =  A*      \{a*  -t-  Ja), 
und  folglich,  weil 

ist, 

wie  vorher  gefunden  wurde. 

«15.  's- 
,  Die  gegebene  Gleichung  sei  die  vollständige  cubische  Gleichung 
x%  +  Ax*  +  Bx-\-  C=0, 

- 

und  die  durch  deren  Cnefficienten  auszudruckende  ganze  rationale 
symmetrische  Function  ihrer  Wurzeln  «,      ic  sei 

Üm  in  diesem  und  in  ähnlichen  Fällen  die  symmetrische  Func- 
tion W  bloss  durch  a  und  die  Coefficienten  der  gegebenen  Glei- 
chung auszudrücken,  so  dass  nämlich  die  Wurzein  6,  c  uub  dem 
obigen  Ausdrucke  von'  W  eliminirt  werden,  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  verfahren.  Da  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung ist,  so  ist 

a*+Aa*  +  ßa+C=0. 
Folglich  ist  für  jedes  x 

x%  -+-  Ax*  -f-  Bx  -f-  C 
:  ta  X*  —  u*  -\~A{x%  —  a*)  -+-  B(x  a) 
=tx~ra)\x*-t-(a  +  A)x-ira*-t-Aa-i-B\. 
Nun  rat  aber,  bekountlich 

xl     Ax\-\-  Bx -\-  C={x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c). 
Folglich,  iat  fiir  jedea  x 

{x  —  t,)ix  —  c)  =  x*-{-(a+A)x+a*  +  Aa+By 
und  daher  tat.x^zu 


Digitized  by  Google 


Also  ist 

Da  dud  ferner  bfc  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

^  +  («  +  ^+a,  +  ^«  +  /?  =  ö 
sind,  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

=  -  (3«»  -f-  2  Ja  —  A*  +  AB). 

Entwickelt  man  W  nach  Potenzen  von  a  und  dividirt  dann  mit 

a*+Aa*-\-Ba+  C 

hinein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  der  ge- 
suchte Werth  von  W.   Noch  gehöriger  Rechnung  ergiebt  sich 

{a-by  (a—cy  (b—Cy=:A*B*—4A>C-AB>-V7C>+lSABC. 

Für  A=zO  ist 

(«—  by  (o-c)'  (6  —  £)*  =  —  AB*  —  27  C*, 

welcher  Werth  unserer  symmetrischen  Function  einer  cubischeu 
Gleichung  entspricht?  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt. 

f.  16. 

Das  Product  der  Quadrate  aller  Differenzen  je  zweier  Wurzeln 
einer  gegebenen  Gleichung  ist,  wie  leicht  erhellet,  immer  eine 
ganze  rationale  symmetrische  Function  der  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  uud  kann  daher  nach  den  obigen  Rcjreln  immer 
durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückt  wer« 
den,  ohne  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen.  Weil  aber  dieses  Pro- 
duct in  mehreren  Beziehungen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  so 
wollen  wir  jetzt  noch  zeigen,  wie  dasselbe  immer  ohne  grosse 
Schwierigkeit  für  eine  beliebige  Gleichung  des  isten  Grades  gefun- 
den werden  kann,  wenn  man  dasselbe  für  jede  Gleichung  des 
{n  —  l)stcn  Grades  finden,  d.  h.  durch  die  Coefficienten  dieser 
Gleichung  ausdrücken  kann,  ohne  deren  Wurzeln  selbst  zu  kennen, 
wodurch  die  Kntwickelung  dieser  Producte  sehr  erleichtert  wird. 

Die  gegebene  Gleichung  des  «ten  Grades  sei 

x*  -f-  Ax»-*  -f-  Bx*-*  -t- . » .  -t-  Lx     N=.  0, 

und  «,  b,  ct  </,...»,  k  seien  die  Wurzeln  derselben.  Fer- 
ner sei 

Wz=z  (a  —  by  (*  —  c)»  («-<*)'...(«  —  #)»  («  —  *y 
X{b-ey  ib~*Y 

x(c-dy  ...(<?— 

'*  u.  s.  w. 

Weil  a  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ist,  so  ist 
a"  -h  Aa«~i -T-  Ba»-* -h  . . .  -f-  La-t-  JV=0. 


Digitized  by  Google 


*    1  * 


ist  für  jedes  x 

i  -f-  Bx*~*  -H . . .  4-  Lx  -f-  N 

k~«~-l)-f.  «)-f-  . . .  +L{x—a)y 

oder,  weil  die  Function  anf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 
dem  Prodncte 

ix  —  a)  (x  —  &)  (x  —  c)  . . .  {x  —  •)  (.r  — X) 

gleich  ist,  für  jedes  x 

{x  —  m)  {x  —  l>)  {x  —  c)  .  ..      —  t)  (.r  —  *) 

-h — a"-1)-!- B(x*-* — «*-*) -f- .  ..-*-L{x—a), 

1 

oder,  wenn  mau  auf  beiden  Seiten  mit  x  —  a  dividirt,  für  jedes  x 
(x  —  ö)  {x  —  c)  (x  —  d) . . .  {x     i)  (x  —  k) 
=  x»-i 

► 

-|-  (a  -f-  4]x*-* 
H-  («»  +      +  B)x*—* 
+  (a'-h4a*-hB*+C)x*-* 

u.  s.  w. 

H- <t«-i  +  ^««-* -f-  /?a— »+  Gar—«-*-  .  . .  -f-  £; 
folglich  für  ,r  =  a 

(*-*/)...(«-•)  («-*) 
ss  ««»-i -+-(»—! )Aa*-* -f-  (n  —  2)/?««-» -f-  . . .  L. 
Auch  ist  klar,  dass  6,  c,  </,... »,  Xr  die  Wurzeln  der  Gleichung 
Ossär«-* 

H-(«r-f-  J)x»~* 

-f-  (a*  •+-  -As  B)x»~* 

+  (a>+Ja*-hBa+C)x*^* 

U.  8.  W.  ^ 

-f-  «r«-»  -4-  .//a*-*  -f-  Ä««-3  -4-  Ca"-*  -+-...-{-£, 

sind.  Weil  wir  nun  annehmen,  dass  man  für  jede  Gleichung  des 
(» —  l)sten  Grades  das  Product  der  Quadrate  der  Differenzen  je 
zweier  Wurzeln  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken 
kann;  so  kann  man  das  Product 

(6-cy  (&-d)*  [h-ey  ...{b— $y  (& — k)* 

X (</-*)*... (</-•)*  (</-*)' 

U.  8.  W. 

x 

durch  die  Coefficienten  der  obigen  Gleichung  des  (m  —  l)sten  Gra- 
des ausdrücken.  Bezeichnen  wir  den  dadurch  hervorgehenden  Aus- 


I 
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druck  durch  F;  so  ist  V  bloss  noch  von  a  und  den  Coefficienten" 
A,  ti,  C,  .  . .  JL  abhängig,  und  nach  dem  Obigen  ist  nun 

wo  also  auch  H7  bloss  von  a  und  den  Coeflicieoteo  Ay  ß,  C%.,.JL. 
abhängig  ist.  Das  Product  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens in  der  vorhergehenden  Gleichung  lässt  sich  immer  durch 
ganz  elementare  Rechnungen  nach  den  Potenzen  von  a  entwickeln. 
Dividirt  man  dann  in  dieses  so  entwickelte  Product  mit  der  ( 


- 


hinein,  so  ist  der  bei  dieser  Division  übrig  bleibende  Rest  naehr 
§.  6.  von  a  unabhängig  und  liefert  nach  $.  7.  den  bloss  durch  die 
Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  ausgedrückten  Werth  der 
symmetrischen  Function  W.  •  ■ 

Es  ist  klar,  dass  das  durch  W  bezeichnete  Product  bloss  dann 
verschwinden  kann,  wenn  die  gegebene  Gleichung  gleiche  Wurzeln 
hat.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  W  jederzeit  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  der  Coefficienten  A,ßy  C^.+  .L,  S% 
deren  Werth  grösser  als  Null  ist.  Sind  also  die  Coefficienten 
A,  B,  C,  .  . .  Z/,  AI  ganze  Zahlen,  so  ist  offenbar  auch'  W  eine 
ganze  Zahl,  die  immer  der  Einheit  gleich  oder  grösser  als  die  Ein* 
heit  ist,  vorausgesetzt  nämlich,  dass  die  gegebene  Gleichung  keine 
einander  gleichen  Wurzeln  hat. 

*  ■  .  *  i 

Wrir  haben  jetzt  ausführlich  gezeigt  und  durch  eine  hinreichend 
grosse  Anzahl  von  Beispielen  erläutert,  dass  jede  ganze  rationale 
symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  Gletchatrg  immer  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  ausgedrückt  werdeo  kann,  ohne 
dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht %  wobej  sich  zu- 
gleich ergab,  dass  jede  ganze  rationale  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze  ratfefmie  Fanttien  der  Coef- 
ficienten der  Gleichung  ist.  Kaum  bedarf  es  nun  noch  einer  <he- 
sondern  Erläuterung,  dass  überhaupt  jede  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coefficienten  derselben  aus- 
gedrückt werden  kann,  ohne  dass  man  die  Wurzeln  selbst  zu  ken- 
nen braucht.  Hat  man  nämlich  z.  B.  die  rationale  gebrochene  sym- 
metrische Function  ■„ , 

t.    „  aitc  <  — 

W=ab+.ac+-bc 

der  drei  Wurzeln  ay  £,  c  einer  Gleichung  des  dritten  Grades,  so 
sind  natürlich  Zähler  und  Kenner  ganze  rationale  symmetrische 
Functionen  von  o,  h,  c.  Weil  mau  nun  nach  den  im  Vorhergehen- 
den entwickelten  Regeln  sowohl  ehcy  als  auch  ab-{-ac-\-ltct 
durch  die  Coefficienten  der  Gleichung  ausdrücken  kann,  ohne  dass 
man  die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  so  gilt  dies  natürlich 
auch  von  W,  wobei  sich  aber  von  selbst  versteht,  dass  der  für  W 
'sich  ergebende  Ausdruck  jetzt  keine  ganze  rationale  Function  der 
Coefficienten  der  Gleichung  ist.  Hat  man  die  irrationale  symmetri- 
sche Function  

FT=  VWb*  -h  2«V»     5W»c»  -  «♦  -»  6*  - 
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der  drei  Wurzeln  »,  c  eioer  cnbisclien  Gleichung,  so  kann  mau 
nach  dem  Vorhergehenden  die  ganze  rationale  symmetrische  Function 

2^*1,*  -i-  24$1e*  -K2Ä*c'  —  »*  —  6*  —  c* 

durch  die  Coeflicienten  der  Gleichung"  ausdrücken«  ohne  dass  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht,  folglich  auch  die  Function  W. 
Man  sieht  also: 

dass  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer  be- 
liebigen Gleichung  immer  durch  die  Coeffi cienten  der 
Gleichung  ausgedrückt  werden  kann«  ohne  dass  man 
die  Wurzeln  selbst  zu  kennen  braucht 

t-  18. 

Um  nur  ein  einfaches  Beispiel  der  Elimination  einer  unbekann- 
ten Grösse  aus  zwei  Gleichungen  zu  geben,  wollen  wir  die  beiden 
Gleichungen  des  zweiten  Grades 

betrachten,  nnd  wollen 

setzen,  die  Wrurzeln  der  zweiten  Gleichung  aber  durch  x  und  X 
bezeichnen.  Nach  $.  4.  ist  unter  diesen  Voraussetzungen,  wenn  2 
seine  dortige  Bezeichnung  behält, 

2—{x*  +  «x  +  b)  (X*+aX  +  ö)t 

Uno*  es  kommt  nun  darauf  an,  diese  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  x,  X  der  Gleichung 

=  0 


durch  dje  Coeflicienten  dieser  Gleichung  auszudrucken.  Zu  dem 
Ende  muss  man  nach  §.  11.  zuvörderst 

—  x~^r*  

berechnen,  wodurch  man 

erhalt,  nnd  muss  dann  den  Rest  entwickeln,  welcher  übrig  bleibt, 
wenn  man  mit 

Ft(X)  =  X  +  *  +  J 

in  die  als  Function  Ton  X  betrachtete  Grösse  2  hinein  diridirt 
Wenn  man  aber  zuerst  mit  X-+-x-\-A  in  X*  -\-aX-\-b  dividirt, 
so  bleibt  als  Rest  die  Grösse 

{k  +  A)(k  +  J-*)  +  l> 

oder 

«»     (8^  —  a)x  +  A  »  —  «A  -t- 
and  wenn  man  also  mit  X-\-x-\-A  in 

2=z(x*  +  ax  +  ö)  (X*  -)raX-\-b) 
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4  * 

divtdirt,  so  bleibt  als  Rest 

(x»-f-ax-M)  {x»~»-(2^  —  a)x+A*—aA  +  b\, 
d.  i.,  wie  man  durch  leichte  Rechnung  findet, 
x«     2jfx«  «+-  (J*  —  «»-+-  24)x  -h  («^»  —       +  UA)x 

+  b(A*-aA  +  b). 

Dividirt  man  nun  in  diese  Grösse  mit 

/•(^x'  +  A  +  Ä 

hinein,  so  bleibt  der  Rest 

{A*-aA  +  b)b-(aA  —  a*  +  2b-ß)B 

oder  i 

Ä»  -alA     («*  -  2J)tf-f-  bA*  —  aAB  +  B* 

übrig,  und  es  ist  also 

2  =  6*  —  abA  -h  («*  —  U)B  +  bA%  —        -+-  Ä\ 

Die  durch  die  Elimination  von  a?  aus  den  beiden  gegebenen  Glei- 
chungen des  zweiten  Grades  hervorgehende  Gleichung  ist  aber 
nach  §.  2. 

b*  —  abA  H-  («'  —  2£)#  4-  bA*  —  aAB  +      =  0. 

Dieses  Beispiel  wird  gewiss  schon  allein  hinreichend  sein, 
deutlich  zu  zeigen,  wie  mau  sich  in  allen  übrigen  Fällen  bei  der 
Elimination  einer  unbekannten  Grösse  aus  zwei  gegebenen  Glei- 
chungen mit  Hülfe  der  symmetrischen  Functionen  tu  verhalten  hat. 

.  ». 

f.  19. 

Wir  wollen  jetzt  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Coefti- 
cienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  nicht  die  Einheit  sind, 
sondern  diese  Gleichungen  die  allgemeinere  Form 

ax"  H-  &r~-i  -h  <xc--*  -f- . . .     psc =  0, 

Ax"  -+-  Bx»-i  -f-  Cx*-i  -\-  . . . -\- Px  +  Q  =  0 

haben.   Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

x»  -f-         *  -f-  -4-  • .  •  -f-       -h  -  J  =  0, 

so  kann  man  für  diese  beiden  letztern  Gleichungen  aus  deren  Coef- 
ficienten 

h     c_    d_        p  9 
a~*  a'  a' "    a~'  a"; 
Z?     C    D         P  Q 
A>  J>  A"  '  '  1*  1 

die  Function  2  ganz  nach  den  im  Obigen  entwickelten  Regeln 
bilden,  und  die  Gleichung 
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ist  dann  das  Resultat  der  Elimination  von  x  aus  deo  beiden 
Gleichungen 

i?  _       C  P  Q 


^  A**^  A 

oder  natürlich  auch  das  Resultat  der  Elimination  von      aus  den 

beiden  gegebenen  Gleichungen 

ax™  -h  lxm  ^  -f-  r.r'»— 2  -f-  /. .  -f- par  -f-  ^  =  0, 

Bekanntlich  ist  2  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  von 

b     e     d         p  q 

(L  £  R      EL  Q 

A1  A>  Ai%"  AJ  A; 
welche  nach  $.  4.  in  Bezug  auf 

b_    c_    d        v  g 

von  «ten,  in  Bezug  auf 

ff    C    D         P  H 

A>  A%  A>    "  1*  A 

- 

vom  avten  Grade  ist.  Also  ist  offenbar  anAm2  jederzeit  eine  ganze 
rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten 

ar,      cy  d,,..p, 

A%  B,  C,  D,  . .  .  P,  Q 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen ,  und  das  Resultat  der  Elimina- 
tion von  x  aus*  diesen  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung 

deren  erster  Theil  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der 
Coefficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ist 

§.  20. 

Wir  wollen  jetzt  wieder  zu  den  beiden  zu  Anfange  betrachte- 
ten  Gleichungen 

xm  ■+■  0x»-i  -f-  lx»-*  . .  .-I-  px  -f-  q  =  0, 
x»  -T-  Ax~-i  -+-  Bx—*  -f-  . . .  -+-  Px  4-  Q  =  0 

oder 

f{x)  =  0,  f\x)  =  0 

zurückkehren,  indem  wir  auch  sowohl  dem  Sjmbol  2,  als  ouch 

allen  übrigen  in  §.  2.  gebrauchten  Symbolen  ihre  ihnen  dort  bei- 
gelegten Bedeutungen  lassen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  nun  Cauchy 
in  den  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathlmati- 
que.  T.  1.  p.  400.  die  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochene,  för 
TfctÜ  IL  25 
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die  Theorie  der  Elimination  offenbar  höchst  wichtige  Eigenschaft 

der  Function  2  bewiesen: 

Wenn  die  Coefficienten 

a,      cf . . .  ^,  2?,  C, . '. .  Py  Q 

ganz  will  kührliche  Grössen  und  von  einander  ganz  un- 
abhängig sind;  so  kann  die  ganze  rationale  algebrai- 
sche Function  2  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten 
im  Allgemeinen  und  algebraisch  nie  in,  zwei  Factorcn 
zerlegt  werden,  welche  beide  ganze  rationale  alge- 
braische Functionen  dieser  Coefficienten  sind. 
Beweis.   Wir  wollen  einmal  im  Allgemeine« 

2=22* 

setzen,  und  wollen  annehmend  daas  die  Factoren  2  und  2"  beide 
ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 

sind.  Mittelst  der  aus  §.  3.  bekannten  Formeln  des  Newton'schea 
Satzes  kann  man  die  beiden  in  Rede  stehenden  Factoren  als  ganze 
rationale  algebraische  Functionen  der  Wurzeln 

«»  ß>      <J>  .  •  •  >  *»     f*i  r% •  •  •  • 
ausdrücken,  und  hat  dann  die  identische  Gleichung 

22"  =    (a-x)  (a-X)  (a-p)  (a  — r).... 

x(r-*)  (r-V  (y-r*)^-").... 
x  •  

welche  also  auch,  wenn  zwischen  den  Wurzeln 

*>  ßy  /»     •  •  •  ;  *»  *i      v,  •  •  •  • 

gewisse  Relationen  Statt  finden,  z.  B.  für  a  =  x,  noch  gültig  blei- 
ben muss.  Weil  dann  die  Grösse  nuf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  vorstehender  Gleichung  verschwindet,  so-  muss  ob~ 
ter  der  gemachten  Voraussetzung  auch,  die  Grösse  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens,  d.  h.  es  muss  jederzeit  mindestens 
einer  der  beiden  Factoren  des  Prodocts  22"  für  a  =  x  verschwin- 
den. Nehmen  wir  nun,  um  die  Begriffe  zu  fixireu,  an,  das«  dieser 
für  a  =  x  verschwindende  Factor  der  erste  Factor  2  des  obigen 
Products  sei,  so  ist  derselbe  nach  einem  bekannten  Satze,  wenn 
man  ihn  als  Function  von  a  betrachtet,  jederzeit  durch  a  —  x  al- 
gebraisch ohne  Rast  theilbar.  Auf  der  aadera  Seit«  kann  2  so- 
wohl als  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coeffi- 
cienten 

a,  o,  pt  qn 

als  aueb  ah  ein«  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coef- 


Bt  C, . . .  /»  Q 

betrachtet  werden,  und  ist  folglich  sowohl  eine  ganze  rationale 
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algebraische  symmetrische  Function  der  Wurzeln  o,  ßt  y,  ö*,..., 
als  auch  eine  ganze  rationale  algebraische  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  x,  X,  p,  v,  . . .  .  *).  Daher  ist  -S"  Dicht  bloss  durch 
das  Biuomium  a  — x,  sondern  durch  jedes  uus  diesem  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  einer  der  Wurzeln  ßf      <J,  und  durch 

Vertausch  tiog  von  x  mit  tiner  der  Wurzeln  X%  /*,  y, . . . .  sich  er- 
gebende Kinomium  algebraisch  ohne  Rest  t  heil  bar.  Weil  nun  aber 
die  Hinomien,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  im  Allgemeinen 
sämmtüch  unter  einander  ungleich  sind,  so  muss  2  durch  das  Pfo- 
duet  aller  dieser  Binoraien,  nämlich  durch  das  Product 


(«- 

*)  («•- 

X)  («- 

**)  («— 

0.. 

xiß- 

*)  iß— 

f*)  iß- 

r).. 

x)  (y  — 

*)  (r- 

/*)  (r- 

X(3- 

x)  («J- 

•»)  <*- 

X  

d.  b.  durch  die  Grösse  JF,  algebraisch  ohne  Rest  theilhar  sein,  und 
wir  sind  also,  indem  V  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
von 

«»  ß\  Yi     . . x,  V  **»  *>  •  •  •'• 

bezeichnet, 

2=1/2 

zu  setzen  berechtigt.   Nach  dem  Obigen  ist  aber 

welches  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  der 
Gleichung 

17.2*  =  1 

führt,  aus  der,  da  U  und  2"  beide  ganze  rationale  algebraische 
Functionen  von 

«>  ß>  Y>  °*»  •  • «;  *»     A*»  vi  •  •  •  • 

sind,  auf  der  Stelle  ganz  unzweideutig  hervorgebt,  dass  U  und  2* 
constante  Grössen,  d.  h.  von  den  Wurzeln 

Ä*  ßi  Yi  öt . . .;  x,  X,  fr  vy .  . . . 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen,  und  folglich  auch  von  deren 
Coefficienten 

«,  bt  et  dy . . Ay  B,  C,   

ganz  unabhängig  siod.   Setzt  man  also 


•)  Jede  ganze  rationale  algebraische  Function  der  Coefficienten  einer 
Gleichung  kann  nämlich  mittelst  der  aus  £.  3.  bekannten  Formeln  des 
Newton'scben  Satzes  als  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
der  Summen  der  Potenzen  der  Wurzeln  der  Gleichung  ausgedrückt  wer- 
den, und  ist'  also  offenbar  immer  eine  ganze  rationale  algebraische 
symmetrische' Function  der  Wurzeln« 

25* 
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«o  ist  der  eine  der  beiden  Factoren  2*,  2*  nach  dem  Vorhergeben- 
den immer  eine  constoute,  d.  h.  von  den  Coefficienten 

a,  b>  c,  dy .  . A,  Bt  C>  Dt .  . .  . 

der  beiden  gegebenen  Gleichungen  ganz  unabhängige  Grösse,  wo- 
durch unser  Satz  nun  offenbar  vollständig  bewiesen  ist. 

Dieser  Satz  ist  für  die  Theorie  der  Elimination  jedenfalls,  und 
insbesondere  deshalb  sehr  wichtig,  weil  durch  denselben  deutlich 
nachgewiesen  wird,  dass  man  durch  die  im  Obigen  gelehrte  schöne, 
die  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  vielfach  in  Anspruch 
nehmende  Eliininationsmethode  die  gesuchte  Endgleichung  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt,  d.  h.  im  Allgemeinen  wenigstens,  wenn  näm- 
lich zwischen  den  Cocflicienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen 
gar  keine  besonderen  Relationen  Statt  (luden,  frei  von  allen  in  ihr 
enthaltenen  fremdartigen  Factoren  erhält. 

Dass  dies  sich  ober  nicht  mehr  behaupten  lässr,  wenn  zwischen 
den  Cocfficienten  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  besondere 
Relationen  Statt  finden,  zeigt  Caucby  an  dem  Falle,  wenn  die 
beiden  Gleichungen  des  zweiten  Grades 

4r»-T-«a?-r-Ä  =  0,       -*-Ajc  +  B  =  0 

gegeben  sind,  auf  folgende  Art. 
Nach  $.  4.  ist  in  diesem  Falle 

2={a*  -\-  Aa  +  B)  {ß*  +  Aß-trB). 

Weil  nun  aber  a  und  ß  die  Wurzeln  der  Gleichung  , 

.r  *  +  ax     b  =  0 

sind,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

aus  denen  sich 

<**=  —  atz—  b}  ß*  =  —  aß  —  b1 

folglich  nach  dem  Obigen  x 

2=\(A-a)a+B-b\  \{A-a)ß  +  B-bl 
oder  nach  gehöriger  Entwickeluog 

2=(A  —  a)  { (A  —  a)aß -+-{B  —  b)  {<*-\-ß)\  +  {B —  &)* 
ergiebt.   Weil  aber  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

aß  =  6,  u  +  ß  =  —  a 
ist,  so  ist,  wie  man  nach  leichter  Entwickeln g  findet, 
I={A  —  a)  (Ab  —  Ba)  +  {ß  —  b)\ 

und  das  Resultat  der  Elimination  von  x  aus  den  beiden  gegebenen 
Gleichungen  ist  folglich  die  Gleichung 

{A  -  «)  {Ab  —  Ba)  +  {B  -  £)*=r0. 

So  Innge  nun  zwischen  den  CoefHcienten  der  beiden  gegebenen 
Gleichungen  keine  besonderen  Relationen  Statt  finden,  lässt  sich  der 
erste  Theil  dieser  Gleichung  nicht  in  zwei  Factoren  zerlegen, 
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welche  ganze  rationale  algebraische  Functionen  der  Coefficienten 
der  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind.  Setzt  man  aber  nur 
z.  B.  a  =  A  =  0,  so  dass  also 

.r» -*-£  =  (>,  ^'4-Ä  =  0 

die  beiden  gegebenen  Gleichungen  sind,  so  gebt  die  obige  End- 
gleichung in  die  Gleichung 

Ober,  statt  welcher  man  also  einfacher 

ß  —  6  =  Q 

setzen  Vann. 

Um  diesen  Aufsatz  über  die  Elimination  nicht  zu  sehr  auszu- 
dehnen, müssen  wir  hierbei  stehen  bleiben,  verweisen  aber  weiterer 
Ausführung  wegen  auf  die  Abhandlung  Caucby's,  auf  welche 
schon  oben  in  f.  20.  Bezug  genommen  worden  ist. 


XXXI. 

Ueber  Jacob  Bernoulli's  Methode,  die  Höhe 
der  Wolken  zu  bestimmen. 

.      -  -  '  Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Jacob  Bernoulli's  Methode,  die  Höhe  der  Wolken  zu  be- 
stimmen (Jacobi  Bernoulli,  Basileensis,  Opera.  Genevae. 
It44.  T.  I.  p.  336.  —  Lehrbuch  der  Meteorologie  ton  L. 
F.  Kamtz.  Erster  Band.  Halle.  1831,  8.  383),  welche  unter 
allen  zu  diesem  Zweck  in  Vorschlag  gebrachten,  nur  einen  Be- 
obachter erfordernden  Verfahrungsarten  wohl  noch  zu  den  genaue- 
sien  Resultaten  führen  dürfte,  besteht,  wie  hier  wohl  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  kann,  darin,  dass  man  des  Abends  nach  dem 
Untergänge  der  Sonne  in  dem  Moment,  wo  ein  Punkt  einer  Wolke 
von  den  Strahlen  der  Sonne  erleuchtet  zu  werden  aufhört,  das 


.•«78 

Azimutb  und  die  Uühe  dieses  Punktes  der  Wolke  misst  * ) ,  so  wie 
auch  die  Zeit  der  Beobachtung:  bestimmt,  und  daraus  die  Lage  des 
in  Rede  stehenden  Punktes  der  Wolke  im  Räume  auf  dem  Wege 
der  Rechnung  herleitet.  Die  von  Jacob  Bernoulli  selbst  a.  a.  0. 
gegebene  Auflösung  dieses  für  die  Meteorologie  in  mehrfacher  Be- 
ziehung wichtigen  Problems  *°)  scheint  mir  vorzüglich  deshalb 
nicht  völlig  streng  zu  sein,  weil  Bernoulli  die  Sonne  als  einen 
Punkt  betrachtet,  was  offenbar  nur  bei  einer  robern  Annäherung 
zulässig  ist,  und  möchte  auch  in  anderer  Beziehung  noch  Manches  , 
zu  wünschen  übrig  lassen,  wodurch  ich  veranlasst  worden  bin,  die 
folgende  Auflösung,  welche  ich,  wenigstens  in  so  fern  man  auf  die 
Krümmung,  welche  die  von  der  Sonne  zu  der  Wolke  gelangenden 
Strahlen  wegen  der  Refraction  in  der  Atmosphäre  erleiden,  keine 
Rücksicht  nimmt  60 9),  für  völlig  streng  halte,  aufzusuchen  und  in 
dieser  Zeitschrift  mitzutheilen.  Ganz  absichtlich  habe  ich  für  jetzt 
eine,  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte  betrachtet,  völlig 
strenge  Auflösung  des  in  Rede  stehenden,  auch  in  rein  mathemati- 
scher Beziehung  mehrfaches  Interesse  darbietenden  Problems  zu 
geben  versucht.  Dass  diese  Auflösung  nicht  ganz  einfach  ausfallen 
konnte,  scheint  in  der  Natur  der  Aufgabe  zu  liegen,  wenn  man 
nämlich  olle  bei  derselben  in  Betracht  kommende  Umstände  gehö- 
rig berücksigtigen  will.  Späterhin  hoffe  ich  in  einem  besondern 
Aufsatze  auf  dieselbe  zurückzukommen,  um  zu  untersuchen,  ob  sich 
nicht,  wenn  man  sich  eine  oder  die  andere  nur  näherungsweise 
richtige  Voraussetzung  gestattet,  einfachere,  also  bei  praktischen 
Anwendungen  brauchbarere  und  bequemere  Auflösungen  geben  las- 
sen. Eben  so  denke  ich  dann  andere  zur  Bestimmung  der  Höbe 
der  Wolken  vorgeschlagene  Methoden  einer  genauem  Untersuchung 
zu  unterwerfen. 

*.% 

in  dem  Mottest,  wo  die  Erleuchtung  eines  Punkte«  «Hier 

Wolke  durch  die  Strahlen  der  Sonne  völlig  aufzuhören  anfängt, 
befindet  sich  derselbe  offenbar  in  der  von  den  Strahlen  der  Sonne 
gebildeten ,  die  Sonne  und  die  für  jetzt  als  eine  Kugel  betrachtete 
Erde  f)  einhüllenden  Kegclfläche,  durch  welche  der  sogenannte 
Kernschatten  der  Erde  bestimmt  wird,  und  unmittelbar  nach  dem 
völligen  Aufhören  der  Erleuchtung  tritt  der  in  Rede  stehende  Punkt 
der  Wolke  in  den  Kernschatten  der  Erde  hinein.  Bezeichnen  wir 
nun  im  Moment  der  Beobachtung  den  Mittelpunkt  der  Erde  durch 
/.  den  .Mittelpunkt  der  Sonne  durch  //,  die  Spitze  der  in  Rede 
stehenden  einhüllenden  Kegelfläche  durch  C  den  von  den  Seiten 
dieser  'Kegelfläche  mit  ihrer  Axe  an  der  Spitze  eingeschlossenen 


*)  Wie  man  auf  die  Refraction,  von  welcher  die  gemessene  Höhe  afii- 
oirt  wird,  Rücksicht  zu  nehmen  bat,  soll  am  Schlüsse  dieser  Abhand- 
lung gezeigt  werden. 

")  M.  s.  Kämtz  a.  a.  0. 

•••)  Die  Berücksichtigung  dieser  Krümmung  würde  die  Kenntntss  der 
Gleichung  der  Refractionscurve  erfordern  und  jedenfalls  in  die  grösste 
Weitläufigkeit  fuhren, 
f)  Wie  auf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugelgestalt  Rücksicht  cu 
nehmen  ist,  wird  weiter  unten  geieigt  werden. 
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spitzen  Winkel  auch  durch  C,  und  durch  Ax  und  Bx  die  beideu 
Funkte,  in  denen  respective  die  Erde  und  die  Sonne  von  einer  be- 
,  liebigen  Seite  der  einhülleaden  Kegelflacbe  berührt  werden,  so 
haben  wir,  wie  auch  ohne  Figur,  die  Übrigeos  grösserer  Deutlich- 
keit  wegeu  ein  Jeder  sich  leicht  selbst  entwerfen  kann,  sogleich 
erbdien  wird,  die  beideu  folgenden  Gleichungen: 

also,  weil  AC—  BC=  —  AB  ist, 

sin  C  — 

Bezeichnet  nun  0  die  aus  den  Ephemeriden  zu  entnehmende  Ent- 
fernung des  Mittelpunkts  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
zur  Zeit  der  Beobachtung,  und  A  ,'en  ebenfalls  aus  den  Ephemeri- 
den zu  entnehmenden .  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen 
scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung,  f 
über  den  Halbmesser  der  Erde;  so  ist  offenbar  AB  =  0,  AAtz=r, 
BB,=q  sin  A,  und  wir  erhalten  daher  aus  der  vorher  gefunde- 
nen Gleichung  uu mittelbar  die  Gleichung 

r  —  (j  «in  A  

«in  C~  —  ~Qy 

aus  der  sich  sogleich 

r 

1)  sin  C=sin  ju 
oder,  wenn  man  den  Hülfewinkel  &  mittelst  der  Formel 

2)  sin  G=~ 

sin  C=siu  A  — sin  0, 

d.  i.  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Formel 

3)  sin  C=2sin  J(A  -  ®)  cos  Kfr  +  G) 

ergiebt,  mittelst  welcher  Ausdrücke  der  für  das  Folgende  wichtige 
Winkel  C  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 

Hat  man  aber  den  Winkel  C,  so  findet  man  die  Entfernungen 
AC  und  BC  der  Spitze  der  einhüllenden  Segelfläche  von  den  Mit- 
telpunkten der  Erde  und  der  Sonne  leicht  mittelst  der  folgenden 
aus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Formeln: 

f  * 

Wir  wollen  jetzt  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
jty%  annehmen ,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  sein  soll. 
Die  Ebene  der  xy  sei  die  Ebene  des  Aequators;  der  positive  Thal 
der  Axe  der  x  sei  nach  dem  Frühliug*|>uuktc  hin  gerichtet,  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  aber  werde  so  angenommen,  dass 
mau  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
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rechten  Wiokel  (.ry)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  rauss, 
nach  welcher  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ac  ao  die 
Rectascensionen  von  0  bis  360°  gezählt  werden,  so  dass  also  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  durch  den  neunzigsten  Grad  der 
Rectascensionen  gebt;  der  positive  Theil  der  Axe  der  %  endlich 
liege  auf  der  nördlichen  Seite  der  Ebene  des  Aequators  oder  der 
Kbenc  der  &y.  In  diesem  Coordinatensysteme  sind,  wenn  a  und  6 
die  aus  den  Ephemeriden  zu  entnehmende  Rectascension  und  De- 
clination  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung  bezeichnen,  und  das 
Symbol  q  die  ihm  im  vorigen  Paragraphen  heigelegte  Bedeutung 
behält,  offenbar 

q  cos  a  cos  Sy 
q  sin  a  cos  d*, 
q  sin  S 

die  Coordinaten  der  Sonne  zur  Zeit  der  Beobachtung. 
Sind  nun  überhaupt 

a:  =  ß/x,  yt=z\x 

die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Sonne  und  der 
Erde  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobachtung;  so  hat 
man  zur  Bestimmung  der  Constanten  M  und  N  offenbar  die  beiden 
Gleichungen 

q  cos  a  cos  S  =  Mq  sin  6\ 
p  siu  a  cos  S=zNq  sin  d\ 

aus  denen  sich 

M=z  cos  a  cot  S,  A'=  sin  o  ent  6 

ergiebt,  und  die  Gleichungen  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde 
und  der  Sonne  gezogenen  geraden  Linie  zur  Zeit  der  Beobach- 
tung im  Systeme  der  xyx  sind  also  nach  dem  Vorhergehenden 

5)  &  =  %  cos  a  cot  o*,  y  =  x  sin  a  cot  o*. 

Die  Coordinaten  der  Spitze  C  der  einhüllenden  Segelfläche 
zur  Zeit  der  Beobachtung  seien  #*,  /,  und  E  sei  die  aus  dem 
vorigen  Paragraphen  bekannte  Entfernung  dieser  Spitze  vom  Mit- 
telpunkte der  Erde;  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  bekanntlich 

/,-f-^  +  /'a  =  ^, 

und  nach  den  Gleichungen  5)  bat  man,  weil  die  in  Rede  stehende 
Spitze  jederzeit  in  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Erde  und  der 
Sonne  gehenden  geraden  Linie  liegt,  die  beiden  Gleichungen 

y=  h  cos  «  cot  d,  g=z  /i  sin  a  cot  8. 

Führt  man  dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

(1-f- cos  a*  cot  0**4- sin  a*  cot  o**)Ä*  =  i£», 

also 

(1  -+-  cot  ä*)A*  =  A*  cosec  <T»  ==  E*, 

und  folglich 
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381  ' 
A=zz*zE  sin  <J, 

wo  sieb  nun  noch  fragt,  welches  Zeichen  man  zn  nehmen  hat, 
worüber  leicht  auf  folgende  Art  eine  bestimmte  Entscheidung  ge- 
geben werden  kann. 

Bezeichnen  wir  die  dritte  Coordioale  der  Sonne  zur  Zeit  der 
Beobachtung  durch  Z,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Z  =  q  sin  <7, 

und  folglich 

h       .  E 

z==t7- 

Weil  nun  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird,  h  und  Z 
jederzeit  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  —  stets  positiv 
ist,  so  kann  bloss 

*  E 

sein,  d.  b.  man  rauss  in  der  Gleichung 

A  =  ±:E  sin  d 
das  untere  Vorzeichen,  nehmen,  oder 

=        sin  S 

setzeu. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  oben  gefundenen 
Gleichungen 

f=h  cos  a  cot  b*,  g  =  A  sin  a  cot  d; 
so  erhält  man: 

(/=  —  E  cos  o  cos  ö*, 
6.  |#  =  —  E  sin  o  cos  o*, 
(>5  =  — J57sio  <T; 

mittelst  welcher  Formeln  die  Coordinaten  f,  g,  h  der  Spitze  der 
einhüllenden  Kegelfläche  im  Systeme  der  xyx  sehr  leicht  berechnet 
werden  können. 

Hiernach  kann  nun  die  Gleichung  der  einhüllenden  Kegelfläche 
im  Systeme  der  jcyx  leicht  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 
Weil  jede  Seite  der  Kegelfläche  durch  ihre  Spitze  geht,  so  sind 
nach  dem  Vorhergehenden  und  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie  die  allgemeinen  Gleichungen  einer  jeden  Seite 

y  —  g=L{x  —  h) 

oder 

Die  Gleichungen  der  Axe  der  Kegelfläcbc  sind  nach  5) 
x  ss  %  cos  a  cot  d,  y=s%  sin  a  cot  <J, 


und  weil  die  Spitze  in  der  Axe  lieft,  so  ist 

/=A  cos  o  cot  <7,  g  =  A  sin  u  cot  *f; 

also  ist 

7  5=8  T  f="Ä; 

oder 

sind  die  Gleichungen  der  Axe  der  Ke^elfläcLe.  Weil  nun  jede 
Seite  der  Kegelfläcbe  mit  der  Axe  den  aus  dem  Obigen  bekannten 
Wiukel  C  einschließt,  so  ist  nach  den  Principien  der 
Geometrie 

cos  C*  = 


oder 

_  ~        •  >/Ta:-/)-f-#(y-y)-t-i(»-A)|»  

cos  c  — (/^g^^)  -|-(y-«)a-f-(s-AjT 

öder 

cos  c  —  *»|(*-/)» +  ' 

d.  b. 

7)  ^J(ar-/)'-f-(y-^)«-f-(*-.//)»}  cos  O 

die  Gleichung  der  einhüllenden  Kcgclfläche  im  'Systeme  der  jcyx, 
mit  deren  Transformation  nnd  etwaigen  Vereinfachung  wir  uns 
jetzt  nicht  weiter  beschäftigen  wollen. 

f.  4. 

Der  Kürze  wegen,  und  um  die  Begriffe  besser  zu  fixtren,  wol- 
len wir  im  Folgeoden  annehmen,  dass  der  Beobachtungsort  in  der 
nördlichen  Hälfte  der  Erdoberfläche  liege,  wodurch  der  Allgemeinheit 
der  Auflösung  offen  hur  kein  Eintrag  geschehen  wird.  Lim  ferner, 
so  viel  es  hier  thunlich  ist,  auf  die  Abweichung  der  Gestalt  der 
Erde  von  der  Kugelgestalt  ftiieksieat  zu  nehmen,  werden  wir  vOn 
jetzt  an  unter  r  immer  den  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogenen 
Erdbalbmesser  verstehen,  und  werden  späterhin  noch  besonders 
zeigen,  wie  die  Grösse  dieses  Halbmessers  der  Erde  auf  die  ein- 
fachste Weise  berechnet  werden  kann.  Die  sogenannte  geocentri- 
sche  Breite  des  Beobaelrhragsorts ,  <i.  Ii.  den  neunzig  Grade  nicht 
übersteigenden  Neigungswinkel  des  nach  dem  Beobacbtungsorte 
gezogenen.  Erdhalbmessers  gegen  die  Ebene  des  Aequators,  wollen 
wir  durch  y  bezeichnen ,  und  durch  T  »oll  die  in  Stunden  ausge- 
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brückte  Sternzeit  der  Beobachtung  °)  bezeichnet  werden.  Dies  vor- 
ausgesetzt sind,  wie  sogleich  io  die  Augen  tollen  wird, 

r  cos  IST  cos  9, 

r  siu  IST  cos  y, 

J  r  sin  cp 

die  Coordi nuten  des  Beobachtungsorts  im  Systeme  der  &y%  zur 
Zeit  der  Beobachtung. 

Legt  man  nun  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  ein  dem 
Systeme  der  acy%  paralleles  Coordinatensystem  der  xxyx%x,  so  bat 
man  nach  der  L/ebre  von  der  Verwandlung  der  Koordinaten  die 
folgenden  -gauz  ullgcmein  gültigen  Gleichungen: 

!x  =  r  cos  15T  cos  y -+-  a?t, 
y  =  r  sin  157*  cos  y-hyg, 
x  — r  sin  <jp-4-x,. 

Ferner  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  ein  zweites 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  ,r9y,x,.  Die  Ebene  der 
.r.y,  soll  mit  der  Rhene  der  ar,y,  zusammenfallen.  Der  positive 
Theil  der  Axe  der  ^r,  sei  der  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians 
liegende  Halbmesser  des  Kreises ,  in  welchem  die  Sphäre  von  der 
Ebene  der  x%y%  geschnitten  wird;  der  positive  Tueil  der  Axe  der  y% 
werde  so  angenommen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  jc%  durch  den  rechten  Winkel  (^rtya)  hindurch  zu  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  ya  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  xx  durch  den  rechten  Winkel  Csr,y,) 
hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y,  zu  gelangen;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  %%  falle  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  x,  zusammen.  Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordioaten  die  folgenden  Gleichungen: 

/ arl  z=z  jct  cos  IST — y,  sin  IST, 
9)  J  y,  =^r,  siu  IST-f-y,  cos  15T, 

Endlich  lege  man  durch  den  Beobachtungsort  als  Anfang  noch 
ein  drittes  rechtwinklige«  Coordinatensystem  uer  &tyt*r>  Die 
Kbcnc  der  xtyx  sei  die  Ebene  des  Horizonts  des  Beobachtungs- 
orts. Der  positive  Theil  der  Axe  der  xx  sei  der  io  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  biegende  Halbmesser  des' Horizonts;  der  posi- 
tive Theil  der  Aze  der  y%  werde  so  angenommen.,  dass  man  sich, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  xf  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  (xtyt)  hindurch  zu  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
y,  zu  gelangen,  nach  derselben  Sichtung  hin  bewegen  muss,  nach 
welcher  von  dem  in  der  südlichen  Hälfte  des  Meridians  liegenden 
Halbmesser  des  Horizonts  an  die  Azimuthe  von  0  bis  360°  gezählt 
werden,  wobei  wir  zugleich  festsetzen  wollen,  dass  die  Azimuthe 
von  dem  in  Rede  stellenden  Halbmesser  des  Horizonts  an  nach 


•)  Nstürlich  Zok  des  Beobaehtungsorts. 


Osten  bin  von  0  bis  360°  gezählt  werden  sollen;  der  positive  Theil 
der  Axe  der  x,  Bei  vom  Beobacbtungsorte  nach  seinem  Zenitb  bin- 

gerichtet.  Dies  vorausgesetzt  ist  nun,  wenn  wir  die  Polhöbe  des 
eobachtungsorts  durch  «/,  und  die  von  den.  positiven  Theilen  der 
Axen  der  .r,y,x,  und  ^r,y,*,  eingeschlossenen,  180°  nicht  über- 
steigenden Winkel  auf  die  aus  der  analytischen  Geometrie  hin- 
reichend bekannte  Weise  bezeichnen,  wie  mittelst  einer  einfachen 
Betrachtung  leicht  erhellen  wird: 

(^,)  =  90«>-w,    (.r3y,)  =  90°,  (a:i%l)  =  w2 
.    (y,.r,)=90<>,  (yty,):=0,     (y,*t)  =  90»; 

(*,«,)  =180*  —  ti,  (*,y,)=90«,  (a,*,)  =W-w, 

und  folglich  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten : 

<  .r,  =  .r,  ein  w-f-*,  cos  w, 
10)|y,=y,, 

(*,= —  &t  cos  w-t-a,  sin  w. 

Wir  wollen  nun  mittelst  der  im  Vorhergebenden  gefundenen 
Gleichungen  Jt9ytx,  durch  acyx  ausdrucken.  Nach  10)  ist  zuvör- 
derst, wie  leicht  erhellet, 

xx  =  jc%  sin  üj  —  %2  cos  tu, 

y,  =yi, 

*,=ar,  cos  cu-f-a,  sin  w. 
Nach  9)  ist  aber,  wie  man  eben  so  leicht  findet, 

cos  lSr-f-y,  sin  15 T, 
y4  =  —  ar,  sin  157W-y,  cos  15 T, 

»,=*.; 

und  folglich  wegen  des  Vorhergehenden 

xt  =    vr,  sin  w  cos  15T-f-y,  sin  w  sin  15T— *,  cos  o>, 
y,  = —  ^r,  sin  ^T-f-y,  cos  15  T, 

cos  o>  cos  15T+yi  cos  w  sin  15T+S,  sin  w. 
Endlich  ist  nach  8) 

or,  = —  r  cos  y  cos  15jT-+-«ar, 
y,  =  — r  cos  y  sin  lST-f-y, 
»,  =  —  r  sin  y-t-a; 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

jct  = —  r  cos  y  sin  o>  cos  157* +  .r  sin  w  cos  15  7' 

—  r  cos  y  sin  w  sin  157* -r-y  sin  w  sin  157* 
-T-  r  sin  y  cos  w  —  *  cos  w, 

y,  =     r  cos  y  sin  15T  cos  15T— x  sin  15  T 

—  r  cos  y  sin  15  T  cos  157-f-y  cos  15  T, 
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x,  =  —  r  cos  <p,  cos  tu  cos  lST^-f-^r  cos  tu  cos  157 

—  r  cos  $p  cos  ai  sio  157* -r-y  cos  tu  sin  157 

—  r  sin  9  sin  tu  *  sin  tu; 

also,  Vi«  mau  mittelst  einiger  bekannten  goniometriscben  Formeln 
leicht  findet: 

i*,=  r  sin(y— tü)-r-or  sin  tu  cosl57+y  sin  tu  sin  157—*  cosw, 
11)  5  yt=-x  sin  157-r-y  cos  157, 

(  x,=  — r  cos(y—  tu)+or  cos  tu  cos  1 5  7+ycos  tu  sin  1 5  7-t-x  sin  tu; 
oder  auch,  etwas  grösserer  Symmetrie  wegen: 

Iart= — r  sin  (tu— (p)-+-a;  &\n  iu  cosl57+y  statu  sin  157—  x  cos  tu, 
y,=— .r  sin  157+y  cos  157, 
x,=—  r  cos  (tu— y)-f-j7  cos  tu  cos  15  7+y  cos  tu  sin  15  7+x  sin  tu. 

Das  Azimuth  und  die  Höhe  der  Wolke  seien  X  und  p,  so  sind,  wie 
leicht  erhellen  wird,  die  Gleichungen  der  von  dem  Beobachtungs- 
orte nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme  der 

13)  jcx  =4,  cos  X  cot  /*,  y,  =x,  sin  X  cot  /t»; 

und  die  Gleichungen  dieser  Linie  im  Systeme  der  xyx  sind  folg- 
lich nach  12) 

—  r  sin  (tu — <p)-\-jc  sin  tu  cos  15  7+y  sin  tu  sin  157 — x  cos  tu 
=  { — r  cos  (tu — <p)  +  .r  cos  tu  cos  15  7+y  cos  tu  sio  157 

+  x  sin  tu}  cos  A  cot 
— sin  157+  y  cos  15  7 
=  {— r  cos  (tu— <p) +,r  cos  tu  cos  157-f-y  cos  tu  sio  157 

+  x  sin  tu}  sin  X  cot  /*; 

oder,  wie  man  leicht  findet, 

cos  157\sin  tu  — cos  tu  cos  X  cot  /tt)^r 
+  sin  157(sin  tu—  cos  tu  cos  A  cot  ,u)y 
—  (cos  tu  -f-  sin  tu  4  cos  X  cot  ,u)x 
.=  r{sin  (tu  —  <p) — cos  (tu  —  y)  cos  X  cot  /*}, 

■  > 

—  (sin  157+ cos  157  cos  tu  sin  X  cot  ,t*).r  . 
+(cos  157—  sin  157  cos  tu  sin  X  cot  /tt)y 

—  x  sio  w  sin  X  cot  /* 

-    =—  r  cot  (tu  —  y)  ain  X  cot  f*. 

Berechnet  man  zwei  Hunswinkel  F  und  G  mittelst  der  Formeln 


I  *  ■ 

jtang  F=:cos  X  cot  f*f 
itontr  G  =  coa  tu  sin  X  * 


tang  (7  =  cos  tu  sin  A.  cot  p; 
so  erhalten  die  vorhergehenden  Gleichungen  der  von  dem  Beobach- 


Digitized  by  Google 


*  * 

tungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Systeme 
der  ncy%  die  folgende  Gestalt: 

cos  VbT  *vn  (a>  —  F)  sin  157*  sin  Qo  —  F)        cos  (cj  —  F) 


 ^  sin  (cd  — y  —  f) 


■sin  (15r-f-^') 
cos  <r 


.r  — 


cos  F 

cos  (ISr-f-CO 
cos  G 


cos  ((o  —  y )  tany  G 

9      Tzrz*  * 


y+s  taog  w  taog 


oder 


/ar  cos  IST  sin  (w-F)H-y  sin  15Tsin  (u>—F)-~x  cos  (ü>— /*) 
1  =  r  sin  (w  —  y  —  /*), 

'  U  cos  w  sin  (15T-*-6T)-y  cos  tu  cos  (lST-t-tf)-*-*  sin  w  sin  6? 
[  =r  cos  («  —  5?)  sin  G. 

* 

Unter  dieser  Form  kann  man  die  beiden  Gleichungen  der  von  dem 
Beobachtungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  sehr 
leicht  numerisch  entwickeln. 

Der  Ort  der  Wolke  im  Räume  wird  offenbar  durch  die  Punkte 
bestimmt,  in  denen  die  einhüllende  Kegelfläche  von  der  von  dem 
Beobachtungsorte  nach  der  Wolke  gezogenen-  geraden  Linie  ge- 
schnitten wird,  und  wir  hoben  also,  wenn  durch  ar,  y,  %  die  Coor- 
dinaten  der  Wolke  in  dem  Systeme  der  aryx  bezeichnet  werden, 
nach  7)  und  13)  die  drei  folgenden  Gleichungen  znr  Bestimmung 
der  in  Rede  stehenden  Coordinnten: 

\*  cos  15Tsin  (ü*-F)+y  sin  ISTsin  {u>-F)-x  cos  (cd—/') 


16) 


=  r  sin  (w  —  <jp  —  /*)» 
U  cos  w  sin  (15TH-  6?)— y  cos  a>  cos  (157+6?)-»-«  sin  a»  sin  £ 

.  =r  cos  (w  —  93)  sin  G. 


Setzt  man 

!//=—/  cos  155Tsin         /*)— ff  sin  IST  sin  fo>—  F) 
-M  cos  (w-/7), 
K=—f  cos  w  sin  (15T+  C)-t-ff  «°«  «  cos  (15T-f-  <?) 
—  4  sin  w  sin  0; 

so  können  die  vorhergehenden  Gleichungen  auch  unter  der  fol 
genden  Form  geschrieben  werden: 
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18) 


^•K^r—  /V  +  (y— —  fy\  cos  & 

=  {/<*  -/)-»- giy- g)  •+•  *(*  -  *)\ \ 

\(x—f)  cos  157*  sin  (o>-.F)-f-(y— #)  sin  IST  sin  (o>— /*) 

-(*-<Ä)  co«  (w-i^) 
=  /jT-+- r  sin  (w  — gp  —  .F), 
[(.r— /)  cos  co  sin  (15T-+-  £)— (y— ff)  cos  w  cos  (15T-T-0) 

-h  (s  -  *)  sin  co  sin  ö 
=  JT-f-r  cos  (w  —  ©)  sin 

und  dienen  unter  dieser  Form  zur  Bestimmung  der  Grössen  x — ft 
y  —  g,  *  —  A,  aus  denen  Bich  dann  auch  leicht  die  Coordinaten 
ar,  y,  %  selbst  ergeben. 

Dass  man  sowohl  bei  dem  Gebrauche  der  Gleichungen  16),  als 
auch  wenn  man  sich  der  Gleichungen  18)  bedient,  auf  eine  quadra- 
tische Gleichung  geführt  wird,  und  dass  es  also  im  Allgemeinen 
zwej  Systeme  von  Werfhcn  der  Coordinaten  ,r,  y,  x  giebt,  fällt 
auf  der  Stelle  in  die  Augen,  so  wie  denn  auch  in  der  That  die 
einhüllende  Kegelfläche  von  der  von  dem  Beobacbtuoßgorte  nach 
der  Wolke  gezogenen  geraden  Linie  im  Allgemeinen  jederzeit  in 
zwei  Punkten  geschnitten  wird.     Dass  der  eine  dieser  beiden 
Punkte  immer  über,  der  andere  unter  dem  Horizonte  des  Beobacb- 
tungsorts  liegt,  erhellet  auf  der  Stelle  durch  eine  ganz  einfache 
geometrische  Betrachtung,  und  es  ist  uns  also  hierin  zugleich  ein 
Criterium  gegeben,  durch  das  entschieden  werden  kann,  welches 
der  beiden  Systeme  von  Wertheu  der  Coordinaten  jcy  y,  *  für  die 
Coordinaten  der  Wolke  zu  nehmen  ist,  da  die  beobachtete  Wolke 
natürlich  immer  über  dem  Horizonte  des  Bcobacbtungsorts  liegt. 
Um  das  in  Rede  stehende  Criterium  anwenden  zu  können,  muss 
•'  man  mittelst  der  Formeln  12)  aus  den  gefundenen  Wertben  der 
,  Coordinaten  ar,  y,  x  die  Coordinaten  act,  y,,  xt  der  Wolke  in  dem 
Systeme  der  &tytxt  berechnen,  durch  welche  zugleich  die  Lage 
der  Wolke  gegen  den  Horizont  und  Meridian  des  Beobachters  be- 
stimmt wird.    Immer  aber  hat  man  das  System  von  Wcrtlien  der 
4?,  y,  x  und  xeti  y,,  xt  als  die  Coordinaten  der  Wolke  zu  be- 
trachten, welchem  ein  positiver  Werth  von  x,  entspricht,  wodurch 
man  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  immer  mit  völliger  Sicherheit 
zn  bestimmen  im  Stande  ist. 

Hat  man  y,  x  und  jcty  y,,  *,  gefunden,  so  kann  man  auch 
die  Entfernungen  JH  und  R%  der  Wolke  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  und  vom  Beobachtungsorte  mittelst  der  aus  der  analytischen 
Geometrie  hekonnteu  Formeln 


■ 


und 


berechnen. 


19)  Ä:=l/**-*-y*-f-** 


Bfe  Berechnung  von  H  knnn  man  sieh  auf  folgende  Art  er- 
leichtern. Man  setze,  was  offenbar  v erstattet  ist,  indem  £  und  % 
zwei  Hülfswinkel  bezeichnen, 
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je=-  R  cos  £  «C* 
y=/l  sin  $  cos 
*  =  Asiti 

SO  18t 

mittelst  welcher  Formel  man  5  leicht  finden  kaoo.  Hat  man  aber 
5,  so  ergiebt  sieb  x  mittelst  einer  der  folgenden  Formeln: 

toog  *  =  —  cos  £,  tang  *  =  y  «*>n  t 

'  *  ■  ■ 

Die  Entfernung  Ä  findet  man  hierauf  mittelst  eines  der  folgenden 
Ausdrücke : 


Il=z  R  = 


y 


cos  £  cos  x*  sin  {  cos  /'  sin  x 

Die  Uebereinstimmung  der  durch  diese  verschiedenen  Formeln  ge- 
fundenen Resultate  mit  einander  ist  ein  Criterium  für  die  Richtig- 
keit der  geführten  Rechnung.  Ueberhaupt  sind  also  die  zur  Be- 
rechnung von  R  erforderlichen  Ausdrücke: 

tang?  =  ^; 
21)  <     tang  x  =  ~  cos  $,  tang  X  =  j  S; 

cos  {  cos  /  «in  l  cos  sin  / 

Auf  ähnliche  Art  kann  man 

xx  =  /fc,  cos  %t  cos 
y,=A,  siu  5.  cos  r„ 
s,  =  Ä,  sin  X, 

setzen ,  und  hat  dann  zur  Berechnung  von  R,  die  folgenden 
Formeln: 

teng 

22)  (tang  cos  £„  tang     =      sin  £, ; 


f»  x*        n  t 

'     *  —  cos  {,  cos  x»1      *      sin  f  i 


cos  «  sin 

Die  meiste  Schwierigkeit  macht  natürlich  die  Auflösung  der 
drei  Gleichungen  16)  oder  18),  wobei  man  sich  indess, 
scheint,  zweckmässig  auf  folgende  Art  verhalten  kann. 

Zuvörderst  setze  man  der  Kürze  wegen 
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21  =  cos  15Tsin  (w  —  F) 
J$=sin  IST  sin  (o,-/*) 
|S  =  — cos  (ü>  —  F) 
\T>  =  H-\-r  sin  (w  —  y  —  F) 

9'  =  cos  o>  sia  (lST-hC) 
^  J33'  =  —  cos  w  cos  (15T-f-  <?) 


(£'  =  sin  m  sin  €? 
[2y  =  *T-*-r  cos  sin  €7. 

Dann  erhalten  die  Gleichungen  18)  folgende  Gestalt: 

/)■  +  <*— +   — Ay\  cos 

25)  I  —  l/l*  -/)  +  Stf  -  g)  -t-      -  A) }  * 

p(^-/)  +  S3(y-Ä')4-^->5)  =  2) 

Setzen  wir  nun  aber 

\x—f=P  cos  £7  cos  F 

y  —  g=P  sin  tf  cos  F  k 

x  —  A=zP  sin  F 

so  nehmen  die  Yorstehenden  Gleichungen,  wie  man  leicht  findet 
folgende  Gestalt  an: 

(/cos  tfcos  F.+  ^sin  U  cos  V-\-A  sin  Fsrri^cos  C 
27)       cos  //  cos  F-r-33  sin  U  cos  F+ <£  sin  F)P=2) 

cos      cos  F-hS5f  sin      cos  F-f-<£'  sin  V)P=s& 
und  aus  diesen  drei  Gleichungen  müssen  die  Grössen,  /»  l\  V  be« 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  folgt 


28) 

Also  ist 


[P==  

~  %  cos  U  cos  f -+-JÖ  sin  i/  cos  f  8jn 



»'  cos  U  cos  sin  f/  cos  F -+-<£'  sin  f" 


g  cos  U  cos  F-f-g  sin  U  cos  F+g  »in  T  © 
»'  cos  £/  cos  V+W  8in  */  cos  F-f.  (t  sin  f>  =  J?» 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

8  =  $©'-«> 
setzen, 

g  cos  V  cos  F+©  sin  tl  cos  F+f)  sin  F=0; 
Th.ll  Ii.  \  w 
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und  wir  haben  also  jetzt  zwischen  den  beiden  Grossen  U  nnd  F 
die  zwei  folgenden  Gleichungen: 

ff  cos  U  cos  P-+- g  sin  U  cos  F-f-^  sin  F=±2£  cos  C, 

'\g  cos      cos  F-f-©  sin  U  cos  F+£  sin  F=0; 

aus  denen  die  beiden  Grössen  U  und  F  bestimmt  werden  müssen. 
Hat  man  U  nnd  F,  so  findet  man  /*  mittelst  einer  der  beiden  For- 
meln 28). 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen 

31)  i  =  =*zE  cos  Cy 

so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 

ßj  cos  U  cos  F-f- sin  U  cos  F-f-  ä  sin  F=  •*, 


cos  £  cos  F-T-©  sin      cos  F-J-£  sin  F=0. 

- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

f  cos  U-j-g  sin  £/"    t  —  A  sin  F 

8  cos  U  +  ®  sin  t/  f>  sin  F  * 

und  hieraus 

ia\        F-    t(g  cos  Z7-h©  sin  U) 

öö)  sin  r  —  —  C/£-Afc)  cos~£/-f-  (Ä£  -  -4©)  sin  £" 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  32) 

(/£>  —  ^8)  cos      cos  F-|-(^  — ^©)  sin  V  cos  F=rf£, 
nnd  hieraus 

•  * 

34)  cos  F==(y^_i4g)  cos  sin  7/" 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  33)  und  34)  erhalt  man 
aber  augenblicklich  die  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  U 
enthaltende  Gleichung 

35)  -HS  cos  V+®  sin  U)*\ 

=  cos  U+(gb-A®)  sin  U\\ 

aus  welcher  also  U  bestimmt  werden  muss.  Hat  man  aber  V,  so 
findet  man  F  mittelst  einer  der  beiden  Gleichungen  33)  und  34), 
oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  sich  unmittelbar  ergebenden 
Gleichung 

«fiv  .  tr        %  cos  sin  U 

30j  tang  V  =  |j  , 

die  man  auch  unter  der  für  die  Rechnung  bequemeren  Form 

37)  tang  F=  —  |-  cos  U—j  sin 

schreiben  kann. 

Vorzüglich  kommt  es  nun  auf  die  Bestimmung  der  Grösse  V 
aus  der  Gleichung  35)  an.  Diese  Gleichung  bringt  man  leicht  auf 
die  Form 
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38)0=*»$» 

4- MV cos 

-f-2|rf»g@  —       —  ^g)  sin      cos  V, 

■ 

oder,  wenn  der  Kurze  wegen 

j  s = s»g» — (y© — 

( 9?  =  ,>g©-(/£>->$8)  (#&-*©) 
gesetzt  wird,  auf  die  Fora 

40)  ft  +  K  cos  */*-r-2K  sin  tf»-|-29l  sin  U  cos  tf=0. 
Bekanntlich  ist  aber 

1-4- cos  217 


cos  = 


sin  £/»  = 


2 

1  —  cos  217 


2  • 

2sin  U  cos  tf=sin  2if; 
und  die  obige  Gleichung  kann  dufaer  auf  die  Form 

41)  2«-*-8-|-2»-§-(8  —  3»)  cos  2£M-2%  sin  2r7=0 

gebracht  werden.  Um  aus  dieser  Gleichung  (T  zu  bestimmen,  bc 
rechne  man  den  Hülfswinkel  IV  mittelst  der  Formel 


42)  tang  W=* 


taug-  W  cos  2U+  sin  26  ==  0, 


2S-+-g-f-%?       sin  (JT-+-2#)  ft 

cos  fr  ' 


so  ist  nach  41) 


d.  i. 


und  folglich 

43)  sin  (Jf-t-2ff)  =  -2*'*"2^'^  cos  FF, 

mittelst  welcher  Formel  U  gefnnden  werden  kann,  so  dass  also 
jetzt  unsere  Aufgabe  als  vollständig  aufgelost  zu  betrachten  ist, 
obgleich  über  dieselbe  noch  verschiedene  Bemerkungen  zu  machen 
sind,  auf  welche  wir  jedoch  erst  weiter  unten  kommen  werden. 

f.  7. 

Zunächst  kommt  es  jetzt,  wobei  §.  4.  zu  vergleichen  ist,  noch 
darauf  an,  dass  wir  zeigen,  wie  aus  der  gegebenen  Polhöhe  o>  des 
Beobachtungsorts  dessen  geocentrtsche  Breite  $p,  oder  umgekehrt 
aus  der  geocentriseben  Breite  o>  die  Polhöhe  <a,  und  wie  sodann 
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aus  w  und  a>  der  nach  dem  Beobachtungsorte  gezogene  Erdhalb- 
messer r  gefunden  werden  kann. 

Zu  dein  Ende  nehmen  wir  die  durch  den  Beobachtungsort  und 
die  Erdaxe  gelegte  Meridianebene  als  Ebene  der  rechtwinkligen 
X  Y  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  Anfang  dieser  Coordinateu 
an.  Die  Axe  der  X  soll  die  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  X  Y 
mit  der  Ebene  des  Krdaquators,  uud  die  Axe  der  Y  soll  die  Erdaxe 
sein.  Die  positiven  Theile  der  Axen  der  X  und  Y  sollen,  was 
offenbar  verstattet  ist,  so  angenommen  werden,  dass  die  Coordina- 
ten  des  Beobachtungsorts  in  diesem  Systeme,  welcbe  wir  im  Fol- 
genden- durch  die  Symbole  X  und  Y  selbst  bezeichnen  wolleu, 
beide  positiv  werden.  Dies  vorausgesetzt  haben  wir,  wenn  der 
Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  und  die  halbe  Erdaxe  respective 
durch  a  und  h  bezeichnet  werden,  zuvörderst  die  folgende  Glei- 
chung: 

**>  (|)'+(t>,=1- 

Ferner  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Beobachtungsort  auf  sei- 
nen elliptischen  Meridian  gezogenen  Normale  nach  den  Principien 
der  höhern  Geometrie 

45)g-y=-^(x-X), 

wo  die  veränderlichen  oder  sogeoannten  laufenden  Coordinatcn  in 
dem  angenommenen  Systeme  durch  die  deutschen  Buchstaben  X 

Y 

und      bezeichnet  worden  sind,  und  der  Differentialquotient 

aus  der  Gleichung  44)  entwickelt  werden,  muss.  Weil  nun  be- 
kanntlich die  Polhöbe  a>  der  neunzig  Grade  nicht  übersteigende 
Neigungswinkel  der  durch  den  Beobachtungsort  gelegten  Normale 
des  Krdspbäroids  tregen  die  Ebene  des  Erdäquators  ist,  und  die 
Coordinaten  X,  !  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  beide 
positiv  sind;  so  ist  nach  der  aus  der  analytischen  Geometrie  be- 
kannte Theorie  der  geraden  Linie  in  der  Ebene  offenbar 

46)  tang  w  =  —  ^y. 

Ferner  ist  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallen  wird, 

Y 

47)  tang  a>  =  -^, 

und  nach  den  Gleichungen  46)  und  47)  haben  wir  daher  die  Re- 
lation 


im  tang  y  _L_  V  dl 

™>  tang  o>—      X'  dX' 


Differentiiren  wir  nun  die  Gleichung  44),  so  erhalten  wir 


und  folglich  nach  4$) 


m  un«  v  —  ü. 

'  tang  oi      a* 9 
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also 

b*  a* 

oder,  wenn  man  die  sogenannte  Abplattung 

a-A  .      b  . 

——  =  n,  also  —  =  1  —  /* 
a  a 

setxt, 

51)  taog  $p  =  (l  —  »)»  taugw,  Uugwzrr^-^. 

Der  nach  dem  tteobacbtungsorte  gezogene  Erdradius  r  kann 
nun  aber  auf  folgende  Art  gefunden  werden.    Weil  nach  47) 

Y=  X  taug  ff 

ist,  so  ist  nach  44) 
und  folglich 

Va  a*h*  ,      VJ  o*b*  cos  y» 

A  — «»  taug  <?*  +  b*  0der  A  —«»sin  <p*+b*  cos 

Nun  ist  aber 

r'=X»+P  =  A'(l     taog  9»)  =  X»  sec  y». 

Also  ist 

a*b*  ab 
59)  f*  —  —————  — —    f  —     .  .  .   

'  «*  sin  if^-t-b*  cos  y3'  Va»  sin  y*-H0a  cos  y"* 

Auch  ist 


r3 


ros  ?*  -4-  ^7  «n  q  * 
Nach  49)  ist  aber 

a*       tang  w       sin  to  cos  y 
//*       tang  y       cos  «  sin  y' 

und  folglich 

03     .  COS  <f  .  .  .  v 

cos  9*  +  ^  «in  y*  =  ^-^  (cos  w  cos  y  + sin  w  sin  y), 

* 

d.  i. 

a1  cos  y         .  . 

cos  sp*"*- 8,0  sp,==c^ru; C0B 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  « 


53)r  =  *l/        "»  »  

»       r    COS  (cü  —  y)  COS  y  1 


mittelst  welcher  Formel  der  nach  dem  Beohachtungsorte  gezogene 
Erdhalbmesser  r  immer  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Logarithmen  ans 
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dem  Halbmesser  a  des  Aequators  und  aus  o»  und  fp  berechnet  wer- 
den kann. 

§.  8. 

Besserer  Uebersichtlichkeit  des  Ganges  der  Rechnung  wegen 
wollen  wir  nun  noch  die  samratlichen  Wormeln ,  welche  man  bei 
der  Ausführung  der  Rechnung  in  Anwendung  zu  bringen  hat,  hier 
zusammenstellen,  welches  auch  deshalb  notbwendig  ist,  weil  wir 
zu  der  obigen  Auflösung  noch  einige  nicht  unwichtige  Bemerkun- 
gen zu  machen  haben. 

Als  gegeben  werden  die  folgenden  Grossen  angenommen: 

Der  Halbmesser  des  Aequators  der  Erde  =ra. 

Die  halbe  Brdaxe  =:  b. 

Die  Polhöhe  des  Beobachtnngsorts  =  w. 

Das  Azimutb  der  Wolke  =2. 

Die  Höhe  der  Wolke  =H*. 

Die  in  Stunden  ausgedrückte  Sternzeit  der  Beobachtung  =  T, 
Ausserdem  muss  auch  noch  die  geographische  Länge  des  Be- 
obachtungsorts wenigstens  näherungsweise  bekannt  sein,  damit 
man  aus  den  Ephemeriden  mit  der  erforderlichen  Schärfe  für  den 
Zeitpunkt  der  Beobachtung  mittelst  der  bekannten  Interpolations- 
methoden die  Reetascension  «  und  die  Declination  6  der  Soone, 
ihren  aus  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gesehenen  scheinbaren  Halb- 
messer A,  and  ihre  Entfernung  q  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde 
berechnen  kann. 

Nun  berechne  man  zuerst  die  geocentrische  Breite  y  des  Be- 
obachtungsorts mittelst  der  Formel 

oder  mit  Hülfe  der  Abplattung 

a  —  b 
** 

mittelst  der  Formel 

fang  <p  =  {\  —  p)*  tang  w. 

Hierauf  suche  man  den  nach  dem  Beobacbtuogsorte  gezogeneu 
Erdradius  r  mittelst  der  Formel 


■=*V- 

W  C 


COS  (0 


COS  (ft»  —  (f)  COS  ff' 

Dann  berechne  man  den  Hunswinkel  <9  mittelst  der  Formel 

und  hierauf  den  Winkel  C  und  die  Entfernung  E  mittelst  der 
Formeln 

sin  C=2  sin  j(A  —  &)  cos  + 

und 

» 


sin  C 
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Hatte  man  in  Folge  der  Einrichtung  der  Ephemeriden  aus  densel- 
ben nicht  die  Entfernuno;  q  der  Sonne  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde,  sondern  die  sogenannte  Horiiontalporollaxe  II  der  Sonne 
unter  dem  Aeqnator  genommen,  so  wäre 

sin  n=      also  Q  =  ~, 

o  *         v     sin  fl 

und  folglich  der  Hülfswinkel  0  mittelst  der  Formel 

sin  ©  =     sin  II 

zu  berechnen.  , 

Nun  berechne  man  zunächst  die  Coordioaten  /,  gt  h  mittelst 
der  Formeln 

/*=  —  B  cos  a  cos  ©*, 
g  =  —  E  sin  a  cos  6, 
h=z—E  sin  di 

und  die  Hülfswinkel  F  und  O  mittelst  der  Formeln 

tang  F  =  cos  X  cot  p, 
taug  €7  =  cos  ui  sin  A  cot  /*. 

Dann  suche  man  die  Hülfsgrössen  %  23,  «,  «  mittelst  der  Formeln 

21  =     cos  15 T  sin  (w  —  /*), 
©=     sin  15T  sin  (w  — F), 
(£  =  —  cos  (w  —  Z7), 
($  =     sin  (w  — y  — /*); 

und  die  Hülfsgrössen  <£',      mittelst  der  Formeln 

21' =     cos  w  sin  (157*-f- 
35'=  —  cos  u>  cos  (15T-f-  C), 
(£'  =     sin  w  sin 
S'  =     cos  («  —  y)  sin  Ö; 
hierauf  die  Hülfsgrössen  2)  und  2)'  mittelst  der  Formeln 

2)'  =  -/ST  -  g®'  -      -4-  r<£'; 
dann  die  Hülfsgrössen       (3,  £  mittelst  der  Formeln 

©  =  MV  —  S3'2), 

£  =  (££>'  -  (SD; 
woraus  man  mittelst  der  Hülfsgrösse 

i  =  ±E  cos  C 
ferner  die  Grössen      ?,  971,  9t  mittelst  der  Formeln 


<r = _  (/£  -  *g)     -  a®) 

findet,  hierbei  aber  zu  bemerken  hat)  dass  jede  der  Grössen  R,  2, 
ÜR,  wenn  auch  i  zwei  Werthe  hat,  doch  nur  einen  Werth 

hat,  weil  in  den  vorhergehenden  Formeln  nur  «*  vorkommt 
Hierauf  sucht  man  den  Bütfswinkel  W  mittelst  der  Formel 

wwr        Z  —  W 

taug  W=   2m  > 
und  dann  £/  mittelst  der  Formel 

sin  (  H  -f-  2 £  )  =  -  2*  **  cos  IT. 

Bezeichnet  nun  /2  den  Werth  von  IF+  2£/,  welcher,  absolut  ge- 
nommen, am  kleinsten  ist,  so  ist  bekanntlich  entweder 

WM-2£/=.ß-T-2*7r, 

oder 

2  b '  =s  (2*  -f- 1  )7T  —  fl, 

wo  £  jede  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnen  kann, 
und  folglich  entweder 

21  =S2  —  IV+  2>br 

Oder 

also  entweder 
oder 

Folglich  ist  entweder 

m»  tf=(-l)*  sin  *(.ß-W), 
cos  6  =  (-  1)*  cos  j(ß  —  H) 

oder 

sin  £*=(—  1)*  sin  —  S2  —  W), 
cos  tf=(— 1)*  cos  *in  —  Si  —  Wh 

also  nach  dem  Obigen  entweder 

i|g  cos  sin  Kfl-*T)t 

sin  T(Ä_J^)» 

cos  K=  (—  1)*  .  CM  ±<£~JF) +  sin  ^ü  — fT) 

oder 


2f/=(2>t-hl)7r-(ß-f-^); 


sin  r  —  —  (/p_48)  cos  j(fl-IF) -AIS») 
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.     F  i\%  co«      —  Sl  —  fD-hfa  sin       —  Q.  —  W)\ 

sin  (/$-*8)  cos  #1— «-»O-r-tefc-A®)  sin  4<*—ß-fF)» 

cos  F=(— 1)*  .  cos  4<ti_ä—  «in  lin^n-fVY 

Folglich  ist  entweder 

rT        v  «ft  cos  {(n  —  W)  

cos  u  cos  cos  »(Ä_jr) +  sin  tf-ß-JT)' 

.    fj        jr_  «»  sin  \{a-JF)   

sin  t/cos  f  —  W_AB)  eos  1(Ä_fr)-*-fctf>-A@)  sin  4(Ä-JF)> 

«   »Ig  cos  yr>4-©  sin       —  FT)! 

sin  V  —  -  (7^Zr/ig)  cos  i(Ä-W)  4- sin 

oder 

,r  ,r  t"^   COS  ifr-Ä-JP) 

cos     cos  7  = 

sin  U  cos  7== 


(/£-i«3)  cos  ±{n — Ä — W)-t-{g$> — A&)  sinl(»-Ä-^)' 

/£  sin  \{n  —  £l—W)  

cos^tj-ä—  tr)+(£$>-Am  sin 
.     r_  1)8  cos  4(rt  —  -ft  —  IT)  -f-  ®  sin       —  — 

sin  (/|)— Ag)  cos         Ä— f#r)-h(j£— AÖ)  s»n  *(«— li-fT)' 

Denkt  man  sieb  nun  diese  Ausdrücke  in  die  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke  von  P,  nämlich  in 


P— 


2t  cos  6/  cos  sin  Ü  cos  f+fi  sin  F1 

5D' 


»'  cos      cos  F-f-#'  sin  £/  cos  f-f-S'  sin  T 
eingeführt,  und  dann  die  Prpducte 

P  cos  U  cos  P,  /»  sin  £/  cos  V,  P  sin  F, 
als  die  Werthe  von 

/,  y— er»  *  —  * 

* 

entwickelt,  so  ist  klar,  dass  die  Grösse  t  ganz  aus  der  Rechnung 
herausfällt,  und  man  daher  für  jede  der  Differenzen 

/•  y  —  cT»  »  —  & 

nicht,  wie  es  nach  dem  Obigen  scheinen  könnte',  vier,  sondern 
bloss  zwei  Werthe  erhält.  Zugleich  erhellet  aber  auch  aus  dem 
Bisherigen  mit  völliger  Deutlichkeit,  dass  mau  für  U  bloss  die  bei- 
den Werthe  J(J2  —  W)  und  £  —  W),  oder  dass  man  bloss 


zu  setzen  braucht. 

Hat  man  £/,  so  findet  man  V  am  leichtesten  mittelst  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Formel 

ta'g  F=— |e„.  /7_|.in  ft 


Ist  W  der  Werth  von  F,  welcher,  absolut  genommen,  am  klein- 
sten ist,  so  ist  bekanntlich  allgemein 

wo  k  jede  positire  oder  negative  ganze  Zahl  sein  kann,  und 
folglich 

sin  F=(-l)*  sin  V,  cos  F=(-l)*  cos  V-, 

woraus  man  sieht,  dass  die,  geraden  und  ungeraden  Wertben  von 
k  entsprechenden  Werthe  von  sin  F  und  cos  F  immer  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben.  Ob  man  nun  für  ßt  eine  gerade  oder 
ungerade,  übrigens  an  sich  willkührliche,  ganze  Zahl  setzen  muss, 
ist  nach  den  Vorzeichen  zu  beurtheilen,  welche  sin  Fund  cos  V 
zufolge  der  aus  dem  Obigen  bekaonten  Formeln 

.     r,  H%  cos  tf-h®  sin  U) 

8,0  F= -(/■$- ig)  cos  U+(g$>-A&)  «Ü»  U> 

v  

C08  r  "~(/|> -Ag)  cos  —        sin  ü 

haben  müssen.  Weil  man  über  nach  dem  Vorhergehenden  bekannt- 
lich sowohl  i  =  E  cos  Ct  als  auch  t  =  —  E  cos  C  setzen  kann, 
es  aber  auch  ganz  gleichgültig  ist,  welches  von  beiden  man  tbut, 
da  $  am  Ende  ans  der  Rechnung  ganz  herausfällt,  so  kann  man 
offenbar  immer 

Betzen. 

Hat  man  auf  diese  Weise  auch  F  gefunden,  so  berechne  man 
P  mittelst  einer  der  beiden  Formeln 

„  ©  

—  %  cos  Ü  cos  f ©  sin  U  cos  f -+-  <£  sin  P 

„_  ©;  

^ —  W  cos      cos  F-f-8'  sin      cos  sin  V* 

und  hierauf  die  Differenzen  &—f,  y-reT>  *  — ^  mittelst  der  For- 
meln 

a:—/=P  cos  cos  F, 
y—g=P  sin  J7  cos  F, 
z-^  =  P  sin  F; 

oder  die  Coordinaten  .r,  y,  x  mittelst  der  Formeln 

ar=  f-\-  P  cos  cos  F, 
y  =  #  -t-7»  sin  V  cos  F, 
*  =  h     P  sin  F. 

Dann  berechne  man        y,,  2,  mittelst  der  Formeln 

.r,=  — r  sin  (a>— yH-.r  sin  w  cos  157H-y  «in  w  «in  IST— *  cos  w, 
y,=  — .r  sin  lSTT-r-y  cos  15  T, 

x,=  — r  cos  (w-y)-f-*  cos  w  cos  157+y  cos  w  sin  157+«  sin  w; 
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und  behalte  bloss  dasjenige  der  beiden  Systeme  von  x,  y,  %  und 
.r, ,  y,,  »i  bei,  welchem  ein  positiver  Werth  von  xa  entspricht, 
un  berechne '  man  endlich  noch  R  und  Jt,  mittelst  der  For- 
tang $=f; 


4.      .  %_ 

=  r  ,  Jftz^.  —. — -  ,  Jft^z- 

rnc   E   r«is  «**  Gin   E  rni  «» 


teng  ^  =  —  cos  5,  tang  X  =  —  «n  £» 


cos  {  cos  x*  sin  {  cos  sin  / 

und 

tang 

tang  x*  =      co«  £„  tang  *.  =p;       *, > 

j»  "fj   n  Vi   n 

Mm»  —        ,.  <  /v.   ~  r  ,  yv,  — 


COS        COS  J[t  sm  f»  cos  /»         *        *ln  Xl' 

Auf  diese  Weise  ist  nun  die  Lage  der  Wolke  im  Räume  vollkom- 
men bestimmt. 

f  9. 

Will  man  die  gemessene  Höbe  der  Wolke  von  der  Strahlen- 
brechung befreien,  so  muss  man,  wie  hier  aus  der  Lehre  von  der 
terrestrischen  Refraction,  die  doch  *)  bei  unserm  Problem  jedenfalls 
in  Anwendung  zu  bringen  ist,  als  bekannt  vorausgesetzt  werden 
kann ,  die  horizontale  Kntfcroung  der  Wolke  von  dem  Beobach- 
tungsorte wenigstens  näherungsweise  kennen.  Um  daher  im  Stande 
zu  sein,  die  Refraction  in  Rechnung  zu  bringen,  kann  man  nur  so 
verfahren,  das  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen 
Anleitung  zuerst  mit  der  uneorrigirten  Höhe  der  Wolke  deren 
Coordinaten  .r,,  y,,  *,  berechnet,  und  darans  die  horizontale  Ent- 
fernung   

Vxx  *     y, «  =  |/r,  '(1  + 1£)  =  Vxx »( 1  +  tang  5, a) 

=  Va:t*  sec  ?,3==b-^V, 
•  '*  cos  {, 

wo  (las  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenach- 
dem  der  Bruch  ~og~g   eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist, 

der  Wolke  von  dem  Bcobachtungsortc  herleitet,  dann  die  gemes- 
sene Höhe  auf  die  ans  der  Geodäsie  hinreichend  bekannte  Weise 
mit  Hülfe  des  bekannten  Coefficienten  der  terrestrischen  Refraction 
weifen  der  Strahlenbrechung  corrigirt,  und  hierauf  uach  der  im 
vorigen  Paragraphen  gegebenen  Anleitung  mit  der  corrigirten  Höbe 
der  Wolke  deren  Coordiuaten  von  Neuem  berechnet,  wobei  wohl 
kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  dass  man  dieses 
T erfahren  nach  der  bekannten  Metbode  der  successiven  Näherungen 
beliebig  oft  wiederholen  oder  beliebig  weit  fortsetzen  kann. 

-)  Nicht  die  astronomische  Refraction. 
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XXXII. 

Aufgaben,  über  das  Maximum  und  Minimum. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Cantonsschule  xu  Aarau. 


I. 

Es  ist  ein  rhombischen  Octaedcr  (regelten:  es  soll  das 
grüsste  dreiachsige  Ellipsoid  io  dasselbe  beschrieben 
werden. 

Es  sei  ABCDEF  (Taf.  V.  Fig.  1.)  das  gegebene  Octaedcr; 
nehmen  wir  seine  drei  Diagonalen  AC,  BD,  EF  respective  als 
Achsen  der  jc,  y  und  %,  ihren  Durchschnitt  O  zum  Coordinatenan- 
fang,  und  setzen  AC=2a,  BD  =  21/,  EF=z'lc,  so  erhalten  wir 
für  die  Gleichungen  seiner  Seitenflächen  folgende: 

Die  Gleichung  der  Fläche  ÄßE  ist:  3=  c  — ^  —  ^£  1) 

-  -     ADE.,    a  =  c  +  ^-^....2) 

-  CDE  „    x=  c  +  y-h  ^  3) 

-         -         -       -     BCE   „    *  =  r  -  ^  -h  ^  . . .  .  4) 

-  ABF  „    *  =  —  r  -f-  ^  -f-  ^  5) 

-.       -     ADF  „    *  =  -c-f -f-  2  ....6) 

-  <w  „  *=-c-f ....7) 

-  ZfCF  „    *  =  -c-t-^  -  ^  ..  ..8) 
Bezeichnen  wir  mit  x„  y,,        ar,,  y„        jc„  y,,       ar„  y«, 

*4;       y»<  *»;       y.«       ^7«  yT*  *7?       y,»  »•  die  Coordi- 

naten  der  Herührunffgpunkte  des  Ellipsoids  mit  den  respectiven  Sei- 
tenflächen ABE,  CBF,  ADE,  BCF,  CDE,  ABF,  BCE,  ADF\ 
so  haben  wir  folgende  Bcdingungsgleicliungen: 


t 
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=  _-£-(y_  y,)  —  ^(ar  —  *t) 

%  -  *a  =  -  x (y— y.)— (* — *») 


*  — *«  = 


y  (y— y«)— 


•  • .  .  9} 


*  -  *»  =    y  (y-y4)+ 

*  —  ».  =       (y— y,)-h  — 

*— *7=— y<y-y»)-*-~  C*  — *t) 

*  —  *.=  —  -y  (y-y.)-f-^(^— or.) 

t  ' 

Aus  diesen  folgt  aber,  dass: 

x\  =  —      yi  = — y»>  *i  = — *t» 

or,=    .r,,  y,=  —  y,,  *,= 

*?,  =  — a?4»  y,  =    y«»  *.=  —  *«; 

*x  =  —  *u,  y,  =  —  y,»  *,=   10) 

•^1=    ^«»  yi  =    y«>  *i=  —  *•»( 

1  —  ■  xi >  yi ==    y? >  *i ==  sn 

x  \ ==  yi =:   yi  *  si == 

Schon  aus  diesen  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  der  Be- 
rührungspunkte können  wir  schliessen,  dass  der  Mittelpunkt  des 
Ellipsoids  im  Coordinaten -Anfang  O  liegt;  wir  wollen  jedoch  die- 
ses genau  auf  rein  analytischem  Wege  nachweisen. 
Es  sei  nämlich: 

A%%  +  By*  +  Cor*  H-  lA'xy+IB'xx  -+-  Wyx 

-f-  2A"x  -f.  2/Ty  —  Z> 

die  Gleichung  des  gesuchten  Ellipsoids,  so  ist  die  Gleichung  der 
Ebene  welche  diese  Flache  berührt: 

»-Z'=(^-X')(^)  +  (y-r)(|)....M) 

wo  X',  F,  Z'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind.  Wir 
finden  aber 

'  (dx_.          Cx-\-Ay  +  Bx  +  C    .dx_.         Qy  -f-  Atx  -fr-  C'x  -fr.  B" 

W—     Ax  +  ffx  +  Cy+.A"  \dy>  —  ~~Ax  +  Kx+- Cy -+- A" 

Soll  nun  die  erste  der  Ebenen  in  9.  (also  die  Ebene  ABB!)  das 
Kllipsoid  im  Punkte  ar,,  y,,  xx  berühren,  so  muss  jene  Gleichung 
mit  der  in  12.  identisch  sein ,  wenn  wir  in  diese  die  soeben  ge- 
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fun denen  Wertbe  von  (-jg)  und         einfuhren,  und  alsdann  statt 

.r,  y,  %  die  Coordinaten  &x,  y,,  xx  des  Berührungspunktes  setzen; 
dadurch  erhalten  wir  aber: 

c_  Byx  -t-^J-,  -h C'x ,  -f- B"    c_  Cxx+-Ayx  -f-  ffs,  +(r 

b       Axx+Bxl+-C  yx-y-A">    a  ~~  A%x  -|-  ZTx,     C  y,  h~  J"> 

oder,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt, 

(Ä'c— ^'Ä)^I+(^-^)y1-h(^c--^)*l+^-Ä''fc=0 ...  13) 
(Bc-Ca)xx+(C'c-Aa)yx^Ac--ß'a)xx+A''c-C''a=Q. . .  14) 

Ebenso  erhalten  wir  mittelst  der  übrigen  Gleichungen  in  9.,  wenn 
wir  die  in  10.  gefundenen  Gleichungen  zwischen  jel9  yx,  xx ; 
«tf*»  y*»  *»  u-  s*  w.  berücksichtigen: 

(ß'A—A'b)a:x-h(  Cc—Bb)yx-\-(Ac—  Cb)x  x— (A'c— 2P£)=0...15) 

(ß'c-  Ca)a:x+{  C'c—A'a)yx+(Ac—ß'a)xl-(A''c-C,*)=Jb...l6) 

{ß'c+A'b)o:x—(C'c+ßb)yl^Ac+&b)%x+Anc+ß"b=0„.lT) 

(ß'c—Ca)*^  C'c —A'a)yx  +(Ac—ß'a)a x  -\-A"c—  C»a=0  ..18) 

— (B,c+A'b)xl^&c+ßb)yx^A*+ß'b)xx+A"c+ß'b=A„l9) 

—(ß'c— C'c—A'a)yx  —(Ac—B'a)xx+A'c—  C"«=0  ...20) 

-(B'c^A'b)a:x-(C'c^Bb)yx^(Ac^C'b)xx^A''c^Bf'b^...2l) 

-{&c+  Ca)xx-{C'c+A'a)yx+(Ac+B'a)xx+A'c+C''as=ß  ...22) 

(B'c-*-A'b)a:x+(C'c-hBb)yx— (Ac+C'b)xx-+-A"c+B'b=ß...,23) 

(ß'c^Ca)arx^{C'c^A,a)yl—{A,c^ß,a)xx^Auc+C0a=J>...2\) 

—(ß'c—A'b)a;l+(C'c—B6)yx+(Ac—ab)xl+A*c—ß,'b=A...25) 

— (ß'c+Ca)*x-+-{  Cc+A'a)yx^Ac+ß'a)xx+A,,c—Cn*^~2®) 

(ß'c—A'b)a:x—(C'c—ßb)yl—(Ac—C'b)xx+A»c—ß"b=z0..21) 

( B'c+  Ca)*  x—{C'c+A'a)yx  -(Ac+ß'a)x  x  +A»c+  C"a=fi  ..28) 

Ana  13.  14.  15.  16.  folgt: 

A''c  =  ß"bz=Cra. 

Dieses  in  17.  und  19.  eingeführt,  alsdann  beide  Gleichungen  addirt, 
giebt: 

HA"c  =  Q. 

Dieser  Gleichung  kann  aber  nur  für  Anz=0  Genüge  geleistet  wer-  • 
den,  mithin  ist  auch,  4"==0,  6"'  =  0. 

Aus  den  nemlichen  Gleichungen  17.  und  19.  erhalten  wir  auch, 
mit  Berücksichtigung  der  soeben  gefundenen  Wertbe  von  A",  ß",  C*\ 

(C'c  -f-  ßb)yx  =  (ß'c  -+-  A'b)*x  -f-  (Ac+  C'b)xx  j 

aus  IS.  und  20.  ist  aber: 

( Cc  —  A'a)yx  =  (ß'c  —  Ca)a:x  -h  (Ac  —  Ba)xx ; 

und  aus  14.  ist: 

(C'c-A'afa  =  —  (Bc  —  Ca\xx  -(^  —  B**)%x. 
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Addiren  wir  die  beiden  letztem  Gleichungen,  so  erhalten  wir: 

Cc  —  A'a  =  0  also  Cc  =  A'a  29) 

Dadurch  iit  aber  auch: 

{Ac  —  B'a)xl  —  —  {B'c  -  Ca)xl  30) 

Ferner  folgt  aus  21.  und  23. 

{Ac  ■+-  C'b)% ,  =  ( B'c  -t-  A'b)xx  -+-  (  Cc     Bb)yx  ....  31 ) 
und  aus  17.  ist: 

{Ac  H-  C'b)x ,  =  —  {B'c  -f-  ,*'£)*,  -f-  ( Cc  -+-  Ä%  32) 

also 

{Ac 4-  CT)*,  =  {Cc     /?%,  ....  33) 
Eben  so  finden  wir  aus  22.  24.  26. 

{Ac  -+-  /?'«)*  t  =  (ÄV?  -f-  C«)* ,  34) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  30.  und  34.  so  ist 

Ac%y  =  Cajti  ....  35) 
Subtrahiren  wir  aber  30.  und  34.  voneinander,  so  ist: 

B'ax.  =  B'cjc.  oder) 

....36) 

Auf  ähnliche  Art  finden  wir  aus  22.  24.  26. 

{Cc-\-A'a)yl  =0  oder  Ccz=.  —  A'a  37) 

Wir  bemerkten  aber,  dass  die  Gleichungen  29.  36.  und  37.  und 
die,  welche  wir  aus  1.  erhalten,  wenn  wir  statt  &,  y,  *  die  Coor- 

dinaten  ar,,  y,,  *,  setzen,  nemlich  zl=c  —  ^p-  —  —  3  nur  als- 
dann zugleich  bestehen  können,  wenn  wir 

A'  =  0,  C  =  0y  ^  =  0  ....38) 

setzen.  Führen  wir  die  gefundenen  Werthe  von  A\  Zf,  C\ 
A",  B'\  C*  in  irgend  zwei  der  Gleichungen  13.  14.  und  15.  u.  s. 
w.  ein,  so  erhalten  wir: 

Ac  Ac  ,m  < 

Vi  —~Bt>%vy  Xx — Ca*1  '  "  '  ' 

Die  Gleichung  11.  erhält  also  die  Form: 

Ax*  +  ßy*  +  Cjc*  —  D  =  0  ....40) 

Aus  39.  und  der  Gleichung  *,  =c  —  ^  —       erhalten  wir: 

 o*b*cBC  

*»  — a*&*BC-i-**c*AC+-ä*c*ABti 

 a*cHAC  

y»  —  oH*BV+o*c*AC+b*c*Air[  4I* 

b*c*aAB 


x*—aH*iW+  a^AC-t-  b*c*AB 
Da  der  Punkt  (*„  y„  *,)  ebenfalls  auf  der  Oberfläche  des  Ellip- 


404 

soids  liegen  muss,  so  muss  auch  der  Gleichung  40.  Genüge  gelei- 
stet werden,  wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Wertlic  von  x , ,  y,> 
»,  statt  är,  y,  x  in  dieselbe  einführen;  dadurch  erhalten  wir  aber: 

y.       »  /  4'J 

A    A  ] 

B  C  D 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung:  3^  =  '»  ~J  =  "i  T==t','  a,so 

ß-  =  y,  77  =  77»  80  erhalten  wir: 

tu—a*bUuv  —  a*c**v  —  l,*c*  /*  =  0....43) 

Aus  40.  erhalteu  wir,  wenn  wir  zuerst  und  y,  alsdann  und  s, 
und  endlich  y  und  4  gleich  Null  setzen: 

«=±l/l'  y=-V^ ,  ^==b|/|....45) 

Dieses  sind  die  Grössen  dreier  zugeordneten  halben  Durchmesser 
des  Kllipsoids,  die  mit  den  Diagonalen  FE^  BD,  AC  des  rhombi- 
schen üctaeders  zusammenfallen.  Bezeichnen  wir  die  Winkel  je 
zweier  dieser  Diagonalen  <*,  b\  a,  c\  c  respective  mit  y,  /?,  a; 
ferner  die  Halbachsen  des  Eilipsnids  mit  21,  33,  (£,  so  ist  bekannt- 
lich der  Körperinhalt  desselben  =  }2U8£ir. 

Sind  aber  allgemein  dti  //,  drei  zugeordnete  Durchmesser 
und  /?,  a  die  Winkel,  welche  r/,  und  </,,  </,  und  d3  und  </, 
einschliessen,  so  ist  bekouotlich: 

=  </, d% d% V\  —  cosa*  —  cos/?2 — cos j^-^f-Äcos a  cos ß  cos 
folglich  ist: 



Minimum  =  -jJ/(l_coga>_Cos/Sa—cos7*-r-2cosa  cos ^  co&r^ßä 
oder,  wenn  wir  die  obige  Bezeichnung  gebrauchen,  und 


hit, 


yl/l  —  cos  a» — cos  ß* —  cos  y*-|-2co8  a  cos  ß  cos  y  =  Ä" 
setzen: 

Minimum  =A*J/El....  45) 

Wird  t>  als  eine  Function  von  /  und  u  angesehen,  und  zuerst  nach 
v  und  f,  alsdann  nach  »  und  *  difterentiirt,  so  ist: 

,di\        t?    dv.       v  AAS 

{d0—  ä?.W—  '55- •••4Ä) 

Difierentiiren  wir  endlich  auch  die  Gleichung  43.  nach  t>  und  so 
erhalten  wir 

.rfv  q'g'w  — — c»y  /dt».       ,  h*c*t  —  Ifitv  —  c*v 

Aus  46.  und  47.  erhalten  wir: 
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4a*b**k>  -h  U*cUv  -+-  **c**v  —  SaH*c*uf  =  0, 

\a*b*utv     4a'<r»         A'c  V»  —  Za'6*c**f  =  0. 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  erhalten  wir: 

b*      .  Ab*c*t 
«  =  ^;  also:  t,^——^-....  48) 

Diese  Werthe  von  «  und  r,  io  43.  sobstiluirr,  geben: 

t=z^  also  *  =  aT,  *  =  y;  % 
mithin  wird  die  Gleichung  40.  zu: 

•  2^  - 

hs  *md  daher  — ,  p^,  diejenigen  drei  zugeordneten  Durch- 
messer des  Ellipsoids,  welche  mit  den  drei  Durchmessern  AC  BD 
und  EF  des  rhombischen  Octaeders  zusammenfallen.  ' 

Endlich  finden  wir  die  Coordinaten  der  Berührungspunkte,  in- 
dem  wir  jede  der  Gleichungen  41.  im  Zähler  and  \enner  mit  — 

n  n  n  ABC 
vervielfachen,  alsdann  statt  -j,  ^,  ^  die  gefundenen  Werthe 
c*   b*  0* 

j»  y»  y  setzen,  wodurch  wir: 


a 

t»*  y»  — 

b 

3» 

*• 

c 

3  5 

^ra  =  - 

j  >  y»  — 

8» 

c 

3  ' 

art  = 

ff 

3 »  y%  —  — 

b 

3» 

c 

»« 

3 » y«  — 

3» 

f 

*• 

c 

T* 

ff 

T»  y«=— 

b 

T> 

*. 

c 

T; 

x%  — 

T'  y«  = 

3» 

*. 

e 

*  —  ■ 

3  ' 

or,  ==  — 

t»  y*= 

5» 

*T 

c 

T« 

y,  y,  =  — 

o 

3» 

*• 

« 

■    ■  • 

3  1 

erhalten. 

II. 


klÄ5^B.fi8£n:in  ^5rallc.lepiP.c.d  Pe«ebcn;  man  «oll  das 
kleinste  Elhpsoid  um  dasselbe  beschreiben. 

Wir  nehmen  die  drei  in  einer  Ecke  F  (Tat  V.  Fig.  2.)  des 

l  arallelepipeds  zusammenstossenden  Kanten  FI,  FH  und  FP  als 

die  Axen  der  ar,  y,  *;  die  Grössen  dieser  Kanten  selbst  seien 

TWl  II.  M 
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respectire  0,  £,  r;  ferner  bezeichnen,  wir  mit  y,  ß%  a  die  Winkel, 
welche  die  Kanten  a,  6;  a,  c  und  c  einschliessen.  Die  Gleichung 
der  zu  bestimmenden  Fläche  selbst  sei 

Ax 1  -h  tfy1  -H  Gr  *  -t-  2^.ry  -f-  2Z?\r*  -H  2  Cya  j 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  ;r =0  und  y=0,  so  erhalten  wir: 

/T  ,   Vä*  —AI) 

*  =  3  • 

Die  Coordinatenwerthe  ar=Q,  y=r=0  entsprechen  den  beiden  Punk- 
ten F  und  7*;  fiir  den  erstem  muss  die  Ordinate  *  gleich  Null, 
uud  fiir  den  andern  gleich  c  werden;  der  gefundene  Ausdruck  gibt 
aber  den  erstem  Werth  nur  wenn 

Z>  =  0 

ist,  und  wir  erhalten  daher  auch  für  den  Punkt  P: 

Ac 

c  —  j-  oder  A"  =  

Die  Gleichung  1.  reducirt  sich  «her  dadurch  auf: 

Ax*  -f-  By*  -+-  Cx*  -f-  2A'a:y-i-2B'xx  -f-  2C'y%  i 

-  Act  -h  2  By  +  2  f7"r  =  0  j    *  *2) 

Auf  gleiche  Art  entsprechen  den  Coordinaten  .r=<»,  y=0  in  die» 
ser  Gleichung  Zwei  Werthe  von  *;  der  eine  ist  Null,  und  bezeich- 
net die  Grösse  der  Ordinate  in  J-,  der  andere  ist  ct  und  giebt  die 
Grösse  der  Ordinate  des  Punktes  M  an. 

Durch  diese  Annahmen  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  2. 

iB-a  -  Ac  _j_  V  {2lfa  -  Ac)*  -  kAa{Cu  -+-2C") 
*—  2A       —  2A 

Damit  hieraus  *=0  werde,  mnss  G»H-2C"  =  0,  also  C"  =  — 

■ein;  fiir  die  andere  Ordinate  ist 

2Ra  —  Ac 
C  =  A  ' 

woraus  wir  B1  =  0  finden.   Dadurch  geht  die  Gleichung  2.  über  in: 

Ax  *  +  By*  +  Cr 2^'ry-l-  2  Cyx  —Acx  -+-2B"y—  Cax=0  ...3) 

Die  Coordinaten  der  Punkte  H  und  R  sind  r  =  0,  y==£,  *  =  0 
und  .r  =  0,  y  =  £,  *  =  Für 


7C  sind  r  =  U,  y  =  a», 
=  0,  y=4  ist  aus  3.: 


2C6  —  V  {IV b  —     )'  -  hAlA  Iii  -+-  2/T) 

*~  2A      ~  2A 

Aus  dieser  Gleichung  ist  wieder  wie  vorhin  für  s  =  0  und  x  =  c: 
mitbin  wird  die  Gleichung  3.  zu: 

Ax *  -h  % 1  ~h  Cr»  4-  2^'ary  —  Jen  —  ZMy  —  Cax  =  0  4) 

.>»  ' 
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Ganz  wie  so  eben  finden  wir  mittelst  der  Punkte  A  und  £,  deren 
Coordinaten  ar  =  a.  y=z  /*,  %z=  c  und  =  p=0,  a=0  sind, 
den  Werth  von  A'  =  0,  so  dass  sich  also  die  Gleichung  4.  auf: 

An*  H~  ßy* «+-  Cjs*  —Acx  —  Bhy  —  Ca&=z0  . . ...  5) 
reducirt. 

Verlegen  wir  jetzt  den  Coordlnaten-Aufang  in  den  Mittelpunkt 
O  des  Parallelepipeds,  und  nehmen  a/,  y*,  %'  für  die  neuen  Coordi- 
naten an,  so  dass  also  or=  H-^r',  y=  — -fr-y*,  a  =  -^--f-*'  ist, 
so  wird  die  Gleichung  5)  tu« 

M  ,           ,       ~  _     Je*       Bh*       Ca*      A  Ä. 
/Fy»  -f-  Cx*  j  j  T==   ^ 

B  C  B  t 

Setzen  wir     =  *,     =     also  j;  =  — ,  und  lassen  die  Accente 

weg,  so  ist: 

e*       tb*       tut*     4  \ 
s'     fy*  -h  *x'  =  —  -\ — —  H  —  oder  i 

At  c*         '  \  7)  : 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn  wir  zuerst  jt^zO  und 
y  —  0,  alsdann  .r  =  0  und  *  =  0,  und  endlich  y  =  0  und  *;=0 
anneh  oieo: 

^jl/c'+^  +  s's,  y^V^-*-^'-*-«'»)* 


Dieses  sind  die  Grossen  der  drei  halben  Durchmesser  des  Ellip- 
soids,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Parallelepipeds  geben,  und  mit 
den  drei  in  F  zusammenstossenden  Kanten  desselben  parallel  sind. 
Bezeichnen  wir  wie  in  I.  die  drei  Achsen  des  Ellipsoids  mit  21,  58, 
(£,  so  haben  wir: 

Mio.=^/^(0»+^^ 

und  wenn  wir  £=1  —  coso*  —  cos/S*  —  cos y'-f-2cos  u  cos/S  cos ^ 
setzen : 


MiBi„.  =«y&+H±*EL . . . .  8) 

Diffcrentiiren  wir  zuerst  nach  #,  alsdann  nach  sr,  und  setzen  die 
Pttfereotialquotienten  gfeieh  Null,  so  erhalten  wir: 

(26*t  —  c»  -  a*u)Vc*  ■+-  LH  -t-a*u  _  n 


(2/ar'w  —  C»  —  A»*)VV  -+-  A3<  -f-  a*M  n 

•  —————— r_7i=  — ~— ~" ~ ~ ~~  U  .  ...  I U) 

Diesen  Gleichungen  wird  Genüge  geleistet,  wenn: 

27« 
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Wt  —       —  c'==0  und  2a* u  —  £ V  —  c*  =  0 

ist,  woraus  wir  n  =  —  erhalteo. 

Führen  wir  diese  Werthe  von  t  und  w  in  die  Gleichung  7.  ein, 
so  finden  wir  für  die  Gleichung  des  gesuchten  Kllipsoids: 

W + (»V + <^)'  = 1  •  •  •  • ») 

Der  Inhalt  desselben  ist 

=  ^y^l/3(l — cos  a*  —  cos  ß* — cos  .y*  -fr-  2cos  a  cos  ß  cos  y). 

Abs  der  Gleichung  11.  sehen  wir,  dass  c\/Zf  b\/Z*  «1/3  diejeni- 
gen drei  zugeordneten  Durchmesser  des  Kllipsoids  sind;  welche  mit 
den  Kanten  des  Parallelepipeds  parallel  laufen. 

III. 

Es  soll  um  ein  gegebenes  Dreieck  ACB  das  grösste 
Parabelstück  beschrieben  werden. 

Es  sei  die  Höhe  des  gegebenen  Dreiecks  gleich  A,  AM=a, 
und  AB  =  c  (Taf.  V.  Fig.  3.). 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

Ay*  -fr-  Bxy  +  Cx%  -fr-  Zty-fr-  Ex-\-F—  0  1) 

Weil  in  diesem  Falle  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  sein  soll, 
•o  haben  wir: 

B*  —  \AC  2); 

folglich 

Bx  +-D  _,_  \/2{HU  -  2AE)x  ■+-  0*  —  KÄF 
y—  ~~     2A     —  2A 

Da  für  or  =  0  einer  der  beiden  Werthe  von  y  ebenfalls  zu  Null 
wird,  so  muss  auch  F=0  werden;  mithin  ist 


V—  2Ä~—  2A   4) 


Da  aber  auch  für  x=.c  ein  Werth  von  y  verschwindet,  so  erhal- 
ten wir  aus  3. 

E=  —  Cc; 

folglich: 

Bx+D  .   V Il{Ht -+-2Äjjr -f- Ü* 


24      ~  2A 


..4) 


Für  sc-=.a  muss  y=A  werden;  durch  die  Substitution  dieser 
Werthe  von  x  und  y  in  der  Gleichung  4.  erhalten  wir: 

B  =  Uk  -» 

also 


>  ■ 
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Maltioliciren  wir  die  Gleichung  4.  mit  und  integriren  sodann, 
so  erhalten  wir: 

/*  .   _     Bx'+ZDx^  \D*  +  B{Bc  +  2D)x\\ 

Da  da«  Integral  für  x  =  0  verschwinden  muss,  so  wird 

_____  D> 

Setzen  wir  in  5.  die  Grösse  x  =  c  und  fügen  die  Constnnte  bei, 
so  ist  die  parabolische  Fläche 

4rn  _  _         />'  Bc*+7Dc       \D*  +  B{Bc  +  2D)c\l_ 

.UM*  —  -t-9/iB{itCmtm20)  \A       —       *AB(Bc+2D)  ' 

oder,  wenn  wir  die  obern  Zeichen  beibehalten,  so  erhalten  wir  den 
Inhalt  der  parabolischen  Fläche 

N  Z/V» 

—  l2A(Bc-h2D)' 

Setzen  wir  in  dem  Nenner  statt  £?c-+-2D  seinen  oben  gefundenen 
Werth,  so  ist,  wenn  wir  den  parabolischen  Raum  ABC  durch  P 

bezeichnen: 

B*hc%  ' 
F=  %{2Ak  +  Ba)  (Bc  -  Ha  -2ÄT)  oder 

*        .  P= 


A  A  ' 

6(2^  4+o)  (r  —  a  —  2-gh) 

Die  Grösse  ^  ist  noch  nn bestimmt.  Setzen  wir  dieselbe  =  *, 
so  ist: 

„  

r~  6(2A»-f-a)  (c-»-2Ax)* 

Wird  dieser  Ausdruck  nach  x  differentiirt,  und  das  Differential 
dP 

^r-  =  0  gesetzt,  so  kann  das  Maximum  oder  Minimum  desselben 

bestimmt  werden. 
Ks  ist  aber 

log»  P=\og*  Ac*  —  log»  6 — log»  (2//*-+-a) — log»  {c— a  —  2Am), 
mithin 

dP  2h  2h 


folglich 


dx  —     2Ax ~i-a~*~  c-a  —  24*  —  0 


%  =  —&-=B'  äIso  B=7=& 


Werden  nun  die  gefundenen  Werthe  von  ß,  Cy  /),  Ey  F  in  der 
(Gleichung  1.  suhstituirt,  so  ist  folgende  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten Parabel: 

_  .  -  hh*x*       heiha  —  c)u      kh*cx     n  ~v 
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Wird  die  Ordinate n  -  Axe  unter  einem  Winkel  y  gegen  die  Abris- 
sen-Axe  genommen,  und  die  Coordinaten  in  Bezng  auf  diese  Axeu 
mit       i/>  bezeichnet,  so  ist 

y  =  y  sin  y,  x  —  ac'-\~i/  cos  y. 

Durch  die  Einführung  dieser  Werthe  von  sc,  y  in  6.  bekommen  wir: 

\(c — 2«)*  siny*-f-4/(c — 2a)  siny  cosyH-4^*  cosy*}y  i 

4{A(<:  — 2a)  stn  tp-+-2A*  cos  9>i*yf 

-h|^c(4Ä  —  r)  sin  y  — 4c/a  cos  yjy'i 
.  .  —  &t»or'? 

Bestimmen  wir  nun  y  so,  dass  die  beiden  ersten  Glieder  dieser 
Gleichung  hinwegfallen,  so  muss 

*  2A 
(c  —  2ff)  sin  y-f-2Ä  cos  y  =  0  sein,  also  tang  y  =     __  . 

Um  diese  Tangente  zu  construiren  halbiren  wir  in  X),  so  ist 
DM=^-^  und  (M=}t,  mitbin  ist  der  Winkel  <p  =  LCDB. 

Aus  dem  so  eben  gefundenen  Werthe  von  taog  y  folgt  aber 
auch,  da&s 

sin  y  =  ,  -  und  cos  y  = ,  >_  ^ 

ist,  mithio 

'  Ä5C3 

hc{\a  —  c)  sin  y  — 4**  cos  y  =  p^=====. 

Die  Gleichung  7.  wird  daher  zu  folgender: 

—  cjc'  -f-  ~  ,_f3y       —  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  die  Proportion 

^Z>»  :  APX  ßP=  CD  :  PQ 

auflösen,  und  es  ist  daher  CD  ein  Durchmesser  der  Parabel,  AH 
eine  diesem  Durchmesser  zugehörige  Ordinate. 

Führen  wir  endlich  den  Werth  von  %  in  den  zuletzt  gefunde- 
nen Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Parabel  ein.  so  erhalten  wir 

P=  \hc. 
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XXXIII. 

Prüfungs-Aufgabcii,  die  in  Cambridge  den  Can- 
didaten  des  Baccalaureates  gegeben  worden 
sind  *).    Aus  dem  Englischen  übersetzt  und 
mit  Bemerkungen  begleitet 

von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Mens  in g 

zu  Erfurt. 


Nr.  I.  1834. 
(A.) 

1.  Reducire  36  L.  7  s\.  8j  d.  iu  Farthiugg. 

2.  Dividirc  19  L.  16  sl.  10"  d.  durch  46  ....    Aotw.  8  sl. 

3.  Welchen  Preis  haben  5  Ctr.  3  ftrt  18  Pfd.  zu  3  s).  6  d. 
per  Pfd.? 

4.  Beweise  doss  £  dividirt  durch  7  ist  Ty: 

5.  Multiplicire  2,83  mit  0,013  und  beweise  die  Richtigkeit  des 
Produktes. 

6.  Verwandle  15  sl.  4J  d.  in  V«  de»  Pfundes,  und  finde  den 
Werth  von  0,4786  Tngen  in  Stunden,  Minuten  und  Secunden. 

7.  Ziehe  die  Quadratwurzel  aus  2200.  Beweise  die  Regel  für 
die  Bestimmung  der  Anzahl  von  Stellen  in  der  Wurzel. 

8.  Welche  Länge  wuss  ein  Teppich  haben  der  £  Yard  breit 
ist  und  ein  Zimmer  von  6£  yd*  lang  und  5;  breit  bedecken  soll? 


*)  Nicht  wegen  der  Aufgaben  an  sich,  sondern  um  zu  zeigen,  wie  auf 
den  englischen,  so  manche  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit  darbie- 
tenden Lehranstalten  die  mathematischen  Prüfungen  gebandhabt  werden. 
Labe  ich  die  folgenden  Aufguben  nebst  den  höchst  einsichtsvollen  Be- 
merkungen des  Herrn  Uebersetzers  zu  denselben  hier  abdrucken  lassen, 
welchem  letztern  die  Leser  des  Archivs  sich  mit  mir  für  diese  in  pä- 
dagogischer Rücksicht  so  interessante  Mittheilung  gewiss  zu  dem  auf- 
richtigsten Danke  verpflichtet  fühlen  werden. 

Der  Herausgeber. 
*')  Die  Antwort  musste  heissen  8  sl.  7$;  d.;  aber  die  Engländer  rechnen 
nach  Karthings,  drücken  übrigens  dieselben  als  \  von  ihren  Pfennigen 
(pence)  aus,  geschrieben  d  (das  Normannische  deniers)  danach  sind 
$1  Pf.  =  51  t.  —  {  d.  ,V  M- 
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9.  Was  betragen  die  einfachen  Zinsen  von  63  L.  15  sl.  7  d. 
in  1|  Jahr  zu  4|  Proc;  und  wie  viel  ist  der  Betrag  zusammenge- 
setzter Zinsen  von  540  L.  in  3  Jahren  zu  4  Proc.?  Antw.  3  L. 
Ih  sl.  8*          607  L.  8  »1.  6^  d.  •) 

10.  Wenn  7  Mann  6  Acker  in  12  Stunden  ärndten  können, 
wieviel  werden  15  Acker  in  14  Stunden  ärndten? 

11.  Suche  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  für  die  Bruchs- 

glteder  von  *'  7~     und  »rioge  den  Bruch  auf  seine 

kleinsten  Glieder. 

12.  Löse  folgende  Gleichungen: 

,(*)...    7     -t-      5     —  '  4 

...      ä  3  —  l> 

0j,  =  9 

(4)  ...  .r  -f-  y  —  *  =  8 
Äar  —  y-h  3*  =  21 
4»     3y  —  2ar  =  17 

13.  Beweise  die  Regel  für  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen,  und  löse 

(1)  . ..4^r'  —  3^  =  85 

/«*  x-+-V'2ox-\-x*       m  ... 

{*■)  ...  ■  /  =  —  —  )• 

a  +  x  —  v  lax  +  x*  * 


°)  3  L.  11  sl.  9,01875  d.  und  607  L.  §  sl.  6,S744  d.  M. 
'•)  Schreibt  man  tuvor        ,  /— .   =  A,  was  nur  einfacher,  sonst  aber 

dasselbe  ist,  so  wir«  - —  ~ — - — 2  =  », 

2yl/y^T*  =  a>Ä .+- «»  -  2yt  =       -t- 1 )  -  y , 

«yV  -  «y1«* = Da + «y4  -   V*  -k 

Da  sich  *y«  und  dann  «*  als  Factor  hebt,  so  wird  1)  —  4W4 

=  4Äy'  =  a«(A-t-l)', 


y=± 


m-\-n 


ft±">-» 
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14.  Zeige  dass  T'y,  4>  Grössen  sind,  die  in  arithmetischer 
Propression  stehen,  und  bestimme  die  Summe  von  8  Gliedern  der 
Reihe,  von  welcher  sie  die  drei  ersten  sind. 

Suche  auch  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe 
a         &  a 

7"  —      +  TT  —   1°  welchem  Falle  wird  eine  unendliche 

Menge  von  Gliedern  der  letzten  Reihe  endlich  sein? 

15.  Beweise  die  Kegeln,  durch  welche  die  Anzahl  von  Permu- 
tationen und  Combinationen  von  n  Dingen,  die  3  and  3  zusammen- 
genommen werden,  zu  finden  ist.  , 

Wenn  das  (»esetz  für  den  Ausdruck  der  Permutation  von  Dingeu, 
die  zu  r  und  r  zusammengenommen  werden,  zugegeben  wird,  zu 
beweisen,  dass  es  auch  richtig  ist,  wenn  man  sie  zu  r-f-1  und 
r-r-1  zusammen  nimmt. 

16.  Wenn  a  :  6  =  c :  d=e  : /  beweise  dass  —  :  £  =  —  :  d 

und  a  :  ö     a -\-  c -\-  e  :  b-\-d-\-f 

17.  Suche  den  Werth  von  1  L.  das  100  Jahr  zu  4  Proc.  Zins 
von  .Zins  getragen  hat. 

Gegeben  ist  log  1,04  =  0,0170333 

und  log  1,482  =  0,70333 

18.  Gieb  das  (y)te  Glied  von  (a  —  ar)"  wenn  y  unuaar  ist 


Nr.  2.  1834. 
(B.) 

1.  Reducire  125  Yard  2'  4"  zu  Zollen. 

2.  Beweise  dass  i  von  $  so  viel  als  f|  sind. 

3.  Tbeile  3  I,.  la  sl.  5}  d.  durch  23.  Antw.  3  sl.  3;  d.  i\. 
Vergleiche  die  Anm.  zu  2.  in  der  vorigen  Aufgabenreihe. 

4.  Suche  den  Lohn  von  0  Arbeitern  für  28,  Tag  wenn  2  sl. 
3  d.  täglich  bezahlt  werden. 


ist  angegeben: 


wat*  offenbar  fehlerhaft  ist:  denn  die  kleinere  Wurzel  wird  poaitif, 
die  grössere  negativ,  und  beide  können  nicht  einerlei  Zeichen  er. 
halten.-  M. 
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5.  Multiplicire  36,2  mit  4,57  und  beweise  die  Richtigkeit  des 
Produkte«. 

6.  Verwandle  15A  4"  6*  in  Zehoteltage:  und  finde  den 
Wert)!  von  5,734  U 

7.  Suche  die  Interessen  von  963  L.  10  sl.  6  d.  für  }  Jahr 
zu  3|  Proc.  Suche  gleichfalls  den  Betrag  von  130  L.  in  3  Jahren 
zu  5  Proc.  in  Zins  von  Zins. 

8.  Ziehe  die  Quadratwurzel  ans  167281.  Beweise  die  Regel 
die  Anzahl  der  Wurzelstellen  zu  bestimmen. 

9.  Wenn  69  Yard  eines  Teppichs  von  $  Yard  Breite  ein  Zim- 
mer von  10>  Yard  Länge  bedecken,  die  Breite  des  Zimmers  zu 
finden. 

10.  Wenn  800  Soldaten  5  Tonnen  Mehl  in  6  Tagen  verzeh- 
ren, wie  viel  Soldaten  werden  15  Tonnen  in  2  Tagen  verzehren? 

11.  Sache  das  grösste  gemeinschaftliche  Maas»  der  Glieder  des 

Bruches  X  ^^i^J*^2  un<l  reducire  den  Bruch  auf  seiue  klein- 
sten Glieder. 

12.  Löse  folgende  Gleichungen i 

(1)  ...ar-hf  +  f  =137--£  -  f 

(2)  ,.  .a:-+-  — —  =12  j  — 

(3)  ... — 5  h-y=9 

8  2  ' 

Anw.  des  Ueb.  fm  Original  steht  =  —  in  <ler  \orletiten  Gleichung,  was 
ein  Druckfehler  ist. 

(4)  . . .  y—  *  =  13 

3^r—  2y-H  a  =  19  ... 
5.T-M*  —  2.r  =  40. 

13.  Beweise  die  Regel  Tür  die  Ergänzung  des  Quadrates  bei 
der  Auflösung  quadratischer  Gleichungen;  und  löse 

(l)  ...7ar»-4.r  =  660 

h  d 

14     Wenn  a  :  £  =  c  :  </  beweise  dass  «  :  —  =  c  :  —  und  dass 

m  fft 

a  :  £  =  «  -f-  ntc  :  £  -f-  md  ist. 

15.  Dieselbe  Frage  wie  15.  in  der  vorigen  Reihe. 

16.  Zeige  dass  2;,  2|,  3i  in  arithmetischer  Progression  sieben 
und  linde  die  Summe  von  13  Gliedern  der  Reihe  worin  sie  die 
ersten  sind.  1 

Suche  auch  die  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe 
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In  welchem  Falle  wird  eine  unendliche  Menge  von  Gliedern 
4er  letzten  Reihe  etwas  Endliches  geben? 

17.  In  wie  viel  Jubren  wird  1  L.  das  auf  Zins  von  Zins  zu 
5  Proc,  steht  sich  verdoppeln  i 

Gegeben  sind  log  1,05  =  0,0211893 

log  2  =  0,3010300 

18.  Gieb  das  pte  Glied  von  (a  -f-  j?)*  an. 


Bemerkungen  zu  den  vorhergebenden  in  Cambridge  e  r- 
theilten  Aufgaben.    Von  dem  (Jeber setzer. 

Vielleicht  lächelt  mancher  deutsche  Lehrer  über  diese  Aufgaben, 
indem  er  urtheilt:  sie  möchten  wohl  für  abgehende  Schüler .  unserer 
Gymnasien  zu  leicht  sein.  Es  scheint  wirklich  so  beim  ersten  An- 
blicke: aber,  man  vergesse  nicht,  dass  diese  Aufgaben  eine  ganz 
andere  Bestimmung  haben  als  künftige  Mathematiker  zu  prüfen; 
man  lege  dieselben  alle  denjenigen  vor,  die  einen  sorgfältigen 
Unterricht  in  den  Anfangsgründen  gehabt  haben,  und  ich  glaube 
man  kann  eine  Welte  eingehen!  dass  unter  10  jungen  Leuten  nicht 
9  diese  Aufgaben,  in  einer  gegebenen  Frist,  z.  B.  in  einem  Tage, 
unter  Aufsicht  eines  Inspicienten  lösen. 

Wer  das  nicht  glaubt  der  mache  die  Probe. 

Ks  ist  wahr,  die  Aufgaben  siod  leicht;  darin  besteht  aber  ihr 
Vorzug,  und  ein  erfahrener  Lehrer  wird  sie  um  so  leichter  machen, 
je  weiter  seine  Erfahrung  reicht:  denn  an  leichten  Aulgaben  kann 
man  .  eben  so  gut  sehen  wie  ein  gegebener  Stoff  verarbeitet  wird, 
ja  noch  besser  als  an  solchen,  bei  welchen  man  den  gleichsam 
starren  Stoff  erst  bildungsfähig  macheu  muss.  Erfinduogs-  und 
Combi nationsgabe  sind  zu  sehr  von  einer  eigentümlichen  Meinung 
abhängig  als  dass  sie  vergleichbaren  Prüfungen  unterworfen  wer- 
den könnten.  Durch  vielfache  Hebungen  kann  zwar  Mancher  eine 
Richtung  darauf  erhalten;  es  ist  aber  sehr  zu  bezweifeln,  ob  es 
segensreich  wirken  würde,  wenn  eine  solche  Richtung  bei  irgend 
einer  liüduugsanstalt  die  vorherrschende  wäre.  Wenu  Lehrer  der 
Mathematik  auf  Gymnasien  darauf  ausgeben,  ihren  Schülern  eine 
Vorliebe  für  die  Mathematik  beizubringen,  so  werden  ihnen  die 
Lehrer  in  den  Sprachen  aufsässig;  und  das  hat  einen  sehr  guten 
Grund:  denn,  nach  meiner  Erfahrung,  ist  die  Richtung  desjenigen, 
der  Mathematik  vorzugsweise  treibt,  einseitig,  in  einem  andern 
Sinne  wie  die  Richtung  desjenigen,  der  vorzugsweise  alte  Sprachen 
treibt.  Diese  Behauptung;  könnte  das  Thema  zu  einer  weitläufigen 
Abhandlung  werden :  ich  wiH  mich  kurz  durch  einen  Vergleich  er- 
klären. Beide  sind  zwei  Schwimmern  zu  vergleichen,  von  denen 
aber  der  eine  blos  lange  und  tief  taueben  kann,  während  der  an- 
dere dieses  nicht  vermag,  dagegen  sich  mit  Anmuth  und  Leichtig- 
keit auf  der  Oberfläche  zu  bewegen  versteht.  Der  erste  taucht 
nach  Perlen.  Cndet  aber  meist  leere  Muscheln;  der  andere  müht 
sich  ab  im  Wasser,  indessen  ein  gemeiner  Fischer  in  dem  gebrech- 
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liehen  Nachen  verwundert  an  ihm  vorüber  fährt  Beide  üben  je- 
doch ihre  Kräfte,  und  dieses  ist  der  alleinige  Zweck  jedes  Unter- 
richtes,  nicht  blos  bei  körperlichen  sondern  auch  bei  geistigen 
Exercitien.  Der  Lehrer  in  den  Sprachen  mnss  deshalb  Uebungeui 
vornehmen,  die  dem  Unkundigen  als  Zeitverlust  erscheinen.  Per 
Lehrer  in  der  Mathematik  giebt  oft  Aufgaben,  die  ganz  zwecklos 
erscheinen,  weil  sie  meist  unpraktisch  sind;  und  wenn  man  die 
Aufgabensammlungen  durchgeht,  so  muss  man  sich  wirklich  wan- 
dern, weshalb  nicht  praktische  Aufgaben  genommen  werden,  da  sie 
doch  häufig  eben  so  nahe  liegen  wie  diejenigen,  die  selbst  den 
Schülern  lächerlich  vorkommen.  Die  meisten  derselben  sind  Copien 
oder  kleine  Erweiterungen  der  Sammlung  von  M.  Hirsch.  Seine 
Periode  ist  vorüber;  Heia  in  Aachen  steht  an  der  Spitze  einer 
neuen  *). 

Die  Engländer  sind  im  allgemeinen  praktischer  wie  die  Deut- 
schen, und  das  zeigt  sich  auch  wieder  an  den  vorangegangenen 
Aufgaben.  Man  siebt  sie  enthalten  einen  Auszug  der  Elcmentar- 
Algebra,  und  wer  eine  solche  Reihe,  wie  sie  unter  den  Rubriken 
(A)  und  (B)  mitgetheilt  sind,  ganz  ohne  fremde  Hülfe,  in  ge- 

S ebener  Frist  lösen  kann,  der  kennt  diese  Elemente  ganz  gewiss. 
!ass  dieses  nicht  ganz  leicht  ist,  dazu  folgender  Beleg.  Ein  junger 
Engländer  war  zwei  Jahre  bei  mir,  besuchte  mit  Nutzen  Secunda 
und  Prima  unseres  Gymnasiums,  und  war  nicht  ohne  Talent  für 
die  Mathematik.  Er  ging  nach  Cambridge,  blieb  auch  dort  zwei 
Jahre,  trieb  daselbst  besonders  Mathematik,  machte  die  Prüfung 
mit,  und  —  fiel  durch.  Nicht  wahr  das  klingt  unglaublich ?  udiI 
dennoch  ist  es  buchstäblich  wahr.  Ich  weiss  freilich  nicht,  ob  er 
in  der  Algebra,  oder  in  der  Geometrie,  die  dort  streng  nach  Ro- 
bert Simson  durchgemacht  wird,  deren  Fragen  aber  sicherlich  eben 
so  leicht  sind  wie  die  algebraischen,  nicht  bestanden  hat.  Nur 
derjenige  der  häufig  Prüfungen  zu  leiten  hat,  weiss  es  mit  welcher 
hemmenden  Kraft  die  Befangenheit  wirkt. 

Ich  will  nun  nicht  behaupten,  dass  wir  unser  Abiturtenten- 
examen  nach  englischer  Art  einrichten  sollten;  aber  unsere  Tor- 
schriften, nach  denen  wir  in  der  Mathematik  prüfen  Hollen,  könn- 
ten gewiss  besser  seio.  Sind  die  Aufgaben  auch  nur  annähernd 
dem  Zwecke  der  Prüfung  entsprechend,  so  kann  auch  der  ge- 
schickteste Schüler  sie  in  5  Sluuden  nicht  ausarbeiten. 

Gäbe  man  aber  eine  leichte  geometrische  Aufgabe,  so  könnte 
man  dieselbe  su  einrichten,  dass  Alles  darin  läge  worüber  man 
prüfen  sollte;  und  dann  möchte  der  Schüler  aufhören  wo  er  wollte, 
an  der  Spur  wäre  denn  der  Löwe  wohl  vom  Hasen  zu  unter- 
scheiden. 


•)  Sollte  es  meine  Zeit  erlauben,  so  werde  ich  einmal  auseinandersetzen, 
worin  die  Vorzüge  dieses  gediegenen  Schulbuches  nach  meiner  Ueber- 
zeugung  bestehen. 


« 

■ 
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XXXIV. 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Mensin g 

zu  Erfurt. 


In  den  vortrefflichen  „Beiträgen  zu  der  Lehre  von  den 
positiven  und  negativen  Grössen  von  Diesterweg;  Bonn 
1831,  bei  Habicht"  findet  sich  folgende  erste  geometrische 
Aufgabe : 

Bs  ist  ein  Rechteck  gegeben,  und  auf  der  Verlänge- 
rung einer  Seite  desselben  ein  Punkt;  durch  diesen 
soll  man  eineGerade  so  legen,  dn&s  dadurch  das  Recht- 
eck in  zwei  Parallel  trapeze  zerschnitten  wird  und 
durch  Zusammentreffen  dieser  Schnittlinie  mit  einer 
verlängerten  Seite  des  Rechtecks  ein  Dreieck  entsteht, 
welches  zu  einem  jener  Trapeze  ein  vorgeschriebenes 
Verhältnis!  habe. 

Es  wird,  wobei  Taf.  V.  Fig.  4.  zu  vergleichen,  verlangt  dnss 

(y-T-*)4  :  (*— y>£=/» :  *=Cy -+-*)*  :    —  V)x  »ei. 

Setzt  man  p  :  tz=za  :  r,  so  wird 

y-fr-*  :  [b  —  y)ar r=  1  :  r, 

oder  (y  -fr-  *)r  =z(6  —  y)x  (1 ) 

Das  ist  also  die  zu  lösende  Gleichung,  die  zu  der  von  Diester-* 
weg  angegebenen  Constructioo  führt,  wenn  man  durch 

m  :  m  =  y  :  %  oder  t  :  »  -h  #  =  y  :  y -fr-  a 

und  #  :  y  =  a:  :  h  —  y  das  y  und  %  eliminirt  und  x  behält. 

Wir  wollen  aber  unsere  Aufmerksamkeit  auf  9?  richten,  wodurch  die 
Aufgabe  auch  gelöst  wird. 
Es  ist 

y=#  tg  y  also  y -fr- *  =  (# -fr-  m)  tg  9 

s  =  m  tg  9  und  durch  Substitution  in  . . .  (1) 

tg  (f- 
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{t+m)tg9.r  =  <±zf 

(#H-'»)r  tg  9*  =    - =  b*  —U*  tg  tg 
+       — tg  g>* +24*  tg  y  =  £*. 

Man  setze 

(*  4-  *»)r  —  »*  = 

so  ist 

=z-jt{t  +  m)r 

also 

'S  SP  —  ^(-*±K(*-4-«)r)—  Ä       ^        —  V-(,  +  Ä)r 

Unterscheiden  wir  nun  die  beiden  Auflösungen,  so  wird 

,      ,  '  ~  l/(g~+~m»-  _  b 

K  9  ~~  (*-V/(,4-m)r)  (i  +  ^(x  +  »n)f)       ,  +  l/(#  +  «.jr 

&9        (,  +.  V(,  n_  W)r)  (#  -  V/  (,  +  m)r)  s-^(s+m)r 
Es  handelt  sich  mithin  nur  um  eine  bequeme  Constructiou  der  Linie 

V{*-t-  m)rt  damit  diese  Auflösung  ebeu  so  zierlich  wie  die  von 
Diesterweg  werde. 

Einfach  ist  folgende  Constructiou ,  wobei  man  Taf.  V.  Fig.  5. 
zu  vergleichen  hat. 

jüL=JJC=za;  LM\\ED.  Man  nehme  EP=zp  und  JST=$-y 
ziehe  MH  ||  P'l\  s<»  ist  Eil=zr.  Man  halhire  DC  in.  V  und 
mache  L  V=  f'A\  so  ist  EL=s-t-m\  beschreihe.  QR\_EU 
so  ist  EQ  =  V{*  -+-  "t)r,  folglich  Ar'C=  » 1/ (« -f- m)t  nnd 
A'C  =  s  —  \/(#  •+-  jwjr.  Ziehen  wir  endlich  JSr/,||AÄ,  so  ist 
FEC=ztp\  und  wenn  J£G'||A''l?  gemacht  wird,  so  ist  FEC=a>". 

Hier  «chliesst  sich  eins  dem  andern  ganz  naturlich  an.  Die 
speciellen  Falle  lassen  sich  leicht  nach  den  gefundenen  Fällen  dis- 
cutiren.  Auch  ist  der  Winkel,  den  beide  gesuchte  Linien  ein- 
sebliessen,  leicht  aus  den  Formeln 

b  b 
tg  y"z=z——-^  und  tg  (p'  =  j-^  zu  ermitteln, 


Ich  enthalte  mich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  aller 
weitern  Bemerkungen  über  diese  Aufgabe,  die  Manches  darbietet 
was  nicht  ohne  Interesse  ist. 
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XXXV. 

Aufgabe  aus  der  analytischen  Geometrie. 

Von 

Herrn  C.  Scherling 

■  i 

Lehrer  der  Mathematik  und  Naturkunde  am  Catharineum  zu  Lübeck. 


Eb  ist  irgend  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  gege- 
ben. Zieht  man  durch  den  Funkt  gerade  Linien,  welche 
den  Kegelschnitt  iu  zwei  Punkten  durchschneiden,  so 
fragt  es  sich,  auf  welchem  geometrischen  Orte  die  Hai- 
birungspunkte  der  von  dem  Kegelschnitte  begrenzten 
Stücke  der  letztern  liegen? 

Auflösung.    Die  Gleichung  v*=pj? —  «zWa  stellt  bekannt- 

lieh  alle  Kegelschnitte  dar,  wenn  der  Seheitel  eines  Durchmessers 
(2m)  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  genommen  wird;  nemlich 
eine  Ellipse,  wenn  m  positiv,  eine  Hyperbel,  wenn  m  negativ,  eine 
Parabel,  wenn  m  unendlich,  und  einen  Kreis,  wenn  /»  =  2m  ist; 
in  allen  Fällen  bedeutet  p  den  Parameter  des  Durchmessers  2m. 

Man  lege  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  und  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  die  Axe  der  a?  (bei  der  Parabel  parallel  mit  der . 
Axe),  die  Axe  der  y  aber  wieder  durch  den  gegebenen  Punkt  und 
parallel  mit  dem  conjngirten  Durchmesser  (bei  der  Parabel  parallel 
mit  der  Tangente  durch  den  Scheite),  in  welchem  die  Axe  der  a: 
dieselbe  schneidet);  so  bat  man,  wenn  u  die  Abseisse  des  Scheitels 
des  Durchmessers  ist,  weicher  als  Axe  der  w  dient,  die  Gleichung 

y»  =  p{ar  —  «)  —  ~(x  —  a)\ 

Legt  man  nun  durch  den  gegebenen  Punkt  oder  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  eine  gerade  Linie  y  =  aar,  so  hat  man  iiir  die 
Ausrissen  der  Durchschnittspunkte  die  Gleichung 

«'ar»  =  p{x  -  a)  —         _  «)>       ,  ■[ 

oder 

■ 

t     2jt{m  -f-  c)     _  pa{2tn-+-a) 
X       2ma*  -f-  p  X      ~~"  2ma*  -\-p  ' 

Die  beiden  Werthe,  welche  diese  Gleichung  für  sc  liefert,  stel- 
len also  die  Abscissen  der  Durcbschnittspnnkte  jener  geraden  Linie 
und  des  Kegelschnitts  dar;  die  Abscisse  der  Mitte  dieser  Linie  ist 
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aber  bekanntlich  gleich  der  halben  Summe  jener  beiden,  alao  gleich 
dem  halben  Coefficienten  von  x  in  der  letzten  Gleichung  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen.  Nennt  man  nun  die  Coordinaten  des  ge- 
suchten geometrischen  Ortes  x*  und  y*,  um  sie  von  den  vorigen 
zu  unterscheiden,  so  hat  man  jetzt 

x*  =  oder  2ma%x'  -+-  px> — p[m  -f-  o) ; 

oder,  wenn  man  mit  x*  multiplicirt  und  bedenkt,  dass  die  Coordi- 
naten x*  und  i/  immer  auch  der  zugehörigen  von  a  abhängigen 
t<inie  angehören,  also  immer  auch  y  =  ax*  ist, 


welches  die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Orts  ist.  Man 
siebt,  dass  die-  Halbi  rungspunkte  immer  wieder  auf 
einem  ähnlichen  Kegelschnitte  liegen,  dessen  Parameter 

=         -f- a) ,  und  dessen  Durchmesser  für  dieses  Coordinaten- 

system  =  m-\-u  ist.  Setzt  man  a?=0,  so  findet  sich  auch  y=0, 
also  gebt  die  neue  Curve  durch  den  gegebenen  Punkt.  Setzt  man 
y  =  0,  so  findet  sich  entweder  x  =  v,>  oder  x=:m-+-af  also  geht 
die  Curve  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kegelschnitts. 

1.  Ks  sei  nun  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
Hyperbel,  so  zeigt  sieb  folgender  merkwürdige  I  mstand.  Nennt 
man  den  zu  2m  gehörigen  (conjugirten)  Durchmesser  2m  für  die 
gegebene  Curve,  aber  für  die  neue  im'  und        so  bat  man 

2ri%        p  n* 
^'=— "  =  .^-(«•-f-o)  =  —¥  .  2«'; 

*■  a  **//s  I/f 

also 

2m7  m'*  =  2«'**»  oder  m'  ;  »'  =  m  :  m.  . 

Es  haben  also  die  zusammengehörigen  conjugirten  Durchmesser 
in  der  alten  und  neuen  Curve  einerlei  Verhältniss.  Da  nun  m'  be- 
kannt ist  (=«r-t-a),  so  lässt  sich  n'  mit  Leichtigkeit  finden;  und 
so  hat  man  gleich  vier  hervorstechende  Punkte  für  den  neuen  Ke- 
gelschnitt, wodurch  sein  Lauf  bestimmt  ist. 

2.  Es  sei  ferner  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  also  nt  —  oa, 

so  erhält  man      =       ;  woraus  hervorgebt,  dass  der  Parameter 

der  neuen  Parabel  gerade  halb  so  gross  ist,  als  der  der  alten, 
oder  gleich  der  Subnormale  derselben,  woraus  sich  eine  höchst 
einfache  Construction  ergiebt. 

3.  Ks  sei  endlich  der  gegebene  Kegelschnitt  ein  Kreis,  also 
p  =  2m,  so  wird  die  Gleichung: 

y7  =  (m  -f-  a)x — x* 

oder,  wenn  wir  m-\-u  =  2r  setzen, 

y7  =  (2r  —  x)x  oder  auch  y7-\-{x  —  r)7  =  r», 

welche  Gleichung  einen  Kreis  darstellt,  dessen  Mittelpunktsabscisse 
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r  =  4(jw-f-o),  und  dessen  Halbmesser  eben  sa  gross  ist.  Die 
(«leicbung  des  gegebeueu  Kreises  wird  mit  Leichtigkeit  auf  die 
Form  gebracht 

wobei  2r,  wie  oben,  *»-+-«  bedeutet.  Für  den  Fall  nun,  dass  der 
gegebene  Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  Hegt,  müssen, 
sich  offenbar  die  Kreise  schneiden,  und  die  gemeinschaftliche 
Chorde  wird  erhalten  durch  Subtruction  der  beiden  Gleichungen; 
sie  wird  neulich  dargestellt  durch  die  GJeickuug 

1rx  =  u(1r  +  m)  oder  a~Ä±*>. 

Die  hier  in  Rede/ stehenden  Coordinaten  sind  jedenfalls  rechtwink- 
Hg;  also  sieht  man,  dass  diese  gemeinschaftliche  Chorde  auf  der 
Abseissenoxe  senkrecht  steht.  Es  laust  sieh  aber  auch  noch  mit 
grosser  Leichtigkeit  nachweisen,  dass  die  DnrchBchnittspunkte  die 
KefülirUügsnunkie  der  Tangenten  sind,  die  man  vom  gegebenen 
Punkte  noch  dem  gegebenen  kreise  ziehen  kann. 

Sind  a?  und  t/  die  Coordinaten  eines  Punktes  ausserhalb  des 
Kreises,  und  man  zieht  durch  denselben  zwei  Tangenten,  so  ist 
die  Gleichung  der  Chorde,  welche  die  Berührungspunkte  verbindet, 

• 

wenn  R  den  Radius  bedeutet,  und  die  Gleichung  aus  dem  Mittel- 
punkte zum  Grunde  liegt.  Im  gegenwärtigen  Falle  haben  wir  zu 
nehmen 

Gr  —  2r )  {*'  -  2r)  =  m* ; 

da  aber:  der  Punkt,  durch  den  jetzt  die  Tangenten  gezogen  werden 
sollen,  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist,  so  ist  i/=dO,  ^=0, 
mithin  ist 

—  2r^H-4r •  =       oder  2rvr  =  4r*  —  m*  =  (2r -+- m)  (2r— m) 

d.  i.  2r.r  =  a(2r -f-  m), 

•  »  .  . 

dieselbe  Gleichung,  die  wir  vorher  für  die,  beiden  Kreisen  gemein- 
schaftliche Chorde  hatten;  es  ist  mithin  unsere  Ordinatenaxe  die 

Polare  des  Punktes  jc  =  "^«^  m\  y  =  0,*   oder  es  ist  dieser 

Punkt  der  Pol  zu  unserer  Ordinatenaxe. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  erhält  man,  falls  der  gegebene 
Punkt  ausserhalb  des  gegebenen  Kegelschnitts  Hegt,  für  die  ge- 
meinschaftliche Chorde  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck:  man  findet 
nemlicb 


was  ganz  dasselbe  ist,  wie  oben  beim  Kreise,  wenn  man  «*-f-<x=r2r 
setzt.   Dieser  Werth  nun  aber,  in  die  Gleichung  der  Curve  gesetzt, 

TbeUU.  28 
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würde  zwei  absolut  gleiche  Wcrthe  für  y  geben;  es  wird  also  je- 
denfalls die  gemeinschaftliche  Cborde  mit  dem  zugeordneten  Durch- 
messer  oder  unserer  Ordinatenaxe  parallel  und  von  der  Axe  der 
x  balbirt. 

Am  einfachsten  stellt  sich  diese  Eigenschaft  der  gemeinschaft- 
lichen Cborde  für  die  Parabel  heraus,  wo  man  erhält  .r  =  2a,  und 
also  yz=z*z\/pa. 

Nachschrift  des  Herausgebers. 

Bei  dein  ungemein  grossen  Reichthume  der  Mathematik  hat  es  für  den 
Herausgeber  einer  mathematischen  Zeitschrift  häufig  grosse  Schwierigkeit, 
sicher  zu  entscheiden,  ob  eine  solche  snecielle  Aufgabe  wie  die  vorstehende 
nicht  schon  anderwärts  bebandelt  worden  ist.  Auch  zweifle  ich  kaum,  das* 
dies  bei  der  obigen  wirklich  der  Fall  ist,  da  dieselbe  eigentlich  nur  eine 
Verallgemeinerung  des  bekannten  Satzes  enthält,  dass  die  Mittelpunkte 
aller  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades  in  einer 
geraden  Linie  liegen,  oder  dass  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  einander  parallelen  Chorden  einer  jeden  Linie  des  zweiten  Grades 
eine  gerade  Linie  ist.  Da  aber  das  Archiv  nicht  bloss  absolut  Neues  mit- 
zutheilen  den  Zweck  hat,  sondern  auch  schon  bekannte,  nur  nicht  in  iedem 
Lehrbuche  sich  findende  Sätze  und  Aufgaben  aufnimmt,  überhaupt  auch  eine 
gewisse  praktische  Richtung  verfolgt,  um  Lehrern  bei  ihrem  Unterrichte 
sich  nützlich  zu  machen:  so  werde  ich,  wie  früher,  auch  fernerhin  keinen 
Anstand  nehmen,  auch  solchen  Aufsätzen,  deren  Inhalt  mir  zwar  nicht  ab- 
solut neu,  aber  doch  instruetiv,  und  den  Zwecken,  welche  ich  durch  das 
Archiv  zu  erreichen  beabsichtige,  in  irgend  einer  Beziehung  forderlich  zu 
sein  scheint,  die  Aufnahme  nicht  zu  versagen.  Dabei  versteht  sich  aber 
von  selbst,  dass  ich  auch  Gegenreden  immer  sehr  gern  einen  Platz  in  mei- 
ner Zeitschrift  vergönnen  werde;  nur  eigentliche  scharfe  Polemik,  nament- 
lich wenn  sich  dieselbe  nicht  bloss  auf  das  rein  Wissenschaftliche  beschrän- 
ken sollte,  muss  ich  ganz  von  derselben  entfernt  halten,  so  wie  ich  selbst 
mir  nie  erlauben  werde,  ein  Urtheil  über  einmal  aufgenommene  Aufsätze 
su  fallen  oder  dieselben  mit  kritisirenden  Bemerkungen  zu  begleiten.  Ich 
wünsche  diese  gelegentlichen  Bemerkungen  von  den  Lesern  des  Archivs 
als  eine  alleemeine  Erklärung  aufgenommen  zu  sehen. 

Was  übrigens  die  in  dein  obigen  Aufsatze  behandelte  Aufgabe  insbe- 
sondere betrifft,  so  scheint  mir  dieselbe  ihres  Interesses  wegen  wohl  auch 
eine  ganz  allgemeine  analytische,  von  der  allgemeinen  Gleichung  der  Linien 
des  zweiten  Grades  ausgehende  Behandlung  zu  verdienen.  Vielleicht  möchte 
auch  eine  rein  geometrische  Auflösung  derselben  zu  bemerkenswerthen  Re- 
sultaten führen. 


.    *  .Hl 
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XXXVI. 

Fibonacci,  der  erste  christliche  Verfasser  einer 
Abhandlung  über  die  Algebra  *). 

Von  dem 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  tu  Salzwedel. 


v  JrDJtCr,lCr  ■JW  k,leiner  S***tc*>  in  welche  Halten  gegen 
Ende  des  12ten  Jahrhunderts  getbeilt  war,  zeichneten  sich  beson- 
ders die  Republ.kcn  Venedig,  Genua,  Pisa  aus,  deren  Oauptstädte 
wahrend  der  Zeit  der  Kreuzzüge  sich  des  ganzen  Handeis  nach 
dem  Orient  bemächtigt  halten.  Sie  waren  dadurch  reich,  mächti- 
blühend  geworden.  Genuesische  und  Pisanische  Kauflculc  hatten 
Niederlagen  auf  der  Nordküste  Afrikas,  auf  den  Inseln  des  Archi- 
pelagus,  in  allen  grossen  Städten  des  Orients,  und  kamen  hier 
überall  mit  den  Arabern  in  Berührung,  die  damals  die  Träger  der 
Wissenschaften  waren.  Auf  ihren  Reisen  dahin  sammelten  die  ita- 
lienischen Kaufleute  ausser  ungobeuero  Reichtümern  einen  Schatz 
neuer  Anschauungen  und  neuer  Kenntnisse,  die  sie  wiederum  in 
ihrer  He.math  verbreiteten.  So  erhielten  die  Christen  von  den 
Arabern  fast  gleichzeitig  die  Algebra  und  die  «oussolc,  so  wie 
auch  die  Philosophie  des  Aristoteles. 

-a  ;  !r\  Katuf™,n  aus  PUai  J-eonardo  Fibonacci  ••),  ist  der  erste 
christliche  »erfasser  einer  Abhandlung  über  Algebra.  Von  den  Le- 
bensumstanden dieses  Mannes  kennen  wir  nur  das  Wenige  was  er 
selbst  in  der  Vorrede  zu  seinem  ersten  und  wichtigsten  Werke 
dem  Ahbacus,  das  im  Jahre  1202  lateinisch  geschrieben  ist,  er- 
wähnt. Leonardo  war  noch  Knabe,  als  ihn  sein  Vater,  der  die 
Rechte  der  phänischen  KauOeute  an  der  Douane  von  Boutria  in 
Afnka  wahrnahm  zu  sich  rief,  um  ihn  seines  künftigen  Berufes 
wegen  in  der  Arithmetik  unterrichten  zu  lassen.  Die  Nordküste 
Afrikas  war  damals  im  Besitz  der  Araber,  welche  besonders  die 

.3  KachJ-ibri  JSf u  des  matb-  «n  Julie  Tom.  U.  gearbeitet 
)  Der  Name  r  ibonacei  ist  ans  «Hu«  Bonaeci  MsamrnenKcroiren  denn  das 
Manuampt  des  Abbaeus  in  der  Magliahectmchen  Hiblio  hol  iu  Florenz 
JomnosTtiK     I     hrh"n(J"t  beginnt  mit  den  Worten:  C % 1   er  bbac 

nischen  Familiennamen  ^  ,lch  n0eh  )et,C  ,n  t0,ca* 
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Algebra  mit  Hülfe  des  indischen  Zahlensystems,  das  sie  sich  ange- 
eignet ,  weiter  ausgebildet  hatten.  Hier  lernte  Leonardo  das  indi- 
sche Zahlensystem  kennen.  Auf  seinen  Reisen,  die  er  später  durch 
Aegypten,  Syrien,  Griechenland,  SiciJien  und  die  Provence  in  Han- 
delsgeschäften unternahm,  überzeugte  er  sich  besonders  von  den 
Vortheileu,  die  dasselbe  vor  allen  aqdcra,  in  jenen  Ländern  ange- 
nommenen Rechnungsweisen  voraus  hatte.  Desshalb  beschäftigte 
er  sich  ernstlich  damit,  benutzte  die  Geometrie  des  Euklid  und  ver- 
fasste  so  das  oben  erwähnte  Werk  in  15  Capiteln,  von  denen  das 
letzte  eine  Abhandluug  über  Algebra  enthält,  auf  die  wir  weiter 
unten  zurückkommen  werden.  Vom  Jahre  1202,  wo  Fibonncci  zu- 
erst den  Abbacus  herausgab,  bis  1220  fehlen  alle  Nachrichten  über 
unsern  Schriftsteller;  im  letztern  erschien  von  ihm  ein  zweites 
Werk,  practica  geometriae  *) ,  worauf  1228  eine  zweite  Ausgabe 
des  Abbacus  mit  Zusätzen  folgte.  Ausser  diesen  beiden  Schriften 
verfasste  Fibonacci  noch  eine  Abhandlung  über  die  Oundrotzahlen 
(man  weiss  nicht,  in  welchem  Jahre),  deren  Manuscript  sieb  in 
neuester  Zeit  nicht  wieder  hat  auffinden  lassen,  die  aber  nach  den 
Zeugnissen  von  Lucas  Paciolo  und  Ghaügai  sehr  geistreiche  Unter* 
suchungen  über  die  Zahlen  enthielt. 

Das  ist  Alles,  was  sich  über  Fihonucci's  Lebensumstände  bei- 
bringen lässt.  Kein  gleichzeitiger  Historiker  gedenkt  seiner;  dess- 
halb ist  auch  das  Jahr  seines  Todes  unbekannt.  Nur  das  weiss 
man  noch,  dass  Fibonacci  von  seinen  Mitbürgern  mit  dem  .Spott- 
namen Bigollone  belegt  wurde,  indem  er  wahrscheinlich  ganz  sei- 
nen liebgewonnenen  Studien  sich  hiugub,  und  den  Handel,  die  be- 
liebteste Beschäftigung  seiner  Mitbürger,  vernachlässigte.  Seine 
Werke  blieben  bis  auf  unsere  Tage  in  dem  Staube  der  Bibliothe- 
ken vergraben;  Commandin,  der  gelehrte  Uebersetzer  der  griechi- 
schen Geometer,  gedachte  einst  die  Practica  geometriac  durch  den 
Druck  zu  veröffentlichen,  aber  der  Tod  hinderte  ihn  daran. 

Unter  den  Schriften  Fibonocci's  ist  das  wichtigste  der  Abbacus, 
das,  wie  schon  erwähnt,  in  15  Capitel  getheilt  ist**)  und  unter 


•)  Der  vollständige  Titel  desselben  ist:   Incipit  pratica  genmetrie  coropo- 
sita  aleonardo  Bigollosio  hllio  Bonacii  pisano,  in  anno  MCCVXI. 

•*)  Das  Inhaltsverzeichnis»  derselben  möge  hier  eine  Stelle  finden: 

1)  De  cognitione  novem  figuraruin  Yndorum  et  qualiter  cum  eis  om. 
n<s  numeris  scribatur,  et  qui  numeri  et  qualiter  retineri  debeant 
in  manibus  et  de  introduetionis  abbaci. 

2)  Da  multiplicatione  integrorum  numerorum. 

3)  De  additione  ipsorum  ad  invicem. 

\)  De  extractione  niinorum  numerorum  ex  majoribus. 
5)  De  divisione  integrorum  numerorum  per  integros. 
C)  De  multiplicatione  integrorum  numerorum  cum  ruptts,  atque  rupto- 
rum  sine  sanis. 

7)  De  additione  et  extraetione  et  divisione  numerorum  integrorum 
cum  ruptis  atque  partium  numerorum  in  singulis  partibus  re- 
duetione. 

8)  De  emptione  et  venditione  rerum  venalium  et  similiunu 

9)  De  barattis  rerum  Tenaüum  et  de  tmptione  boLsouaiiae  et  quibus- 
dam  regulis  similibu*.   

10)  De  societatibus  factis  inter  consocios. 

11)  De  consolamine  uonetarum  atque  eoruin  regulis  quae  ad  conso- 
lainen  pertinent. 


.  ■ 
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andern  ein*  Darstellung  des  indischen  Zahlensystems  und  in  dem 
letzten  Capitel  eine  Abhandlung  über  Algebra  enthält  Da  dieses 
Capitel  in  dem  2ten  Tbeile  von  Libri's  Geschichte  der  Mathematik 
in  Italien  Tollständig  abgedruckt  ist  r  so  können  wir  uns  genan 
von  seinem  Inhalte  überzeugen.  Bs  besteht  aus  3  Theilen:  in  dem 
ersten  ist  über  Proportionen,  im  zweiten  über  geometrische  Pro- 
bleme, im  dritten  über  Algebra  gehandelt.  Dieser  letzte. Thcil  ist 
der  interessanteste  des  ganzen  Werks;  jedoch  zeigt  eine  Ver- 
gleichung  desselben  mit  dem  bekannten  Werke  Mohammed  ben  Mu- 
sn's,  dass  Pibonucri  bei  der  Abfassung  desselben  das  berühmte 
Werk  dieses  arabischen  Schriftstellers  vor  sich  hntfn  und  darnach 
arbeitete.  Kr  giebt  zuerst  dieselben  Erklärungen  ,  betrachtet  dar- 
auf dieselben  sechs  Fälle  von  Gleichungen ,  nämlich  drei  einfache) 
wohin  die  Gleichungen  von  der  Form 

ax*  =  bx.  ax*  =  b,  x=za 

gehören,  und  drei  zusammengesetzte,  d.  Ii.  Gleichungen  von  der  Form 

ax"1  -+-  bx  =  c,  xl  =  ax  -f-  b,  x*  -f-  a  =  b. 

Bei  der  Lösung  dieser  Fälle  verfährt  Fibonacci  ebenso  ganz  auf 
dieselbe  Weise,  wie  Mohammed  ben  Musa,  er  giebt  immer  zuerst 
numerische  Beispiele,  darauf  die  allgemeine  Regel  für  die  Lösung 
jedes  einzelnen  Falles  ohne  Beweis.  In  allen  Fällen  werden,  eben- 
falls nach  dem  Beispiel  der  Araber,  sämuitliche  Glieder  der  Glei- 
chungen als  positiv  angenommen.  Zuletzt  folgt  der  Beweis,  der 
in  einer  geometrischen  Construction  der  Gleichung,  besteht.  Das 
Ganze  ,  begeh  Ii  esst  eine  Menge  von  Aufgaben,  von  denen  jede  auf 
einen  der  oben  erwähnten  sechs  Fälle  zurückgeführt  wird. 

Demnach  scheint  dieser  algebraische  Tbeil  nur  eine  Bearbei- 
tung des  oben  erwähnten  arabischeu  Werkes  zu  sein.  Die  Wissen- 
schaft  selbst  ist  hier  von  Fibonacci  nicht  weiter  gefördert,  denn  er 
lässt  ebenso  wie  die  Araber,  die  zweite  Wurzel  bei  der  Lösung 
der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  unberücksichtigt;  ja  er  ist 
nicht  eininal  t>o  weit  gegangen,  als  Mohammed  beu  Musa,  der 
die  Kxistenz  der  zweiten  Wurzel  wenigstens  für  die  Gleichung 
ax3  -f-  b  =  cx  angedeutet  hatte. 

Wir  sind  jedoch  weit  entfernt,  diesen  Mangel  Fibonacci  zum 
Vorwurf  zu  machen;  seine  Schritten  zeichnen  sich  nicht  allein  vor 
denen  seiner  Zeilgenossen,  sondern  auch  vor  denen  eines  Baco, 
eines  Raimuudus  Lullus,  eines  Albert  des  Grossen,  die  nach  ihm 
schrieben  und  die  ausgezeichnetsten  Männer  ihrer  Zeit  waren, 
rühmlichst  aus,  indem  sie  nur  Wahrheiten  enthalten,  anstatt  dass 
man  in  den  Werkeu  der  damultgen  Zeit  den  finstersten  Aberglauben 
mit  einzelnen  richtigen  Aussprüchen  und  Urtheileu  gepaart  findet. 
■ 


12)  De  Soluttonibus  multarutn  po>itannn  quuestionum  qua«  erraticas 
appellamus. 

13)  De  regula  eleatayin,  qualiterper  ipsuin  fere  otnnes  erraticae  quae- 
stiones  solvantur. 

N  14)  De  reperiendis  radieibus  qnadratis  et  cnbiis  et  muleiplieatione  et 
divisione  seu  extractione  earuin  in  se,  et  de  tractatu  binoiniorum 
et  recisorum  et  eorum  radicium. 
Ii)  De  regulis  et  proportionibus  geometriae  pertinentibus,  de  quaestio- 
nibus  algebrae  et  almachabelae. 


Fibonacci  hatte  auch  bei  der  Abfassung  seines  Abbacus  nur  das 
rein  Praktische  im  Auge-);  er  wollte  seine  Mitbürger  mit  den  Vor- 
tbeilen  bekannt  machen,  die  das  indische  Zahlensystem  in  der 
Rechnung  vor  denen  voraus  hatte,  die  bisher  in  Italien  und  andern 
Ländern  gebräuchlich  waren.  Dies  ist  sein  Bauptverdienst ,  wofür 
ihm  die  Nachwelt  den  grössten  Dank  schuldig  ist.  — 

Da  aber  die  übrigen  Schriften  Fibonaoci's  erwähnt  worden 
sind,  so  möge  jetzt  noch  eine  kurze  Beschreibung  derselben  fol- 
gen. Die  Practica  geometriae  ist  ein  sehr  voluminöses  Werk,  das 
in  8  Distinctionen  emget  heilt  ist  und  von  dem  verschiedene  Manu- 
scripte  existiren,  die  beweisen,  dass  es  der  Verfasser  mehrmals 
überarbeitet  bat.  Den  Hauptinhalt  desselben  bilden  Untersuchungen 
über  die  Ausmessung  der  Körper;  besonders  zu  bemerken  ist  aber, 
dass  darin  das  Theorem  vorkommt,  in  welchem  die  Fläche  eines 
Dreiecks  durch  die  3  Seiten  bestimmt  wird,  ein  Satz,  der  sich  schon 
in  den  Schriften  Brahmeguxta's  findet  ••).  Fibonacci  hat  ihn  wahr- 
scheinlich aus  einer  Schrift  des  Juden  Savosarda  entlehnt,  der  im 
12ten  Jahrhundert  lebte  und  dessen  Werk  von  Plato  von  Tivoli 
ins  Lateinische  übersetzt  ist.  Indessen  werden  auch  in  der  Practica 
geometriae  algebraische  Gegenstände  abgehandelt;  so  findet  sich  in 
der  zweiten  Distinction  die  Auszichuog  der  Quadratwurzeln,  in  der 
fünften  die  der  Cubikwurzcln  und  am  Ende  des  Werks  Probleme 
aus  der  unbestimmten  Analysis. 

Fibonacci  hat  auch  eine  Abhandlung  über  die  Quudratznhlen 
geschrieben,  die  von  ihm  selbst,  von  Lucas  Paciolo,  Ghaligai,  Xy- 
lander  und  Baldi  erwähnt  wird,  die  aber  in  neuester  Zeit  nicht 
wieder  hat  aufgefunden  werden  können.  Paciolo  hat  einen  Theil 
derselben  seiner  Summa  arithmetica  einverleibt,  und  Ghaligai  scheint 
alles  das  daraus  entnommen  zu  haben,  was  er  über  unbestimmte 
Analysis  sagt.  Ans  einer  Vergleich ung  beider  Schriften  lässt  sich 
die  Behauptung  Xylander's,  Fibonacci  habe  diese  Abhandlung  aus 
der  Arithmetik  des  Diophantus  entlehnt,  zurückweisen;  beide  haben 
keine  Aehnlichkeit  mit  ciuandec  Fibonacci  giebt  unter  andern 
darin  die  Summe  der-  Reihe  der  natürlichen  Zahlen,  die  ihrer  Qua- 
drate, so  wie  auch  die  allgemeine  Formel  zur  Bildung  arithmeti- 
scher Dreiecke;  es  findet  sich  auch  daselbst  die  Lösung  eines  be- 
sondern Falles  von  dem  schwierigen  Problem:  eine  Quadratzahl 
zu  finden,  so  dass,  wenn  man  zu  derselben  eine  gegebene  Zahl 
addirt  oder  davon  subtrahirt,  sie  immer  ein  Quadrat  irieibt.. 


•)  Sane  hic  über  magis  quam  ad  theoricam  spectat  ad  practicam,  sagt  er 
in  der  Vonrede. 

••)  Vcrgl.  die  historischen  Notizen,  die  Chaslcs  über  dieses  Theorem  in 
seiner  Geschichte  der  Geometrie  (p.  480  fl.  der  Lebersetzung  von 
Sobnke)  beibringt.  Derselbe  sagt,  dass  es  sieb  iu  der  Practica  geome- 
triae nach  der  Art  der  Araber  bewiesen  findet;  hieraus  könnte  man 
sc  Ii  Ii  essen,  dass  Fibonacci  es  unmittelbar  von  deu  Arabern  entlehnt 
linde,  und  nicht  von  Savosarda,  wie  Libri  meint,  zumal  da  in  dein 
Werke  des  letztem  der  Beweis  fehlt. 


Digitized  by  Gc 


XXXVII. 

Ueber  den  Ursprung  und  die  Verbreitung  un- 
seres gegenwartigen  Zahlensystems  *). 

Vod  dem 
Herrn  Doctor  Gerhardt 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Salzwedel. 


Zwischen  Libri  und  Chosles,  dem  Verfasser  des  „Apercu  histo- 
rique  sur  1'origioe  et  le  developpement  des  metbodes  en  Geometrie 
-  etc.  Brüx.  183T"  (ins  Deutsche  übersetzt  von  Sohnke)  ist  in  neue- 
ster Zeit  ein  heftiger  Streit  über  den  Ursprung  unseres  gegenwär- 
tigen Zahlensystems  ausgebrochen.  Jener  behauptet,  dass  die 
Christen  dasselbe  den  Arabern  zu  verdanken  hätten  und  dass  na- 
mentlich Fibonacci  zuerst  die  Kcnntniss  desselben  verbreitet  habe; 
dieser  meint,  dass  unser  Zahlensystem  aus  dem  der  Griechen  und 
Römer  entstanden  sei,  und  will  das  erste  Vorkommen  desselben 
den  Werken  des  Boetius  vindicirt  wissen,  der  es  wiederum  den  Py- 
thagoräern  zuschreibt.  Libri  hat  jedoch  die  kühnen  Hypothesen 
und  irrigen  Ansichten  des  letzteren  genügend  widerlegt,  und  Chas- 
les  selbst  hat  in  einer  Note  am  Ende  seines  Werkes  seinen  Irrthum 
bekannt.  Die  Stelle  des  Boetius»,  auf  welche  Chasles  seine  Ansich- 
ten basirt  und  die  man  in  dem  oben  genannten  Werke  vollständig 
abgedruckt  findet,  beweist  weiter  nichts,  als  dass  man  sich  zur 
Zeit  des  Boetius  gewisse  Abkürzungen  in  der  Multiplication  und 
Divisiou  erlaubte.»  und  besonderer  Kunstgriffe  und  Zeichen  dabei' 
bediente,  wie  es  schon  seit  den  ältesten  Zeiten  Sitte  war,  und  die- 
Fibonacci  auch  auf  seinen  Reisen  fand.  Chosles  hatte  sich  durch 
diese  Stelle  zu  der  offenbar  irrigen  Ansiebt  verleiten  lassen,  dass 
die  Zahlensysteme  der  Griechen  und  Kömer  von  dem  unsrigen  nur 
wenig  verschieden  wären,  denn  beiden  läge  eine  Progression  nach 
Zehn  zu  Grunde  und  beide  drückten  irgend  eine  Zahl  auf  dieselbe 
Art  durch  Einer,  Zehner,  Hunderte,  Tnusendc  u.  s.  w.  aus  mit 

Hülfe  der  neun  Grundzahlen  Eins,  Zwei,  Drei,  Neun.  Aber 

es  ist  bekannt,  dass  unser  Zahlensystem  vou  denen  der  Alten  sich 


*) 'Ausser  Libri  hisf.  des  itiatli.  en  Italic  ist  bierbri  noch  benutzt  Cbasles 
Geschichte  der  Geometrie  übersetzt  von  Sohnkc,  und  Hüilmann  über 
das  Städtewesen  des  Mittelalters. 
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hauptsächlich  dadurch  unterscheidet,  dass  einmal  in  dem  unsrigen 
der  Werth  der  Ziffern  von  ihrer  Stellung;  abhängt,  und  zweitens 
dass  wir  aus  den  neun  Zahlzeichen  mit  Hülfe  der  Null,  deren 
lateinischer  Name  Zephirum  offenbar  arabischeu  Ursprungs  ist,  alle 
Zahlen  bilden,  anstatt  dass  die  Griechen  und  Römer  zur  Bildung 
der  Zahlen  über  Zehn  hinaus  neuer  Zeichen  sich  bedienten.  Ausser- 
dem  werden  auch  unsere  gegenwärtigen  Zahlzeichen  von  allen 
christlichen  Schriftstellern,  die  in  der  irühesten  Zeit  über  Arithme- 
tik und  Algebra  schrieben,  wie  Fibooacci,  Sacrobosco,  Jordanus, 
Valla,  u.  a.  m.  iudisebe  ßenauut. 

Eine  audere  Frage  ist  aber  die,  ob  nicht  vielleicht  schon  vor 
Fihonacci  unser  gegenwärtiges  Zahlensystem  von  den  Arabern  zu 
den  Christeu  herübergekommen  ist.  Libri  sagt,  es  gäbe  Mnnu- 
scripte  von  ungewissem  Datum,  die  vor  dem  Jahre  ab^efasst 
zu  sein  schienen  und  in  welchen  sich  neun  Zahlzeichen  fänden, 
deren  Werth  von  ihrer  Stelle  abhinge;  aber  sie  schienen  sämmtltch 
von  Juden  geschrieben  oder  von  Christen  während  ihres  Aufenthal- 
tes 'bei  deu  Mauren  in  Spanien,  und  entschieden  desshalb  nichts 
über  die  erste  Einführung  unseres  Zahlensystems  hei  den  Christen  *). 
Nun  ist  es  aber  bekannt,  dass  es  namentlich  die  Juden  waren,  . 
welche  den  Verkehr  zwischen  Arabern  und  Christen  vermittelten. 
(Jehcrall  zerstreut  und  mit  Handel  beschäftigt  hatten  sie  sich  in 
Asien,  in  Europa  und  Afrika  ausgebreitet.  I)ie  zahlreichen  Syna- 
gogen ,  welche  sie  im  Süden  Frankreichs,  in  Spanien  und  Italien 
hatten ,  correspoudirten  mit  einander.  Sic  übersetzten  eine  grosse 
Menge  griechischer  uod  arabischer  Werke  über  Astronomie,  Philo- 
sophie uod  Median.  Sollten  sie  bei  diesem  Geschäfte  sich  nicht 
auch  mit  dem  luitalte  der  Werke,  die  sie  unter  den  Händen  hatten, 
be'fasst,  und  die  arabischen  Zahlzeichen,  die  überall  in  diesen  Wer- 
ken vorkommen  mussteu,  bloss  copirt  haben,  ohne  ihren  Werth 
kenneu  zu  lernen?  Ks  lätsl  sich  wohl  annehmen,  dass  sie  bei 
ihren  fortwährenden  Correspondenzcn  auch  einander  ihre  Kennt- 
nisse uiittheiltcu,  und  dass  eine  Mittheilung  des  arabischen  Zahlen- 
systems, das  vor  allen  übrigen  damals  gebrauchten  so  grosse  Vor- 
theile gewährte,  an  ihre  Glaubensgenossen ,  bei  ihrem  entschiede- 
nen Hauge  zu  Handel  und  Gewinn,"  gewiss  nicht  unterblieb.  Gleich- 
wohl muss  man  gestehen,  dass  alles  das,  was  von  den  Juden,  einem 
verachteten  uud  mauuichfach  gedrückten  Volke  ausging,  von  den 
sich  erhabeu  dünkendeu  Christen  verabscheut  wurde. 

Was  nun  aber  die  Christen  betrifft,  die  nach  Spanien  gingen, 
um  sich  hei  den  Mauren  zu  unterrichten,  so  ist  wohl  uicht  wahr- 


•)  Libri  bleibt  in  seinen -Behauptungen  nicht  consequent ;  denn  auf  Seile 
2U8  IT.  führt  er  ein  Manuscript  an,  «las  im  Jahre  1134  mit  Hülfe  eines 
Juden  aus  ilom  Arabischen  übersetzt  ist  uml  Arithmetik  enthält.  Ainsi 
«•c  manuscrint,  fährt  er  fort,  ne  peut  foumir  aueun  argumenc  eontre  la 
prinritc  <!e  l'Abbacus  ile  Fihonacci,  qui  cepeudant  (r.umuie  nous  le  re- 
connaivsnns  avec  la  plupart  de  ceux  qui  ont  discutc  ce  poiut  de  l'hi- 
stuire  des  sciences)  n  a  pas  ete  le  premier  ouvrage  latin  ou.  Ion 
ait  employe  les  chiflYes  Brahes,  mais  Tjui,  jusqu'ä  ce  que  d'autres  faits 
vienneut  prouver  le  rontraire,  doit  etre  considere  comme  le  premier 
traitc  avec  date  certaine  ecrit  origiuairement  en  latin  par'un  Chretien, 
oii  les  ri'gles  de  la  nouvelle  arithmetique  se  trouvent  exposees. 
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schetnlich,  dass  sie  ihre  dort  erworbenen  Kenntnisse  für  sich  be- 
hielten und  die  Ausbreitung-  derselben  unter  ihren  Landaleuten  un- 
terlicssen.  Als  Beispiel  mag  hier  der  bekannte  Gerbert  erwähnt 
werden,  der  zu  seiner  Ausbildung  nach  Spanien  zu  den  Sarazenen 

Regangen  war  und  nach  seiner  Rückkehr,  im  Jahre  000  unter  dem 
amen  Sylvester  II.  den  päpstlichen  Stuhl  bestieg.  Auf  seinem 
Rückwege  verbrettete  er  eifrigst  seine  Kenntnisse,  aber  die  Un- 
wiesen  hei  t  seiner  Zeitgenossen  war  so  ungeheuer,  dass  man  ihn 
seiner  neuen  l^ehreu  wegen  verketzerte  und  der  Magie  anklagte« 
Seine  geometrischen  Schriften  behandeln  zwar  nur  die  elementar- 
sten Gegenstände  ,  aber-  unmöglich  kann  diess  AnlasaN  zu  zweifeln 
geben,  ob  Gcrbert  wirklich  seine  Kenntnisse  den  Arabern  verdankt, 
wie  ChaSles  zu  behaupten  geneigt  ist;  vielmehr  beweist  es  meiner 
Meinung  nach,  dnss  Gerberl  ein  guter  l'ädngog  war,  der  erkannte* 
dass  die  hohen  Kenntnisse,  die  er  bei  den  Arabern  gewonnen  hatte, 
für  seine  Landsleute  eine  zu  unverdauliche  Speise  waren.  Von  gros- 
serer Wichtigkeit  scheinen  seine  arithmetischen  Schriften  zu  sein, 
die  grösstentheils  noch  unedirt  in  der  Bibliothek  des  Vatikan  liegen. 
Ks  findet  steh  darin  nach  der  Behauptung  Chasles  ein  Zahlensystem, 
von  dem  damals  gebräuchlichen  lateinischen  verschieden  ist.  Der 
Thätigkeit  und  dem  Lehreifer  Gerberts  verdankte  namentlich  die 
Schule  zu  Rheims  ihre  Blütbe.  Wissbegierige  Männer  strömten  aus 
Frankreich  und  Deutschland  berbei,  um  sich  unter  ihm  zu  bilden, 
und  die  hinterlasseneu  Manuscripte  eines  Adalboidus,  Bischof»  von 
Utrecht,  eines  Heriger,  Abts  von  Laubes,  und  Cornelias,  die  sümmt- 
licb  seine  Schüler  waren,  beweisen,  dass  Gerbert  denselben  seine 
bei  den  Arabern  gewonnenen  Kenntnisse  mittheilte.  Sie  setzten 
dns  angefangene  Werk  ihres  Meisters  eifrigst  fort,  und  noch  im 
12ten  Jahrhundert  gewährten  die  Bäume  Schatten  und  Fruchte, 
welche  Gerbert  im  lOten  zu  Rheims  gepflanzt  hatte.  Durch  Spröss- 
iinge  davon  sind  in  Frankreich  und  Deutschland  verschiedene 
Stämme  unmittel-  oder  mittelbar  veredelt  worden.  Solange  jedoch 
die  bisher  in  dem  Staube  der  Bibliotheken  vergraben  liegenden 
Manuscripte  nicht  veröffentlicht  werden,  lässt  sich  über  die  Tliätig* 
keit  und  Wirksamkeit  Gerberts,  wie  seiner  Schüler,  nichts  behaup- 
ten, und  Franzosen  und  Deutsche  müssen  vor  der  Haud  zugestehen, 
dnss  zuerst  von  Italien  aus  durch  Fibonacci  unser  gegenwärtiges 
Zahlensystem  in  Kuropa  vorbreitet  worden  ist  Das  steht  aller- 
dings fest,  dass  iti  Deutschland  die  Geistlichen,  deneu  die  Sorge 
des  Unterrichts  oblag,  im  Uten,  12ten,  13ten  Jahrhundert  un  nichts 
weniger  dachten,  als  für  Bildung  tliätig  zu  sein.  Seitdem  hohe« 
wie  niedrige  Stellen  käuflich  wurden,  seitdem  die  hohe,  wie  die 
niedrige  Geistlichkeit  dahin  strebte,  immer  mehr  weltliche  Macht 
sich  zu  verschollen,  seitdem  jene  den  lebhaftesten  Autbeil  an  der 
Politik  nahm,  und  diese  sielt  sogar  mit  Handel  befasste,  du  gingen 
nuch  die  letzten  Spuren  der  ächten,  wissenschaftlichen  Bildung  ver« 
loren.  Der  Unterricht  beschränkte  sich  nof  notbdürfiiges  Leseu  und 
Schreiben.  Es  blieb  ihnen  keine  Zeit  übrig,  an  ihre  eigene  Aus- 
bildung zu  denken,  fortwährende  Streitigkeilen  mit  den  Bürger- 
schaften, in  deren  Nähe  sie  wohnten,  über  Gerichtsbarkeit  und  welt- 
liche Macht  nahmen  ihre  ganze  Thätigkeit  in  Anspruch,  und  sie 
hielten  mit  aller  Gewalt,  die  ihnen  zn  Gebote  stand,  das  Volk  in 
Unwissenheit  zurück  und  hinderten  jedes  kühne  Emporstreben, 
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Dies  änderte  sieh  jedoch,  als  io  Folge  der  Kreuzzüge  ein  kräf- 
tiger Bürgerstand  sich  zu  bilden  anfing,  der  sich  besonders  mit 
Handel  beschäftigte  und  zur  Förderung  des  Kunstfleisses  sehr  tbä- 
tig  war.  Zur  Zeit  Friedrichs  II,  des  grossen  Hohenstaufen,  kam 
eine  grosse  Handclsstrassc  von  Wien  nach  Venedig  in  Gang,  da 
um  diese  Zeit  Coustantinopel  aufhörte,  Hauptniederlage  der  mor- 
genländischcn  Güter  zu  sein  und  die  Venetianer  dieselbe  in  ihrer 
Stadt  einrichteten.  Schon  seit  der  Mitte  des  litten  Jahrhunderts 
zogen  die  reichen  Kaufleute  von  Augsburg,  Nürnberg,  Ulm,  Mem- 
mingen,  über  die  Alpen  nach  Venedig,  und  12GN  dachte  man  da- 
selbst auf  die  Anlegung  eines  eigenen  Kaufhauses  für  die  Deut- 
schen. Aber  nicht  allein  gingen  deutsche  Kaufleute  nach  Italien 
und  verweilten  dort  längere  oder  kürzere  Zeit,  sondern  auch  Itali- 
ener, besonders  Venetianer,  Florentiner,  Lombarden,  besuchten  die 
grossen  Handelsplätze  Mitteleuropas,  und  erhielten  die  Erlaubnis«, 
sich  duselbst  häuslich  niederzulassen.  Grüssteutheils  war  das  Wech- 
selwesen in  Deutschland,  Frankreich,  Englaud,  in  den  Niederlanden 
in  den  Händen  Italienischer  Kaufleute,  von  denen  die  meisten  aus 
der  tambardei  und  Toscana  gebürtig  waren,  besonders  aus  Florenz 
und  Sicna.  Damals,  bei  diesem  wechselseitigen  Verkehr,  geschah  es 
wahrscheinlich,  dass  die  Deutschen  zum  zweiten  Male  mit  unserem 
gegenwärtigen  Zahlensysteme  bekannt  wurden,  nachdem  der  von 
Gerbert  ausgestreute  Same  längst  spurlos  verschwunden  war.  Denn 
Libri  zeigt,  dass  es  damals  in^allen  Städten  Italiens  Mathematiker 
gab,  besonders  in  Florenz,  wo  lange  Zeit  die  von  Fibonacci  ge- 
gründete Schule  blühte.  Alle  Bibliotheken  Italiens,  Frankreichs, 
Kuglands  und  Deutschlands  enthalten  eine  Menge  Mannscripte,  die 
von  Italienern  über  verschiedene  mathematische  Gegenstände  im 
14ten  und  15ten  Jahrhundert  geschrieben  worden  sin«!,  und  in  eini- 
gen wird  ausdrücklich  bemerkt,  daas  sie  für  Kaufleute  bestimmt 
waren,  für  welche  die  Kenntnis»  der  Algebra  Bedürfniss  war.  Ge- 
wiss brachten  damals  anch  deutsche  Kaufleute  solche  Mannscripte 
in  ihre  Heimath  oder  im  Auslande  lebende  Italicner  verbreiteten  sie 
in  ihrem  neuen  Yntcrlande.  Und  wahrlich,  es  gereicht  Deutschland 
zur  Ehre,  dass  dieser  neue  Same  auf  keinen  unfruchtbaren  Boden 
fiel;  denn  in  der  That,  seit  dem  Anfange  des  16ten  Jahrhunderts 
wurde  in  Deutschland  und  von  Deutschen  eine  Menge,  namentlich 
arithmetischer  Schriften,  verfasst,  deren  Titel  „die  coss,  Wälsche 
Practica,  u.  s.  w."  zwar  italienischen  Ursprung  verratheu,  die  aber 
nichts  destoweniger  der  Deutschen  eigentümliche  Fortschritte  iu 
der  Behandlung  der  Arithmetik  zeigen  *).  Hierher  gehört  beson- 
ders der  Gebrauch  der  Zeichen  -f-  und  — ,  die  nach  Libri's  aus- 
drücklicher Bemerkung  in  den  Manuscripten  italienischer  Mathema- 
tiker dieser  Zeit  nicht  vorkommen.  Gewiss  wird  auch  noch  mehr 
dergleichen,  was  den  Deutsehen  zum  Ruhme  gereicht,  zu  Tage  ge- 
fördert werden,  wenn  ein  deutscher  Mathematiker,  der  Gelegenheit 
hat,  die  Bibliotheken  Nürnberg's,  Wien's,  München**,  Augsburgs 
u.  s.  w.  zu  benutzen,  sich  mit  der  Lösung  der  von  der  Fürstlich 
Jublonowskischen  Gesellschaft  zu  Leipzig  für  das  Jahr  1842  ge- 


•)  Vergl.  Drobisch  de  Joan.  Widmanni  Egerani  Comptmlio  Artthmctirae 
merfatnrum,  wo  j».  33.  gezeigt  wird,  dass  Rechnungsbcispielc  aus  d«m 
Abbacus  Fibonacci's  sich  bei  Weidmann  finden. 
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stellten  Preisnufgabe  befassen  sollte,  ob  es  nämlich  vor  Rudolff  von 
Jauer  deutsche  Kossisten  gegeben  habe,  welche  die  Algebra  auf 
eigcnthümlicbc  Weise  ausbildeten. 


XXXVIII. 

Ueber  eine  Aufgabe  der  praktischen  Geometrie. 

's 

Von  dem 

Herrn  Prof.  C.  A..'BretschneiHer 

in  Gotha. 


Im  ersten  Theile  von  Meier  Hirsch*s  Sammlung  geometrischer 
Aufgaben  findet  sich  folgendes  Problem  in  $.  149.  vorgelegt:  aus 
den  drei  Spitzen  eines  gegebenen  Dreieckes  wird  ein 
Thurm  gesehen,  dessen  Fuss  mit  dem  Dreiecke  in  Hiner 
Ebene  liegt;  die  Winkel,  unter  welchem  er  ans  densel- 
ben erscheint,  sind  gegeben:  man  soll  die  Entfernung 
des  Thurmes  von  jedem  dieser  drei  Punkte  finden.  Die 
Lösung  hat  der  Verfasser  dadurch  erhalten,  dass  er  zwei  Bülfs- 
linien  einführt,  a?  und  y,  welche  zuletzt  nus  zwei  Gleichungen  ge- 
funden werden  müssen,  von  denen  die  eine  vom  ersten  und  die 
andere  vom  zweiten  Grade  ist.  Die  Coeflicienten  dieser  Gleichun- 
gen sind  aber  bereits  so  zusammengesetzt  und  so  wenig  elegant 
oder  symmetrisch  gebaut,  dass  Meier  Hirsch  sich  begnügt  hat,  die 
erwähnten  Endgleiehungen  aufzustellen  und  die  wirkliche  Eutwicke- 
luug  von  je  nnd  y  auf  die  jedesmalige  numerische  Rechnung  zu 
verweisen. 

Indessen  lässt  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  sehr  einfache  und 
auch  ziemlich  elegante  Lösung  zu.  Bezeichnet  man  nämlich  die 
Winkel  des  gegebenen  Dreieckes  mit  ABC,  ihre  Gegenseiten  mit 
aöcy  die  Höhe  des  Thurmes  mit  A%  seine  Abstände  von  den  Drei- 
ecksspitzen ABC  bezüglich  mit  ,  ferner  die  zwischen  at 
und  c,  und  zwischen  bx  und  c,  am,  Fusse  des  Thurmes  liegenden 
Winkel  respective  mit  o  und  «,  und  nennt  endlich  die  Winkel, 
unter  welchen  der  Thurm  von  ABC  aus  gesehen  wird,  der  Reihe 
nach  aßy,  so  ist  die  Auflösung  in  folgenden  einfachen  Formeln 
enthalten :  , 

.  x      a*  cot  *a-4-Ä3  cot  M  — c»  cot  'y 


I 
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A 


cot  »a-f-cot  *ß  —  2«ot  a  cot  ß  cos  (o-t-«)' 
«,  =Ä  cot  a,  bl-=zh  cot  /?,  c,  =/  cot  /. 

Die  Aufgabe  bat  übrigens  eine  doppelte  Lösung,  da 
kleiner  oder  grösser  als  180°  sein  kann.  Die  Gründe,  auf  welchen 
vorstehende  Formeln  beruhen ,  sind  sehr  einfach.  —  Es  bildet 
nämlich  der  Fusspunkt  des  Thurmes  mit  den  Spitzen  des  gegebe- 
nen Dreieckes  ein  Viereck.  Nun  habe  ich  aber  in  einem  bereits 
früher  in  diesem  Archire  mitgetheiltcn  Aufsatze,  die  trigonometri- 
schen Relationen  des  geradlinigen  Viereckes  betreffend,  den  Satz 
bewiesen,  dass  in  jedem  beliebigen  Vierecke  das  Quadrat 
des  Produktes  beider  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  von  den  Produkten  je  zweier  Gegensei- 
fen, weniger  dein  doppelten  Produkte  aller  vier  Seiten 
iu  den  Cosinus  der  Summe  zweier  Gegenwinkel.  Dies  auf 
dus  vorliegende  Viereck  angewendet  giebt  die  Gleichungen: 

äH^+^'-M^Wi  cos  (C-|-«-f-w) 
b2bx*  =«3<ar,a  H-cV,*  — *laaxccx  cos  (/?  —  o) 

Substituirt  man  hierin  die  Werthf  von  axbxcx  aus  den  Gleichungen 

ax  =  h  cot  «,  bt  =  /  cot  ßy  ct  =:  h  cot  y 

so  fällt  //*  als  gemeinschaftlicher  Factor  auf  beiden  Seiten  ganz 
heraus,  und  man  erhalt: 

"2bc  cot  ß  cot  /  cos  (£'-+- ©-!-«):=«  3  cot2a-f-£*  cot  *ß — c3  cot  *y 

Ine  cota  cot  /  cos(/?— o)      =*3  cot  3«  — cot*ß-t~c*  cot*/ 

Hab  cota  cotß  cos  (A—u)      z=a*  cot  7u-\-b*  cot  */?-f-c»  cot  V 

woraus  die  Winkel  n  und  «r  gefunden  werden.  Nur  bleibt  hierbei 
die  in  der  Natur  dieser  Aufgabe  liegeude  Zweideutigkeit  zurück,  ob 

r-f-o-+-«^  180°  und  mithin  ß^o  und  A^u 

ist,  d.  Ii.  ob  der  Fuss  des  Thurmes  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt.  Lässt  sich  die- 
ser Punkt  nicht  anders  woher  entscheiden,  so  hat  die  Aufgabe  zwei 
Lösungen.   Es  ist  nun  aber  ferner 

c»=flr,3+Äl»— 2«/y,  cos  0-h») 

=  /*J(cot  3cc  +  cot      —  2cot  a  cot  ß  cos  (•-*-*)) 

woraus  sich  sofort  h  und  mit  dessen  Hülfe  unmittelbar  axbxcx  er- 
giebt.  Wollte  man  der  Sicherheit  der  Hechnung  halber  oder  aus 
einem  auderen  Grunde  alle  drei  YVerthe  von  h  berechnen,  so  würde 
die  llechuung  am  schicklichsten  nach  folgenden  trantformirtea 
Ausdrücken  angestellt  werden.   Alan  setze 

a  cot  et  =  a,    b  cot  ß  =  b,    c  cot  /  r=  c 

so  ist 
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i»g  {(fl-.)==bl/(-75 


-f-b  —  c)  (a  —  b-f-c) 

b  -h  c>  (—  a  -f-  b  c) 

  ' 

-4-  b  —  c)  (—  a  -f-  b  -f-  c) 


^f-b-HO  (a  — b-#-c) 

.      ,    .       t  1/(a  —  b-4-c)  (-g  +  b  +  t) 
tang  ;(<7-r-o-4-«0  =  =»=K  (a  +  bH-cHcj-b-c) 

dann  berechne  man  die  Hätäswinkel  9,90,9),  aus  den  Gleichungen: 
cos       c=cos  2/?  cos  2/H-sin  2ß  sin  2^  cos  w 
cos  29,  =  cos  2a  >cos  2^-*- sin  ta  sin  2/  cos  0 
cos  2y,  =cos  2a  cos  20  + sin  2u  sin  20  cos  (0  +  «) 

so  wird 

41  sin     sin  y        b  sin  a  sin  y        c  «in  «  sin  ff 

siü  y,       """""       siu  sin  y, 

woraus  sich  wiederum  «ri*,^  unmittelbar  ergeben.  —  Beispiels- 
halber  füge  ich  noch  die  Resultate  einer  Rechnung  bei,  die  nach 
folgenden  Daten  geführt  wurde: 

c=  1370,059   y  =  9°  54' 

&=z  870, 447   0=10°  35' 

*=  707,295   a  =  12«  14'. 

Dies  gab  zuvörderst: 

C=  120°  11'  8",88  und  c  =  7850,085 

B=  33   18  39,66        b  =  4658,687 

Az=  26   30  11,46        a  =  3262,180. 

Hieraus  ergab  sich  nun  in  dem  einen  Fall,  nämlich  «4  O, 

•  H-«  =  75°  23'25»,96   c,  =1282,52  • 

o  =  42  28  50,00    4,  =1197,98   Az=  223,836 

«  =  32   54  35,96   «,  =  1032,37 

Tür  den  andern  Fall  A^-u  hingegen  wurde 

©-4- «  =  44°  14'  1Ö",28    cl  =2058,26 

o  =  24     8  29,32    ^  =  1922,59   h  —  359,224 

»  =  20     5  46,96   «,  =  1656,81 

gefunden. 


Ich  bemerke  hei  dieser  Gelegenheit,  dass  das  Pothcn ot'sche 
Problem  sich  mittelst  der  von  mir  für  das  geradlinige  Viereck  auf- 
gefundenen  Relationen  ebenfalls  sehr  schnell  und  direkt  lösen  lässt. 
»ehalt  man  nämlich  die  Bezeichnung  des  Vorhergehenden  bei,  in* 
dem  man  den  Fu«spunkt  des  fhurmes  alz  vierten  Funkt  betrach- 
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tet,  der  durch  die  gemessenen  Winkel  o  nnd  u  gefunden  werden 
soll,  so  ist  jederzeit,  wenn  man  zur  Abkürzung  die  Hülfsirrössen 

aßy  mittelst  der  Gleichungen 

«  sin  M  — =  « 
ß  sin  (ß  —  o)  =  ö 
y  sin  (r+ö  +  »)  =  c 
eiufulirt,  unmittelbar  und  ganz  allgemein: 

 /9y  sin  {A  —  u) 


dbVß*  -i-y*  —2ßy  cos  u 

lt  cry  sin  (B  —  o) 

1        ±  \/ a*  -f-  y2  —  2y  cos  o 

 aß  sin  (C-f-  o-i-u)  

± Ko* -f-/f»  —  9a/9  cos  (o •+•«/) 

wobei  von  den  beiden  Zeichen  im  Neoner  stets  dasjenige  genom- 
men werden  mnss,  was  die  Wcrthe  von  axbxcx  positiv  macht. 


XXXIX. 

Einige  Eigenschaften  der  binomischen  Koeffi- 
zienten. 

Von 

Herrn  O.  Schlömilch 

zu  Wien. 


I.  Eine  wichtige  Rolle  spielen  die  Binomialkocfßzienten  bei 
folgender  Untersuchung : 

Es  sollen  die  Bedingungen  aufgefunden  werden,  unter  welchen 
die  beiden  unendlichen  Reiben 

avx-\-  a9a:*  •+•  at&*  •+-  -+-  a„+i&»+*  -f-  . . . .  (1) 

deren  Convergent  vorausgesetzt  wird,  identisch  sind. 
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Man  erhalt  ans  der  »weiten  Reihe  dar  eh  Katwickeluog  aller 
Glieder: 


•  •  • 


•  • . 


(3) 


Folglich  durch  Vergleicbung  mit  (1) 

bx  bJ  =  dl  «4-«,,  Ä,=2£t  —  Ät.*f-«rff .  ..n.  a.  f. 

Diess  scheint  auf  folgendes  Gesetz  zu  deuten: 

&.=(»— l)o0,+(»— l)lÄ3-4-(»— l)aa,-4-.. ..+(»  —  (4) 


Wir  trollen  nan  annehmen,  dass  diese  Relation  für  diesen 
alle  vorhergehendea  Koeffizienten  richtig  sei  und  dann  den  folgen- 
den Koeffizienten  Ah-i  daraus  ableiten.  Durch  Vergleichung  der 
allgemeinen  Glieder  von  (1)  uod  (3)  erhält  man  sogleich: 

—  *ln~\bn  —  ttn^ibn— \  -f-  4$n— 3^»— 9  —  "+*  0*44* 

Folglich,  wenn  wir  jeden  der  Koeffizienten  £*,  £«— t, .  -  •  aus  der 
Formel  (4)  bestimmen: 

//„-Hl  =  l)0a,  -f-(»  — l),a,  -f-(»— 1),«, -f-  I 

— *n-z[(» —  2)0a,  -f-(*  — 2),«,  +  (* — 2),«,  -f-  . « . . .  1 

-h  »i.-3[(»  —  3).a,  -f-(»—  3),«,  -+-  (<•  —  3),«r,      . . .  | 


•  ■  «        *  ■ 


oder,  wenn  wir  diese  Reihen  in  vertikaler  Richtung  suramiren: 

=  — 1)0  —  nn-£»  —  2)0  -f- «»-«(•  —  3)0  -r  \at 

■+■  —  1),  —  -  2),  -f-  is*-i(«  -  3),  —  . . .  .Ja, 

-+-  (s»_i(»  —  1),  —  m„-2(n  —  2),     «u-s(m  —  3),  —  . . .  Ja, 

< 

■+■  

-+-  ***+\ 

Da  nun  #n— i  —  *V  s^sa,, . . .  ist,  so  läsBt  steh'  jede  der  ein- 
geklammerten Reihen  nach  der  bekaanten  Formel 


> 


•  •  •  . 


suroinircn,  indem  man  r  =  0,  1,  2,  .  .  setzt.    So  hat  mau 

=*o«i  +  nta2  -f  -  *2«,  -h  /tnOn+\.   (5)  *) 

Dies«  ist  aber  ganz  das  nämliche  Gesetz,  wie  das  in  (4)  ausge- 
sprochene. Es'  gilt  daher  dasselbe  für  £m-h,  wenn  es  für  6l9 
4„  .  .  .  I*n  richtig  war;  d;  h.  allgemein,  da  es  für  *  ==  1  gilt. 

Diese  schon  für  sich  bemerkeoswerthe  Transformation  einer 
Reihe  lässt  eine  fruchtbare  Anwendung  auf  die  Entwicklung  ver- 
schiedener Eigenschaften  der  Binomialkoeflizienten  zu.  Kann  man 
nämlich  unabhängig  von  diesem  Theoreme  irgend  eine  Funktion 
in  zwei  Reihen  von  den  Formen  (1)  und  (2)  entwickeln,  so  kennt 
man  die  Koeffizienten  a3,  .  . .  und  &m+i.  Da  diese  zugleich 
die  Gleichung  (5)  erfüllen  müssen ,  so  giebt  diese  eine  Eigenschaft 
der  Binomialkoeflizienten  eines  posith'en  ganzen  Exponenten.  Da- 
von einige  Beispiele. 

II.   Es  ist  ideotisch  1  +  .r  =  (1  —  j~)  (1 +  folglich 

a:{  1  —  ( 1  — . fT^Hr^  5  also  wenn  man  beide  Binome 

entwickelt: 


•  ■  ♦  * 


1  1  .  3         1  .  3  .  5  4 

x  — o:  -4-  - — -ac*  —  - — - — -.sc 

2  ^2.4  2.4.6 

■  ■ 


1.3.5....  (2/1-1)  r__ 
••V*^.  2.4.6  (2«)  {l+a:" 

Es  sind  daher,  die  Koeffizienten 

1  .3. 5...  (2»i—  1)    •        '  1  -  1.3 

—  2.4.6  (2«)  '  a*  —  l»  "*  —  —  ~2>  ~2TV 


1.3.5 

.■_  —  ""2.4.6*  *  *  * 

und  nach  (5)  ■  >•    ,  , 

1  .  3  . 5  . . . . . .  (2w  —  r)  _         J_      ?  LJ        1  .3  .5  /Ä 

2.4.6  (2n)  —  *•      2"'  T^^'^^.ö"'"1""  ••W' 

># 

i  n  ii.  ■      i  >  *        -  ■  ► 

•  #     1    ttl  •  I         ■  1  '  *       J  • 

1  X 

III.    Aus  der  identischen  Gleichung  — —  =  1  —  folgt 

Log  f^— £  =  — Log  0  +  *)  — Log  (1  —  f^_— )  und  durch  bei- 
derseitfge  Entwickelnng: 


•)  Dieses  Thgorem  wurde  mir  ohne  Beweis  Ton  Herrn.  Professor  &itnse 
zu  Weimar  uiitgetbeilt;  ■  /...., 


i^igiiizeo  oy 
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=  (— — )     2^~T~)     yv-^-)  +  —      i  +!>*> — l 


.  I  _ .    I   I_    I 

—  ^~|~>      —  *»  a»  —  —  o  1  Ä*  —  3  '  a*  —  —  X*  * 


und  nach  (5) 


Diese  schon  bekannte  Eigenschaft  der  Binomialkoeflizienten  findet 
sich  gewöhnlich  mit  bei  der  Integration  logarithmischer  Differen- 
ziale.  Will  man  einmal  höhere  Aoalysis  zulassen,  so  kann  man 
alle  hier  entwickelten  Formeln  sehr  kurz  mittelst  bestimmter  Inte- 
grale ableiten,  auf  welchem  Wege  sie  auch  gelegentlich  gefunden 
werde». 

IV.  Eine  andere  ähnlich  gebildete  Relation  beruht  auf  der 
Summe  der  Reibe 

I      l      i  [« 

€m  dieses  £  zu  finden  multipliziren  wir  die  Reihe  mit  l-f-ar,  und 
erhalten  so: 

(i+*)is=*-(i-i)*'H-(i-i+|)xM»— r+r-T)f'+" 


>  .  ■ 


.      -   «=  —  l*g  (1  —  x) 

•  «  ■ 

mithin 

- 

—  Log  (1  —  x) 

Ein  zweiter  Ausdruck  für  dieses  S  findet  sich  so.   Es  ist 

-  Ug  (1  -  m)  =  L.g  (1  -  ^  -  L.g  (1  _  j^); 

folglich,  wenn  man  noch  mit  1  +  dividirt  und  die  Logarithmen 
in  Reihen  verwandelt, 

Tkcü  II.  29 
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ftfultiplizirt  man  noch  beide  Werthe  Ten     mit  x,  so  kommt; 
Es  sind  dalier  die  Koeffizienten: 

■  .  t 

£*+.!=——  «,=0,  «a=l,  <*,=—(]  —  --),  «4=0  — 2+J>» 
und 

1       1  1 
-(1—2+7-7)»*+ ) 

V.    Ein  Paar  andere  Relationen  ergeben  sich  ana  den  beiden 

bekannten  Reiben: 

x  Arctao*  =  **— y^-f-y**  — -y»-1  «4-  (10) 

,  Arcton*==(r^)  +  |(r^)»+|^(r^)»  + 

2.4.6..  .(2n)  f{ 

Nehmen  wir  zuerst  »'=jr,  so  folgt 


 "*'S.5.7....(2#»h-1) 

al«o 

2.4.6....  (2n)  .  J_  1  1 

***-1==3.5.7....(2«  +  l)»         *•         —  »»  ••=rT»  a*         T*  ** 

und 

2.4.6....  (2ji)  1  1  1  f|9* 

S.5.7....(2»-*-l)  —  "o-y.+y*. -7*, . 

Z*  X 

VI.  Nehmen  wir  dagegen  7^-^  =  — -r,  also  *«  =  —  j-^-p 
•o  vertauschen  (10)  und  (11)  ihre  Rollen  und  ea  wird: 

--WH*'-rfrW  , 
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^H_1  —  2»-f-i'  °x  —    *»  =  —  y »  «i  =  j75»  •  •  - 


1      _  2  2.1.0  tJ9k 


uud 


was  man  als  die  Umkehrang  der  vorhergehenden  Formel  an 
sehen  kann. 


Xli. 

Berechnung  des  Wheatstone'schen  Versuches 
zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  electrischen  Lichtes. 

Von 

Herrn  J.  Flesch 

Lehrer  der  Mstheao.  und  der  Naturwi&senscb.  an  der  Realschule  tu  Dusseldorf. 

< 


Eine  breite  Metallplatte,  in  Form  eines  Parallepipedon,  mit  zwei 
polirten  Grenzebenen  bewege  sich  um  eine  vertikale  Achse,  welche 
die  Platte  in  der  Mitte  ihrer  Dicke,  den  vier  vertikalen  Seitenflächen 
parallel,  durchsetze.  A  (Taf.  V.  Fig.  6.)  sei  ein  leuchtender  Punkt, 
AO=za  seine  Entfernung  von  der  Drehungsachse,  die  in  O  auf 
der  Ebene  der  Figur  senkrecht  stehe;  OS  der  Durchschnitt  des 
Metall  -  Doppelspiegels  mit  einer  den  leuchtenden  Puukt  enthalten* 
den  Horizontalebenc ;  A*  und  A"  die  Bilder  des  leuchtenden  Puok- 
tes  für  die  Lagen  des  Spiegels  OS  uod  OSn\  es  sei  ferner  der 
Drebungswinkel  des  Spiegels  S'OSn=za.  Dann  ist  auch  A'AA"=m. 
uod  Ap  =  a  cos  a;  folglich  AA"=z2a  cos  oj  mithin  ist 

rss2a  cos  a  . . .  (I.) 

die  Polargleichung  der  Kurve,  welche  das  Bild  des  leuchtenden 
Punktes  beschreibt,  der  Pol  derselben  der  leuchtende  Punkt  selbst. 
Auf  rechtwinklige  Coordinaten  vom  Anfangspunkt  A  und  der  j^b- 
acissenacbse  AO  bezogen  nimmt  dieselbe  die  Gestalt 

29« 
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y*=2«4r  —  je*  (II.) 

an,  stellt  also  einen  Kreis  dar,  dessen  Radius  a  ist.  Jeder  Punkt 
einer  leuchtenden  Linie  wird  also  bei  der  Umdrehung  eines  ebenen 
Spiegels  um  eine  durch  seine  Mitte  gebende  Achse  einen  Kreis 
beschreiben,  dessen  Radius  gleich  ist  der  Entfernung;  des  Punktes 
von  der  Rotationsachse.  Ist  die  leuchtende  Linie  eine  Grade  und 
parallel  der  Umdrehungsachse-  des  Doppelspiegels,  so  ist  die  von 
ihrem  Bilde  beschriebene  Fläche  ein  senkrechter  Cylinder,  dessen 
Basis  ein  Kreis  ist,  der  als  Radius  die  Entfernung  irgend  eines 
leuchtenden  Punktes  von  der  Umdrehungsachse  und  zur  Höbe  die 
Länge  der  Lichtlinie  selbst  hat.  Das  Bild  dieser  Linie  durchstreicht 
nach  und  nach  alle  Seiten  der  Cvlinderfläche.  Geschieht  die  Be- 
wegung des  Spiegels  so  schnell,  dass  zu  einer  ganzen  Umdrehung 
höchstens  so  viel  Zeit  erfordert  wird,  als  der  Lichteindruck  auf 
der  Netzhaut  des  Auges  andauert:  so  selten  wir  auf  einmal  alle 
Cylinderseiten,  folglich  die  ganze  Cvlinderfläche ,  erleuchtet.  Nen- 
nen wir  das  eben  bezeichnete  Maximum  der  Umdrehungszeit  t>  so 
werden  wir  für  die  Umdrehungszeit  nt  nur  den  nten  Theil  der 
ganzen  Cylinderfläche  erleuchtet  sehen,  welcher  über  die  ideale 
Fläche  eine  progressive  Bewegung  hat.  Wäre  die  EmpGndung 
des  Lichteindruckes  im  Momente  des  Entstehens  augenblicklich 
auch  wieder  verschwunden,  so  würden  wir  bei  jeder  beliebig  schnel- 
len Bewegung  des  Spiegels  immer  nur  eine  leuchtende  Seite  der 
Cylinderfläche  wahrnehmen. 

'    ,  »  .  . 

2. 

Es  sei  nun  (Taf.  V.  Fig.  7.)  AB  =  a  der  von  dem  leuchten- 
den Punkt  zn  durchlaufende  Weg,  v  dessen  Geschwindigkeit,  f 
die  Zeitdauer  des  l.ichteindrnckes;  dann  ist  AlU^=.vt'  der  Weg, 
den  der  leuchtende  Punkt  in  der  Zeit  f  durchlauft;  wenn  derselbe 
also  in  M  anlangt,  erlischt  sein  Findruck  in  A  und  die  leuchtende 
Linienlänge  AM=:vt'  scheint  sich  jetzt  mit  der  Geschwindigkeit 
v  längs  AB  nach  ß  hin  zu  bewegen;  denn  nach  einer  gewissen 
Zeit  t  hat  der  Punkt  A  den  Weg  vt  zurückgelegt  and  das  vom 
Punkte  A  angerechnete,  schron  erloschene  Stück  der  leuchtenden 
Linie  beträgt  offenbar  {t  —  C)v\  folglich  ist 

ve-((—(')v=vf 

die  übrig  bleibende  leuchtende  Linieolänge,  also  unabhängig  von 
/.  Für 

/'  =  0 

ist  dieselbe  auch  =0,  und  der  leuchtende  Punkt  scheint  aich  also 
mit  der  Geschwindigkeit  t>,  ohne  eine  Spur  zu  hinterlassen,  von  A 
nach  B  hin  zu  bewegen.    Es  sei  nun 

*'=0 

und  c  die  Rorattansgcschwindigkeit  des  Spiegels;  dann  bat  nach 
einer  gewissen  Zeit  t  der  leuchtende  Punkt  den  Weg 

AM=pt 

und  der  Spiegel  den  Bogen 

MN^ct 
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beschrieben;  folglich  scheint  der  leuchtende  Punkt  durch  die  Be- 
wegung des  Spiegels  statt  in  M  in  N  sich  zu  befinden  und  den 
Weg  AN  durchlaufen  zu  beben,  während  er  doch  wirklich  den 
Weg  AM  zurückgelegt  hat.  Seine  scheinbare  Geschwindigkeit 
auf  dem  Wege  AP  zur  wahren  Geschwindigkeit  auf  dem  eigent- 
lich durchlaufenen  Wege  AB  verhält  sich  wie 

....  (III.) 


■ 

ist  also  grösser  geworden. 
Ist  nun  aber 


*'>0, 


dauert  also  der  Lichteindruck  eine  Zeit  lang  fort,  so  erscheint  z.  B. 
wenn  der  leuchtende  Funkt  in  M  anlangt,  sein  Bild  in  JV.  Nnn 
dauert  aber  der  Lichteindruck  in  A  während  t  Sekunden  fort;  der 
Spiegel  beschreibt  während  dieser  Zeit  den  Bogen  cf,  folglich  be- 
schreibt auch  das  Bild  des  leuchtenden  Puoktes  M  von  N  aus 
einen  gleichen  Bogen  ci*.  Der  leuchtende  Lichtweg,  welcher  für 
/>  =  0  eine  blosse  Linie  AP  ist.  wird  also  für  <'>0  ein  Paralle- 
logramm sein,  dessen  andere  Dimension  folglich  c/,  gleich  dem 
Produkte  der  Rotationsgescbwindigkeit  in  die  Zeitdauer  des  Licht- 
eindruckes ist;  also  unabhängig  von  v. 

Ks  sei  nun  a  der  Winkel,  um  welchen  das  Bild  der  leuchten- 
den Linie  von  der  vertikalen  Lage  abgelenkt  erscheint;  dann  ist 
offenbar 

c  =  v  lang  a  (IV.) 

und  hieraus  ergiebt  sich  die  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes 


 (V.) 


tang  a 

Macht  z.  B.  der  Doppelspiegel  in  1  Sekunde  »Rotationen,  so  wird 
das  Bild  eines  leuchtenden  Punktes  in  derselben  Zeit  2*  Kreisum- 
fauge  durchlaufen;  ist  der  Radius  des  Kreises  =r,  so  ist  also  der 
in  1  Secunde  von  dem  Bilde  des  leuchtenden  Punktes  beschrie- 
bene Weg 


und  dieser  Werth,  in  die  Formel  (V.)  substituirt,  gibt 

•  =  •"<*•> 
3. 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  das*  unter  übrigens  gleichen 
Umständen  die  zu  bestimmende  Geschwindigkeit  des  leuchtenden 
Punktes  um  so  grösser  ist,  je  weniger  sich  das  Bild  seines  Licht- 
weges von  der  vertikalen  Lage  entfernt.  Bliebe  letzteres  bei  jeder 
beliebig  grossen  Rotationsgeschwindigkeit  des  Metallspiegels  und 
jeder  möglichen  Entfernung  der  leuchtenden  Linie  von  der  Um- 
drehungsaebse  stets  senkrecht,  so  könnte  die  gesuchte  Geschwin- 
digkeit nur  unendlich  grast  sein.   Da  aber  eine  absolut  unendlich« 
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Geschwindigkeit  in  der  Natur  kaum  denkbar  ist,  so  muss  in  jeden 
besondern  Falle  eine,  wenngleich  für  unser  Auge  selbst  nicht  wahr- 
nehmbare und  für  unsere  Instrumente  nicht  messbare,  Abweichung  des 
leuchtenden  Bildes  von  der  normalen  Lage  notbwendig  vorbanden 
sein;  und  es  wird  nunmehr  blos  darauf  ankommen,  durch  eine  ge- 
schickte Wahl  der  bedingenden  Umstände  dieselbe  möglichst  gross 
zu  machen.    Dieses  erreicht  man  aber  in  vorliegendem  Falle,  wie 
Formel  (VI.)  zeigt,  wenn  man  n  und  r,  d.  b.  die  Umdrehungsge- 
schwindigkeit des  Spiegels  und  die  Entfernung  der  leuchten  den 
Linie  von  der  Rotatioosachse  so  gross  nimmt,  als  es  angeht.  Will 
es  aber  dennoch  nicht  gelingen,  eine  merkliche  Abweichung  des 
Bildes  von  der  vertikalen  Lage  mit  Bestimmtheit  nachzuweisen, 
und  weiss  man  ausserdem ,  dass  ein  gewisser  Inklinationswinkel 
tc  den  Messungen  nicht  entgehen  könnte:  ho  hat  man  wenigstens 
ein  Maximum,  welches  die  wirklich  vorhandene  Abweichung  nicht 
erreicht,  und  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichung  (VI.) 
ein  Minimum,  welches  die  verlangte  Geschwindigkeit  nothwendig 
übertrifft.    Ks  ist  dieses  dasselbe  Verfahren ,  wozu  man  bei  Unter- 
suchung der  Phänomene  der  Natur  so  oft  seine  ZuBucht  nimmt, 
wenn  direktere  Wege  noch  nicht  zu  Gebote  stehen,  so  z.  B.  bei 
Bestimmung  der  Parallaxe  und  Entfernung  der  Fixsterne. 

Bekanntlich  hat  Wbeatstone,  dem  wir  so  manche  sinnreiche 
Versuche  im  Gebiete  der  Naturwissenschaften  verdanken,  die  im 
Vorhergehenden  besprochene  Idee  zuerst  angeregt  und  zur  Bestim- 
mung der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  klectricit&t  benutzt. 
Denkt  man  sich  nämlich  die  Licbtlinie  AB  (Art.  2.)  erzeugt  dnreh 
einen  elektrischen  Funken,  der  zwischen  zwei  senkrecht  über  ein- 
ander liegenden  Metallkugeln  von  A  nach  B  überspringt,  lässt  je- 
doch im  Uebrigen  Alles  ungeändert  und  giebt  nun  jeder  der  bei* 
den  Kugeln  eine  Entfernung  r=\  Meter  von  der  Umdrehungsacbse 
und  dem  Doppelspiegel  eine  Geschwindigkeit  von  j»  =  50  Rotatio- 
nen wahrend  1  Zeitsekunde:  so  ist  also 

knnr        800  .  3,1415926 
tang  a  taug  « 

Der  Winkel  a  der  Abweichung  des  leuchtenden  Bildes  von  der 
vertikalen  Lage  ist  durch  direkte  Messung  zu  ermitteln.  Hier  fol- 
gen einige  correspoodirende  Werthe  too  a  und  v. 

Für  o  =  30*  ist  nämlich  t>=      38  geographische  Meilen 


o=20/  - 

e»=  58 

a  =  10/  - 

vz=  116 

a=  5'  - 

t=  211 

a=  r  - 

v=  1164 

a  =  30"  - 

v=  2328 

■ 

r 

— 

a  =  lG"  - 

-      v=  6080 

a=  1"  - 

-      v  =  69800 

-die  geographische  Meile  su  7420  Meter  gerechnet.    Dieses  ist  Re- 
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sultat  der  Rechnung;  der  Versuch  aber  zeigt  anter  den  angeführ- 
ten Bedingungen  das  Bild  der  leuchtenden  Linie  vollkommen  ver- 
tikal* wai  uns  also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  elektrischen  Lichtes  ausserordentlich  gross  sein 
müsse»  so  dass  wir  auf  diesem  Wege  nicht  im  Stande  zu  sein  schei- 
nen, dieselbe  numerisch  zu  bestimmen.    Wbeatstone  hat  deshalb 
diesen  Versuch  dahin  abgeändert,  dass  er  dem  Oben  beschriebenen 
Spiegelapparate  6  gleich  grosse,  auf  derselben  Vertikalliuie  befind- 
liche, Metallkugel u  gegenüberstellt  (Taf.  V.  Fig.  8.),  von  denen 
die  erste  a  mit  der  äusseren  Belegung  eines  geladenen  Condensa- 
tnrs,  z.  ß.  einer  Leidener  Flasche,  die  beiden  folgenden  h  und  ct 
so  wie  d  und  ey  aber  dureb  2  Messingdrähte  von  gleicher  und  mög- 
lichst bedeutender  Länge  mit  einunder  verbunden  sind.    In  dem 
Augenblicke  nun,  wo  man  die  Ku^el  /"mit  der  inneren  Belegung 
der  Flasche  in  Verbindung  setzt,  zeigen  sich  3  elektrische  Funken, 
welche  von  a  nach  b>  von  c  nach  a  und  von  e  nach  f  übersprin- 
gen.   Jeder  derselben  bildet  eine  senkrechte  Licbtlinie,  deren  Bild 
vollkommen  vertikal  erscheint.    Das  Auge  erkennt  die  3  Funken 
als  gleichzeitige,  aber  der  Spiegel  zeigt  durch  Reflexion  die  Bilder 
der  beiden  äusseren  in  derselben  Vertikallinie,  das  Bild  des  mittle- 
ren hingegen  merklich  von  dieser  Linie  entfernt.    Hieraus  scblie-* 
ssen  wir,  dass  die  beiden  äusseren  Funken  genau  in  demselben 
Augenblicke  überspringen,  der  mittlere  dagegen  um  eine  nicht  zu 
vernachlässigende  feeitgrüsse  gegen  die  andern  verspätet  ist.  Und 
dieser  Zeitraum  ist  offenbar  derselbe,  den  die  ßlectricität  gebraucht, 
um  einen  der  beiden  Metalldrähte  6gc  =  (Me  —  p  Meter  zu  durch- 
laufen.   Misst  man  nun  den  Bogen  cd  —  n  Meter,  den  während 
derselben  Zeit  der  Spiegel  durchlaufen,  so  findet  man  die  gesuchte 
Geschwindigkeit  des  elektrischen  Flutdums  durch  die  Proportion 

v  :  \nnr  z=zp:tf\ 

folglich  ist 


r==2— d  Meter>  (V1l.) 

9 

Auf  diesem  Wege  fand  Wbeatetoae,  dass  die  Electricität  auf 
einem  Messingdrahte  von  0,002  Meter  Dicke  mit  einer  Geschwindig- 
keit von  ungefähr  460000000  Meter=02000  geographischen  Meilen 
in  1  Secunde,  also  bei  weitem  schneller  als  das  Licht,  sich  fort- 
pflanze. Man  vergleiche  Lame*  Cours  de  pbysique  de  l'ecole  poly- 
teebnique.  717. 

Ich  weiss  nicht,  ob  ich  mich  täusche;  aber  mir  scheint  dieser 
Versuch  ein  nicht  unwichtige«  Element  zu  JSunsten  der  Symraer'schen 
Hypothese  über  die  Elektricität  zu  enthalten}  denn  die  Gleichzeitig- 
keit der  beiden  äusseren  Funken  und  die  Verspätung  des  mittleren 
gegen  jene,  so  wie  überhaupt  die  Symmetrie  der  Erscheinung,  von 
der  Mitte  aus  betrachtet,  scheinen  auf  zwei  verschiedene,  eiuander 
gegenseitig  entgegenströmende  und  in  der  Mitte  sich  neutraiisireode 
Fluida  hinzudeuten;  —  jedoch  sei  diese  alte  Streitfrage  Männern 
von  gediegenerem  Urtbeil  übergeben. 
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XLI. 

Mathematische  Bemerkungen 

Von 

Herrn  J.  Flesch 

Lehrer  der  Mathem,  und  der  Naturoissensch.  aa  der  Realschule  xu  Düsseldorf. 


Es  seien  a,  b  und  c  die  drei  Seiten  eiocs  Dreieckes  und  der 
Kürze  halber 

a -f- £ -t- c  =  2ar, 
■o  ist  der  Inhalt  des  Dreieckes 

J=Y"("  —  «)  (•»—'*)  (»  —  *)• 
Bezeichnet  man  nun  die  Radien  derjenigen  drei  Kreise,  von  de- 
nen der  erste  mit  dem  Dreieck  gleichen  Inhalt,  der  andere  gleichen 
Umfang  hat  und  der  dritte  demselben  eingeschrieben  ist,  respective 
durch  r,  Q  und  0',  so  hat  man  zur  Bestimmung  dieser  drei  Grössen 
bekanntlich  die  Gleichungen 

4  

_Vu(u  —  a)  (u  —  /j)  (u  —  c) 

* 

Q  =  —  und 

 ~Vz  

und  hieraus  folgt 

Der  Radius  desjenigen  Kreises,  welcher  mit  einem  Dreieck 
gleichen  Inhalt  hat,  ist  also  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  den  Radien  derjenigen  beiden  kreise,  von  denen  der  eine 
mit  dem  Dreieck  gleichen  Umfang  hat,  der  andere  demselben  ein- 
gesehrieben ist. 


Es  sei  P  eine  durch  eine  Parallelebene  mit  der  Basis  abge- 
stutzte «seitige  Pyramide,  B  und  b  ihre  Grundflächen  und  h  ihre 
Höhe,  so  ist 
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P=\\B  +  b-{-VBl\  (1) 

Denn  zerlegt  man  dieselbe  in«»  dreiseitige  Pyramiden,  ao  hat 
man  (Elements  de  ge'ome'trie  par  Legendre  VI.  prop.  21)  unter 
ähnlichen  Bezeichnungen  folgende  Gleichungen: 

■  * 

f/'  =  y{Ä"  (2)  2 

^"  =  y{Ä,ff-r- +VWW\  u.  a.  w. 

mithin 

^r-^-f-^-f-etcrs  y{  ^+  Ä"-4-iT+  etc.)  4-  *"'-f-  etc.) 

''  •     

Nun  aber  ist  offenbar 

P' + p" -f- ff  -f-  etc.  =  P 
B'  -f-  B"  -f-  ß"'  -f-  etc.  =s  Ä 
*-r-^-f-A'"-f-erc.:=* 


ial 

\\B  +  b  +  {VWP+V/WF  +  \/WF'  +  *tc.)\.  (4) 
Eg  muas  also  noch  gezeigt  werden,  dass 

Kg? =l/(/r-T-ir-T-2r+ etc.)  (4' ■+- tr -+- etc.) 

—  l/Z^-r-  V^ZF^>f-  V^FW'-t-etc  (5) 

Aber 

y  =  -y:  =  -^r  =  etc.,  mithin  (Archiv.  Th.  I.  S.  292.)  ist  auch 
&  +    I? 

wenn  man  beideraeita  mit  (^-+-Äw-f-^-f-etc.)a  multiplizirt, 
(B'+B''+B'"+*tc.)  (^-r-*T-^wH-etc.)==y(Ä'-|-^H-^-H5tc.)»;  alio 
\Z(IT+B»+B«-+-*tQ.)  (^'^w+etc.)==(^^^^c.)|/~ 

l^W-f-  V/Ä^-f-  etc., 

Bs  gilt  also  dieser  merkwürdige  Satz  (1),  welcher  in  den  Lehr- 
büchern der  Geometrie  gewöhnlich  nur  für  dreiseitige  Pyramiden 
bewiesen  wird,  für  jede  beliebige  Anzahl  von  Seitenflächen. 
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XLII. 

■ 

Miscellen. 


In  Nr.  446.  der  astronomischen  Nachrichten  hat  Herr 
Thomas  Clausen  eine  sehr  bemerkenswertbe  Auflösung  des  irre- 
duciblen  Falls  bei  den  cubischeo  Gleichungen  durch  die  Ketten- 
brüche gegeben,  welche  ich  im  Folgenden  mittheilen,  und  mit  eini- 
gen zuf  strengen  Begründung  dieser  schönen  Methode  mir  nöthig 
scheinenden  Zusätzen  begleiten  werde. 

Die  gegebene  cubische  Gleichung  sei 

wo  a  und  b  positive  Grössen  sindx  und  27£*<4a*  ist.  In  diesem 
Falle  hat  die  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  von  denen  jederzeit 
die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind,  welches  am 
einfachsten  aus  der  bekannten  Lösung  dieser  Gleichung  durch  die 
gootometrischen  Formeln  erbellet,  welche  wir  daher  hier  im  Kur- 
zen recapituliron  wollen  *): 

Man  bestimme  den  zwischen  0  und  \x  liegenden  Bogen  y, 
welcher  der  Gleichung 

co.y  =  -J/- 
genügt,  welches  immer  möglich  ist;  dann  sind 
2cos  \<p  .  j/f ,  -  2co.  ±(*  -f- <p)  .  |/y ,  -  2cos  {(*  -  f)  .  |/f 


die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 
Setzt  man  nun 

=  «nd  -|( J-)»  =  c, 

so  verwandelt  sich  die  gegebene  Gleichung,  wie  man  leicht  findet, 
in  die  folgende: 

y*  —  3y— 2<r  =  0. 
Weil  27£*<4o»  ist,  so  ist 


T  .  JT<1,  d.  1.  (-2)»  (-)•<?!. 


und  folglich  auch 


")  M.  s.  u.  A.  meine  Elemente  der  ebenen,  sphärischen  und  sphü 
roidischen  Trigonometrie,  Lsipsig.  18*7.  S.  325. 
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woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass  die  Gleichung 

auch  zum  irreduciblen  Falle  gehört»  und  daher  drei  reelle  Wurzeln 
hat,  von  denen  die  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  «ii 
welches  übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  Formel 

—ft/r 

geschlossen  werden  kann,_da  x  nur  einen  reellen  positiven  Werth, 
und  zwei  re  " 


reelle  negative  Werthe  haben  kann.   Setzt  man  jetzt 


2 


and  fuhrt  dies  in  die  obige  Gleichung  für  y  ein,  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  von  yx  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

oder,  wenn  man 

setzt,  die  Gleichung 

Da  nach  dem  Obigen  c<l  ist,  io  ist  offenbar  auch  und 
die  vorhergebende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum  irreduci- 
blen Falle,  so  dass  also  auch  yx  drei  reelle  Werthe  bat,  von  denen 
der  eine  jederzeit  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind.  Setzt 
man  nun  ferner 


und  fuhrt  dies  in  die  obige  Gleichung  für  y,  ein,  so  erhält  man 
ganz  wie  vorher  zur  Bestimmung  von  y%  die  Gleichung 


setzt,  die  Gleichung 

ya'-ty,—  2c3  =  0. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden  cr<  1  ist,  so  ist  offenbar  auch 
c,<:l,  und  die  vorstehende  Gleichung  gehört  folglich  wieder  zum 
irreduciblen  Falle,  so  dass  also  y,  drei  reelle  Werthe  hat,  von  de- 
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neu  der  eine  positiv  ist,  die  beiden  andern  negativ  sind.  Wie  man 
auf  diese  Art  inner  weiter  geben  kann  unterliegt  keinen  Zweifel 
Setxt  nan  also 

b  s 


*  » 


i 

(  U.  8.  W. 


und  läsit  jetzt 


y,  yIf  ysl  y„  yn 

die  reellen  positiven  Wurzeln  der  Gleichungen 

y«—3y  —  &?  =  0, 
y»$-3y,  -2c,  =0, 

i  U.  8.  W. 

,  y*%  —  3y„  — 2c„  =  0 

bedeuten,  was  offenbar  verstattet  ist;  so  ist  nach  den  Vorher- 
gehenden 

,  2c, 

u.  s.  w. 
y„_l=l-4-— ; 


folglich 


1+  — 
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Weil  nach  dem  Vorhergehenden  elt  eit  ct,c4,...cm  und  auch 
«/*,  wie  gross  man  auch  *  annehmen  mag,  lauter  positive  Grössen 
sind;  so  ist,  wenn  man 

•  .  *  -r- , — — — 

i  -t- . . . 

■etat,  nach  der  Theorie  der  Kettenbrüche  y  swiscfaen  jeden  xwei 
einander  benachbarten  Partialbrüchen  des  Kettenbruchs  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  als  Grämen  enthalten ,  und 
dieser  Ketteobrucb  kann  also  zur  annähernden  Berechnung  von  y 
sehr  zweckmässig  gebraucht  werden.  Hat  man  aber  auf  diese 
Weise  y  gefunden,  so  erhält  man  ferner  mittelst  der  Formel 


sehr  leicht  die  reelle  positive  Wurzel,  welche  die  Gleichung 


.  .  •  » 


irreduciblen  Falle  jederzeit  hüben  muss. 
Zur  Berechnung  der  Zähler  und  Nenner 


»o>  m i >  mn  mi>  m*>  *n  •  •  •  •! 

■  - 

*•©>  *n  *•»>  **»  "4»  **»»•••• 


des  oben  für  y  gefundenen  Kettenbruchs  hat  man  nach  der  Theorie 
der  Kettenbrüche  bekanntlich  die  folgenden  Formeln: 


*i0  =  l, 

«,  =  1  +  2*,, 

m3  =  »»,  -+- 2c3m0, 


und 


W»4    -T-  «^"ll 

••1  =  *»4  H-2c»«*i» 

u.  s.  w. 

«.  = 
»,  =  Ii 

»,==»,.+  2c#*o 
»,=±sji,-t-2t«»a, 
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m0z=2cl 

mt  ~~  *C,  •        •  /*»» 
m%=s2el  .2c,  .2c,  .»„ 
m,  =  2c,  .2c,  .  2c,  .  2c4  .  p„ 
mA=z1ct  .  2c,  .2c,  .  2c4  .  2c,  ./», 
•»,=2c,  .2c,  .2c,  .2c4  .2c,  ,2c. 

r.  s.  w.  - 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

« 

ot,=2c1  ,2c,  .(/*,-*-**,), 

«i,  =  2c,  .  2c,  .  2c,  .  (/*,  -f-f»4), 

•*«  =2C|  .  2c,  .  2c,  .  2c  4  .  Qt*4  + 

»,=2c,  ,2c,  .2c,  .2c4.2c,  + 

U.  I.  w.  - 

und  folglich,  wenn  man  diese  Ausdrücke  von       m„  «i4,  «»,,  

mit  den  vorhergebenden  Ausdrücken  derselben  Grössen  vergleicht, 
offenbar: 

2c,  .fi4  =/*,-r-/t*„' 

f*.  =/*,-+- /a4, 
2c,vf*,=/*4+^„ 

2c,  .^rrr^.-f-^,, 
u.  s.  w. 

folglich 

#*4  —    2c,  • 
—    2r4  ' 
^  2c,  » 

n.  s.  w. 

Weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

^,~~2cl»  2ct.2c, 
ist;  so  ist,  wenn  man  Mo  =  0,  /*,=!  setzt, 


Setit  man  nuf  ähnliche  Art 
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#e==2c,  .*„ 

it,  =  2c,  .  2c, 
»,  =  2c,  .  2c, .  2c,  .  r4, 
«,=2c,  2c, .  2c,  .  2c4  .  v%t 
»4  =2^  .  2c,  ,  2c,  .  2c4  .  2c,  .  v„ 
nt  =  2c,  .  2c,  .  2c,  .  2c,  .  2c,  .  2c,  .  v1t 
u.  b.  w. 

■o  ist  nach  dem  Obigen 

»,  =2c,  .  2c,  .  (v,  •+-  v,), 

«,=2<:,  .2c,  .2c,  .{f.-r-M. 

««  =  2c,  .2c,  .2c,  .2c4.(v* 

»,  =s2c,  .  2^  .  2c, .  2c,  .  2c, .  (',- -*•»•). 

H.  8.  W. 

2«,  .v4=va-f-*„ 
2c,  .y,  =k, 
2c,  .*,=i'4-*-v„ 
2c,  .  v7  =v,  H-v., 

U.  8.  W. 


"•  —  -"ST» 


folglich 


2c.  ' 


U.  8.  W. 

Weil  nach  dem  Obigen  offenbar 

 1__  1 

V*  —  2c,»  r«  — 2c,  .2c, 

ist;  so  ist,  vrenn  man  va  =  1,  v,  c=0  setzt,  . 


**  —    2c,    >  '«^    2c,  ' 
Ueberhaupt  bat  man  also  zur  Berechnung  der  Grössen 

f*o*  Mi»      /*»»  ^«»  #*«»•••.; 


*\>J  VIJ  *»>  *«>  V$*  • 


•  •  • 


die  folgenden  Ausdrücke: 
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f*o=0,        >\>  =  1; 
=  1,  *,=0; 


p*  —    2c,    »    » —    2c,  ' 


—    2c,  2c,  » 

2c4  2c«  > 


•  2c,    >  v<—    2c,  » 

U.  S.  W.  0.  8.  W. 

Hat  man  auf  diese  Weise  die  in  Rede  stehenden  Grössen  berech- 
net, so  sind  die  Partialbrüche  des  oben  für  y  gefundenen  Ketten- 
bruchs offenbar  nach  der  Kcihc: 

•    .  *, 

tl   f*    Ps    (h  P* 

»:  y:  *s  

Clausen  bat  seine  Methode  erläutert  und  ihre  Zweckmässigkeit 
nachgewiesen  an  dem  aus  dem  Mathematischen  Wörterbucbe. 
Thl.  I.  S.  390.  entlehnten  Beispiele 

a:'  — 2100  ar  — 24000  =  0, 


wobei  wir  jedoch  hier  nicht  länger  verweilen  wollen,  da  die 
nung  nach  den  obigen  Formeln  keine -Schwierigkeit  hat. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Frössen  c,  c,,  cs,  c,,  c4,  .  . .  . 
sämmtlich  kleiner  als  die  Einheit.  Leicht  kann  man  aber  auch 
zeigen,  dass  dieselben  fortwährend  wachsen,  und  sich  daher  der 
Einheit  immer  mehr  und  mehr  nähern.   Es  ist  nämlich  überhaupt 


r„+1  =  i/  ■  ^ 


2 

und  folglich  

Ci-H   (  1  / 1  -f-C«   1  /  1      ,  1_ 

Cn  V    2c»  V  2cn  ~*~  2c«»* 

Weil  nun  c»<!l,  also  auch  c*  «<1  ist,  so  ist  2c„-<2,  so  wie 
2c„*<2,  und  folglich  ,  .  u  ; 

2c«  *^  2*  2c«*  *^  2» 
also    .  . 

2c„"*"2cv>1,  r^  +  v>1' 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

•  . ,  •     t  • .     * .  •  ■     ' .  '  • 

^  >  1  oder  c„+i  >  c, 

Cw 

wie  behauptet  wurde.  G. 
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Einleitung  in  die  Mathematik.  Methodik. 


£ncy  clopädische  Uebersicht  der  Mathematik  nach 
Begriff,  Methode,  Nutzen,  Kintheilung  und  Lehrvor- 
trag derselben.  Von  Dr.  Joh.  Jos.  Isrn.  Hoffmann.  Frank- 
furt a.  M.  1841.   8.   8  ggr. 

Ueber  den  mathematischen  Unterricht  in  Real-Schu- 
len  von  J.  A.  Pflanz.   Stuttgart.  1841.   8.   6  ggr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien  von  Carl 
G us tav  Wunder ,  Prof.  au  der  Königlichen  Landesschule 
St.  Afra  in  Meissen.  Vierter  Thcfi.  Die  Stereometrie, 
ebene  und  sphärische  Trigonometrie  und  die  Lehre  von 
den  Kegelschnitten.  Mit  eilf  Figurcntafe4n.  Leipzig. 
1841.   8.   2  Thlr. 

Mit  diesem  vierten  Theile  ist  dieses  Werk,  welches  wir  für 
eins  der  gründlichsten  und  vollständigsten  der  in  neuerer  Zeit  er- 
schienenen Lehrbücher  der  Elementar -Mathematik  halten,  beendigt. 
Ueber  die  Art,  wie  dasselbe  bei'm  Unterrichte  auf  Schulen  mit  dem 
meisten  Erfolg  zu  gebrauchen  ist,  hat  sich  der  Herr  Vf.  in  den 
Vorreden  zu  den  verschiedenen  Theilen  mit  vollkommener  Deut- 
lichkeit ausgesprochen,  und  dadurch  selbst  am  besten  die  Zweck- 
mässigkeit seines  ganzen  Plans  den  Lesern  vor  die  Augen  geführt. 
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Der  vorliegende  vierte  Theil  enthält  manches  Eigentümliche,  wie 
z.  B.  eineu  allgemeinen  Beweis  der  bekannten  Ausdrücke  für 
sin  (adhr/?)  und  cos  (ar+rj^),  Einiges  in  der  Behandlung  der  Ku- 

?;cldreicckc,  in  der  analytischen  Darstellung  der  Lehre  von  deo 
minien  des  zweiten  Grades,  u.  s.  w.  In  der  Trigonometrie  nament- 
lich sind  die  den  verschiedenen  Aufgaben  beigefügten  vollständig 
ausgerechneten  Beispiele  eine  sehr  zweckmässige  Zugabe  und  ge- 
währen jedenfalls  dem  Lehrer  grosse  Erleichterung  bei'm  Unter- 
richte. Auch  hat  der  Herr  VC  überall,  wo  es  die  Natur  des  Ge- 
genstandes gestattete,  die  Anwendungen,  welche  sich  von  den  vor- 
getragenen theoretischen  Lehren  machen  hissen,  besonders  berück- 
sichtigt, welches  der  Belebung  des  Vortrags  und  der  Erhöhung  des 
Interesses  der  Schüler  an  dem  mathematischen  Tnterrichtc  nicht 
anders  als  äusserst  förderlich  sein  kann.  Gutes  Papier  und  deut- 
licher Druck  dienen  dein  Buche  ebeuf.JIs'  sehr  zur  Empfehlung. 

- 

Vollständiger  Lehrkurs  der  reinen  Mathematik  von 
L.  B.  Francoeur.  Nach  der  vierten  verbesserten  und  ver- 
mehrten Original- Ausgabe  (1837)  aus  dem  Praa-^öaischen 
übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  Zusätzen  versehen, 
von  Dr.  E.  Külp,  Lehrer  der  Math,  und  Physik  an  der 
höhern  Gewerbschulc  zu  Durmstadt.  Ersten  Bandes 
erstes  Buch.  Die  Arithmetik.  Ersten  Baudes  zweites 
Buch.  Die  niedere  Algebra.  Ersten  Bandes  drittes  Buch. 
Die  EI ementar- G eo nietrie.  Ersten  Randes  viertes  Buch. 
Die  analytische  Geometrie  in  der  Ebene.  Zweiten  Ban- 
des erstes  Buch.  Die  höhere  Algebra.  Bern,  Chur  und 
Leipzig.  1839—1841. 

Francoeur's  Werk  über  die  gesammte  reine  Mathematik  ist  in 
Deutschland  hinreichend  bekannt  und  in  Frankreich  wegen  seiner 
Deutlichkeit  und  Vollständigkeit  sehr  beliebt,  wovon  schon  die  wie- 
derholten Auflagen  desselben  hinreichend  zeugen.    Seine  üebertra- 

Sung  in's  Deutsche,  wenn  wir  dieselbe  auch  nicht  gerade  für  ein 
edurfniss  halten  können,  erscheint  doch,  wie  auch  der  Herr  lieber- 
setzer  in  der  Vorrede  bemerkt,  dadurch  gerechtfertigt,  weil  wir  im 
Deutschen  unsers  Wissens  kein  Werk  besitzen,  in  welchem  sieb 
die  gesammte  reine  Mathematik  von  ihren  niedrigsten  bis  zu  ihren 
höchsten  Theilen  in  einem  systematischen  Zusammenhange,  wie 
dies  in  dem  Werke  von  Francoeur  versucht  worden  ist,  dargestellt 
findet.  Wir  glauben  daher,  dass  in  dieser  Beziehung  die  vorlie- 
gende Uebcrsetzung,  welche  als  solche  nichts  zu  wünschen  übrig 
zu  lassen  scheint,  der  französischen  Sprache  unkundigen  Lesern 
erwünscht  und  angenehm  sein  wird.  In's  Einzelne  einzugehen, 
verbietet  uns  hier  um  so  mehr  die  Beschränktheit  des  Raums,  je 
mehr  wir  uns  vorauszusetzen  berechtigt  halten ,  dass  das  Original 
auch  in  Deutschland  längst  hinreichend  bekannt  ist.  Der  Herr 
Ccbcrsetzer  wird  gewiss  auch  die  noch  übrigen,  die  höhere  Analy- 
sis  betrefl'enden  Theilc  bald  folgen  lassen. 

Lehrbuch  der  Mathematik   und   Physik   für  staati- 
und    landwirtschaftliche    Lehranstalten     und  käme 
ralisteo  überhaupt  von  J.  A.  Grunert.     Zweiter  Theil- 
Zweite  Abtheilung.    Geodäsie  oder  die  Lohre  vom  Auf- 
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nehmen,  das  Nivelliren  und  die  Marksckeidekuust.  Leip- 
zig. 1842.  8. 

S.  Praktische  Geometrie. 

Handbuch  der  Arithmetik,  Geometrie,  Stereometrie, 
Trigonometrie  und  deren  praktische  Anwendung  für 
Forstmänner,  Militärs,  Beamte,  Geometer  und  Alle, 
welche  sich  in  dieser  Wissenschaft  selbst  unterrichten 
vollen,  von  Peter  Reber.  I,  Abtheilung  enthält:  die 
reine  und  angewandte  Arithmetik.  Kempten.  1841.  8. 
1  Thlr.  8  ggr. 

Katzfey:  Lehrbuch  der  Mathematik  für  Gymnasien.  Köln. 
*  Thlr. 


Arithmetik. 


Brost  Gottfried  Fischer's  Lehrbuch  der  Arithmetik 
für  Schulen.  Zweite  Auflage.  Bearbeitet  von  B.  F. 
August.  Leipzig.  1842.  8.  1  Thlr.  (Lehrbuch  der  Ele- 
mentar-Mathematik  zum  Gebrauch  in  deu  oberen  Klas- 
sen gelehrter  Schulen  nebst  Anhängen  und  Anmerkun- 
gen für  solche,  welche  über  die  Gränzen  des  Schulun- 
terrichts hinuusgehen  wollen.  Von  E.  G.  Fischer.  Zwei» 
ter  Theil.) 

Der  verdiente  Herr  Herausgeber  der  zweiten  Auflage  des  zwei- 
ten Theils  dieses  vorzüglichen  mathematischen  Lehrbuchs  sagt  in 
der  Vorrede  über  seineu  Antheil  an  dieser  neuen  Auflage:  „Das 
„Much  hat  durch  engern  Druck  uod  Auslassung  unwesentlicher 
„Sätze,  die  durch  andere  kürzer  gefasste  ersetzt  wurden,  an  äusse- 
rem Umfange  verloren,  aber,  wie  ich  hoffe,  an  Brauchbarkeit  ge- 
„wonnen.  Ueberall  wird  es  ohne  Störung  neben  der  ersten  Auf- 
„läge  gebraucht  werden  können,  und  io  Verbindung  mit  der  dafür 
„eingerichteten  tteispielsammlung  (Sammlung  von  üeb  uns-slKM  spielen 
„und  Aufgaben  zu  K.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Arithmetik  von 
„Dr.  E.  Fischer.  Berlin.  1836.)  zum  gründlichen  und  erfreulichen 
„Studium  der  Mathematik  auf  Gymnasien  und  höhern  Bürgerschu- 
len andauernd  beitragen  können. u 

Mehr  über  das  Buch  hier  zu  sagen,  halten  wir  für  überflüssig, 
da  seine  Einrichtung  längst  bekanut  ist.  Aber  über  einen  Punkt 
müssen  wir  uns  hier  noch  äussern,  über  welchen  der  Herr  Heraus- 
geber sich  in  der  Vorrede  sehr  richtig  ausspricht.  Wir  meinen  «las 
Ausarbeiten  von  Heften  über  den  Vortrag  des  Lehrers  bei'm  mathe- 
matischen Unterrichte  auf  Schulen,  welches  bekanntlich  in  neuerer 
Zeit  mehrfachen  Widerspruch  gefunden  hat.  Nach  unserer  Erfah- 
rung, die  wir  wohl  eine  vicljälirigc  nennen  dürfen,  ist  dieses  Aus- 
arbeiten von  Heften  namentlich  bei  einem  Kreise  minder  fähiger 

7' 
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.Schüler  ein  sehr  wesentliches  Erfordernis*  zum  Gedeihen  des  ma- 
thematischen Unterrichts,  wenn  sich  vorzüglich  der  Lehrer  die  mög- 
lichst gleich  massige  Ausbildung  einer  ganzen  Klasse  zur  Aufgabe 
gemacht  hat,  und  hat  uueh  noch  vielfachen  andern  Nutzen  für  die 
allgemeine  geistige  Ausbildung  des  Schülers.  Und  wenn  wir  auch, 
unter  der  nie  zu  erlassenden  Bedingung,  dass  der  Leh- 
rer seinen  Vortrag  streng  an  ein  gutes  Lehrbuch  a  n  - 
schliesst,  zur  Ersparung  von  Zeit  die  Ausarbeitung»  des  sogenann- 
ten Hauptbeftes  aufzugeben  oder  vielmehr  in  den  eigenen  Willen  und 
Fleiss  der  Schüler  zu  stellen  uns  entBchliessen  möchten,  so  würden 
wir  doch  niemals  die  mit  grösster  Sauberkeit  und  grösstem  Fleisse 
auszuführende  Ausarbeitung  des  sogenauntcu  Uebungsheftes  erlas- 
sen, wodurch  u.  A.  der  Schüler  eine  Sammlung  von  nicht  in  den 

fewöhnlichen  Lehrbüchern  stehenden  Sätzen  und  Aufgaben  erhält, 
ie  für  ihn  von  bleibendem  Werthe  sein,  und  ihm  den  grössten 
Gewinn  für  seine  mathematische  Bildung  bringen  mus*.  IJnge- 
fähr  wenigstens  in  gleichem  Sinne  spricht  auch  der  Herr  Her- 
ausgeber  sich  aus. 

Olivier:  ArithmeTique  usuelle,  cours  complet  de  calcul  theori-. 
que  et  pratique.   Paris.  1841.    12.   2  Fr.  50  c. 

Raccolta  di  problemi  di  Aritmetica,  proposti  sopra 
casi  i  piu  frequenti  nella  vita  commune  e  disposti  coi 
respettivi  risultati  in  ordine  ai  paragrafi  di  testi  supe* 
riormente  prescritti  nelle  scuole  elementar!  del  regno 
Lombardo  -  Veneto  da  Antonio  Clementini.  Vicenza, 
1841.  —  Quattro  parti  in  due  fascicoli. 

■ 

■ 

Saigey:  Les  poids  et  mesures  du  Systeme  mltrique  dans  leure 
simplicite  primitive.   6me  Edition.   Paris.  18.   15  Fr. 

Die  Reihenfolge  der  Elemente  bei  den  Versetzungen 
mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  einer  oder  mehrern 
Elementen-Reiben  und  ihre  Anwendung  auf  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, nebst  einer  Berechnung  des  Vortheils 
der  Bank  bei  dem  Pharao,  mit  fünf  Tabellen.  Von  Dr. 
L.  Oettinger,  Prof.  an  der  Univ.  Freiburg  i.  B.  Freiburg 
1841.   4.    16  ggr. 

Die  in  dieser  lesenswerthen  Abhandlung  aufgelösten  und  auf 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ungewandten  conibinatorischen  Pro- 
bleme sind  folgende: 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen   aus  den  Elementen 

<ra,  at,..,am  zur  z»ten  Klasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Anzahl  derjenigen  Gruppen,  worin  wenigstens  k  Elemente 
in  der  natürlichen  Ordnung  ihrer  Stellenzahleu  hinter  einander  er- 
scheinen? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
at,  .  . .  am  zur  i»ten  Klasse  werden  gebildet  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  k  Elemente  in  der 
Reihenfolge  ihrer  Stellenzahlen  erscheinen  f 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  tn  Elementen  wer- 
den zur  (p*)ten  Klasse  gebildet  und  in  s  Abtbeilungen  geschieden 
angenommen.    Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilung  werden  als 


Digitized  by  Google 


< 


75 

igehörig  betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin  p  zusammengehörige  Elemente  nur  eine  und  dieselbe 
Stellenzab)  tragen? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  r  Elementen  reihen, 
von  denen  jede  0»  Elemente  zählt,  werden  zur  (p#)ten  Klasse  ge- 
bildet und  in  *  Abtheilungen  zu  je  p  Elementen  geschieden  ange- 
nommen. Die  p  Elemente  einer  jeden  Abtheilung  werden  als  zu- 
sammengehörig betrachtet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen, 
worin  0,  in  eine  Abtheilung  gehörige,  Elemente  nur  eine  und  die- 
selbe Stellenzahl  tragen? 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  werden  aus  m  Elemen- 
ten zur  pten  Klasse  gebildet.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Grup- 
pen, worin  irgend  ein  Element  wenigstens  /mal  hinter  einander 
erscheinen  wird? 

Die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  r  Elementenreihen, 
von  denen  jede  m  Elemente  zählt,  werden  zur  pttn  Klasse  gebil- 
det. Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  wenigstens  k 
Elemente  von  einer  und  derselben  Stellenzahl  hinter  einander  er- 
scheinen? 

Ausserdem  enthält  diese  Abhandlung  noch  eine  Anwendung  auf 
die  Berechnung  des  Vortheils  der  Bank  bei'm  Pharao,  welche  hier 
vollständiger  als  irgendwo  von  zwei  verschiedenen  Ansichten  aus 
entwickelt  und  durch  die  fünf  beigefügten  Tabellen,  wenn  sie 
in  bestimmten  Fällen  numerisch  ausgeführt  werden  soll,  erleich- 
tert wird. 

T 

The  Theory  of  Equations.    By  the  Rev.  Robert  Mur- 
phy.   4s.  clotb. 

Gregory:  Differential  and  integral  calcuhis.   8.    18  sh. 


Geometrie. 


Die  ersten  Elemente  der  Geometrie  und  Trigonome- 
trie von  M.Beck,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium 
zu  Bern.   Bern,  Chur  und  Leipzig,  1842.  8. 

In  der  ebenen  Geometrie  und  Stereometrie  hält  sich  der  Vf.  an 
Legendre,  in  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  an  Le- 
föbure  de  Fourcy.  Die  Darstellung  ist  deutlich  und  das  Buch 
kann  in  den  Händen  eines  geschickten  Lehrers  mit  Nutzen  bei'm 
Onterriehte  gebraucht  werden.  Besondere  Ei^enthümlicbkeiten,  wo- 
durch dasselbe  sich  von  andern  Büchern  ähnlicher  Art  unterschiede, 
haben  wir  nicht  gefunden,  wenn  man  nicht  etwa  die  Trennung  der 
Aufgaben  von  den  Lehrsätzen  in  der  Geometrie,  worin  der  \t.  sei- 
nem Vorbilde  Legendre  treu  geblieben  ist,  als  eine  solche  be- 
trachten will.   Ob  aber  diese  Trennung  gerade  bei'm  ersten  geo- 
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metrischen  Unterrichte  auzurathen  und  fruchtbringend  igt,  müssen 
wir  dahingestellt  sein  lassen,  da  es  uns  an  bestimmten  Erfahrungen 
in  dieser  Beziehung  fehlt,  indem  wir  immer  dem  euclidischen  Wege 
gefolgt  sind  uud  noch  folgen.  Schönes  Papier,  deutlicher  Druck 
und  gut  ausgeführte  Figurentafeln  dienen  dem  Buche  zur  Empfeh- 
lung. 

Geometrie  für  Realschulen,  mitZugnndlegung  eines 
neuen  Systems  der  Geometrie  und  mit  vielen  Uebungs- 
aufgaben.  Von  J.  A.  Pflanz.  Erster  und  zweiter  Tfaeil. 
Stuttgart.  1841.   8.    1  Thlr. 

Der  erste  Theil  fuhrt  den  besonder«  Titel:  Die  construi- 
rende  Geometrie.  Planimetrie  und  Stereometrie  enthal- 
tend. Nach  einem  neuen  Systeme  geordnet.  Der  zweite 
Theil  ist  mit  dem  besondern  Titel:  Die  vergleichende  Geome- 
trie. Die  allgemeine  Proportionslehre  und  deren  An- 
wendung auf  geometrische  Figuren  versehen.  Aller- 
dings trägt  der  Verfasser  in  dem  ersten  Theile  bloss  die  Lehren 
der  ebenen  Geometrie  und  der  Stereometrie  vor,  welche  den  Begriff 
des  Verhältnisses  und  der  Proportion  nicht  voraussetzen,  und  ver- 
weiset die  ganze  Lehre  von  den  Proportionen  in  den  zweiten  Theil. 
Wahrscheinlich  soll  wohl  in  dieser  Sonderung  das  ne,ue  System 
des  Vfs.  bestehen;  denn  «sonst  haben  wir  nichts  in  dem  Buche  ge- 
funden, wodurch  sich  dasselbe  von  andern  Lehrbüchern  der  Geo- 
metrie wesentlich  unterschiede^  Unter  den  Uebungsaufgaben  ist  uns 
auch  nichts  Neues  aufgestossen. 

Theorie  der  Parallelen  von  Dr.  Eduard  Lyncker. 
Wien.  1841.  8. 

Dass  Parallelentheorieen  uur  in  ausserordentlichen  Fällen  in 
dem  Archive  beurtheilt  werden  sollen,  ist  schon  in  Nr.  II.  S.  30. 
bemerkt  worden. 

Darley  's  geometrical  componion.  12mo.  4s.  6d.  clotb. 

Disquisitiones  de  polygoois  solidis  et  polyedris  sim« 
plieibus.  Scripsit  J  o.  Uenr.  Traug.  Müller,  Gymnasii 
Ernestini  Director.    Gothae.  1841.  4. 

Heber  den  Inhalt  dieser  Abhandlung,  durch  welche  jedenfalls 
die  Stereometrie  in  mehreren  Beziehungen  gefördert  wird,  und  die 
uns  auch  für  die  Mineralogie  nicht  ohne  Wichtigkeit  zu  sein  scheint, 
wollen  wir  im  Folgenden  etwas  ausführlicher  berichten. 

Unter  einem  einfachen  körperlichen  »ecke  versteht  der 
Vf.  ein  Polyeder  von  n  Scheiteln ,  in  welchem  für  je  zwei  benach- 
barte Scheitel  nicht  mehr  als  ein  Paar  Ebenen  ars  Seitenflächen 
(Seiten)  vorhanden  sind,  die  durch  diese  beiden  Scheitel  zugleich 
hindurchgehen. 

Das  einfache  körperliche  »seit  dagegen  ist  ein  Polyeder 
von  n  Seitenflächen,  in  welchen  für  je  zwei  benachbarte  solche 
Ebenen  nicht  mehr  als  ein  Paar  Scheitel  als  Ecken  verbanden  sind, 
die  in  diesen  beiden  Ebenen  zugleich  liegen. 

Um  für's  Erste  alle  besonderen  Fälle  aoszuschliessen,  nimmt  der 
Vf.  an,  dass 

in  jedem  solchen  «ecke  keine  vier  Scheitel  in  einerlei  Ebene 
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liegen,  und  in  jedem  solchen  »sehe  keioe  vier  Ebenen  durch 

einen  uud  denselben  Puukt  gehen, 
was  auf  die  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  ohne  Einfluss  ist,  da 
sich  aus  diesen  Gestalten  alle,  übrigeu  mit  Leichtigkeit  ableiten 
lassen. 

Werden  im  «eck  drei  nicht  benachbarte  Seiten  bis  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Durcbschoittspunkt  erweitert,  und  im  »seit  drei 
nicht  benachbarte  Scheitel  durch  eine  Ebene  verbunden,  so  entsteht 
bezüglich  ein  Nebenscheitel  oder  eine  Nebenseite.  Die  Ne- 
ben Klinten  aber  geben  dort  aus  der  Verbindung  zweier  nicht  be- 
nachbarten Scheitel,  und  hier  uus  der  Begegnung  zweier  nicht  be- 
nachbarten Seiten  hervor. 

Aus  jenen  Bestimmungen  folgt  unmittelbar,  dass  in  allen  sol- 
chen »ecken  alle  Seiten,  und  in  allen  solchen  »seiten  alje  Ecken 
dreikantig  sind,  während  dort  die  Ecken  und  hier  die  Seiten  mehr- 
kantig sein  können. 

Da  es  zu  jedem  solchen  »ecke  ein  correspoudirendes  »seit 
stiebt,  so  dass  immer  einer  jwkuutigen  Ecke  in  jenem  eine  «»kan- 
tige Seite  in  diesem,  und  umgekehrt,  entspricht,  so  hat  der  Vf. 
die  Vielseite  zunächst  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  sich  auf  die 
Betrachtung  der  Vielecke  beschränkt. 

Hierauf  hat  der  Vf.  die  Grundeigenschaftcn  dieser  Körper  näher 
betrachtet  und  gezeigt,  wie  man  auf  recurrireude  Weise  alle  mög- 
lichen zu  denselben  »  Scheitelu  gehörigen  körperlichen  «ecke  an- 
geben, ihren  Seiten  und  Kanten  nach  vollständig  bezeichnen,  de- 
ren Anzahl  bestimmen  und  zugleich  diese  Vielecke  nach  der  Be- 
schaffenheit ihrer  Eckeu  classiliciren  kann. 

Legt  mau  durch  einen  Punkt  p,  welciicr  mit  keinen  drei  Schei- 
teln eines  gegebenen  körperlichen  »ecks  in  einerlei  Ebene  liegt, 
und  durch  eine  continuirlicbe  in  sich  selbst  zurückkehrende  Folge 
von  Kanten  dieses  Vielecks  eben  so  viele  Ebenen  und  lässt  das 
von  jener  Cmkantnng  begrenzte  Stück  der  Vielecksoberfläche  ver- 
schwinden, so  entsteht  unter  gewissen  Beschränkungen  durch  eine 
solche  Entseitung,  die  auch  zugleich  eine  Entkantung  wer- 
den kann,  ein  Polyeder  von  (»+1)  Scheiteln,  welches  2  Seiten 
und  3  Kanten  mehr  hat,  als  das  ursprüngliche. 

Hieraus  wird  gefolgert,  dass  jedes  solche  einfache  »eck  2(» — 2) 
Seiten  und  3(»  —  &)  Kanten  etc.,  und  eben  so  jedes  »seit  ^(»—2) 
Ecken  und  3(»  — 2)  Kanten  etc.  hat. 

Sollen  nun  zunächst  alle  zu  denselbeu  fünf  Scheiteln  gehören- 
den einfachen  Fünfecke  aufgefunden  werden,  so  ergiebt  sich  aus 
den  verschiedenen  Entseitungsweisen  des  Tetraeders,  dass  nur  zehn 
verschiedene  Fünfeeke  möglich  sind.  Werdeu  eben  so  die  Sechs- 
ecke ans  den  Fünfecken  abgeleitet,  so  erhält  man  (180-f- 15)  ver- 
schiedene Polyeder,  welche  durch  dieselben  sechs  Scheitel  bestimmt 
werden  u.  s.  w. 

Diese  Vielecke  lassen  sich  nach  bestimmten  Gesetzen  durch 
ihre  Seiten  ausdrücken,  wozn  bis  einschliesslich  zu  allen  Siebenr 
ecken  die  Vorschriften  gegeben  sind. 

Auch  lassen  sich  die  za  einerlei  Scheiteln  gehörigen  Formen 
nach  den  Anzahlen  der  darin  vorkommenden  3-,  4-,  5-,  . (» — 1)* 
kantigen  Ecken  gruppiren.  So  enthalt  jedes  Fünfeck  2  dreikantige 
und  £  vierkantige  Ecken  was  der  Vf.  mit  2,  34  bezeichnet  hat; 
während  im  Sechseck  entweder  alle  Eckeu  vierkantig  oder  2  Ecken 
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drei-,  2  Ecken  vier-,  und  2  Ecken  fünfkantig  sind,  so  data  alle 
Sechsecke  zu  einer  der  beiden  Formen  64  ojjer  2,  24  2,  gehören 
u.  s.  w. 

An  den  Siebenecken  ist  gezeigt  worden,  wie  man  aus  jeder 
besondern  Form  eine  oder  mehrere  ganz  allgemeine  für  jede  Zahl 
von  Scheiteln  ableiten  und  mit  derselben  Leichtigkeit  auch  darstel- 
len könne.  So  sind  aus  der  Siebenecksform  2,  24  2,  1.  die  bei- 
den allgemeinen  2,  \  2g  (»— 6),  und  2,  24  (»  —  5),  abge- 
leitet worden. 

Ausserdem  ist  noch  angegeben  worden,  wie  sich  alle  Hanpt- 
formen  der  »ecke,  welche  in  der  allgemeinen  a,  &4  C,  b,  . .  U*— i 
enthalten  sind,  durch  Auflösung  der  beiden  zusammengehörigen  un- 
bestimmten Gleichungen 

1.6H-2.c-r-3.b-t-  .  .H-(»  —  4)u  =  3(»  —  4),  uud 

a-f-    b-f-     c-f-  u      =  n 

darstellen  lassen,  wo  a,  B,  C,  b,  .  .,  die  durch  Rothe  eingeführte 
Bedeutung  haben.  Dicss  aber  sind  ganz  die  nämlichen  Gleichun- 
gen, welche  man  aufzulösen  hat,  wenn  in  der  Entwicklung  von 
\a  -fr-  boc -fr-  er*  -fr-  da:*  •+-••.)"  der  Coefficient  von  unab- 
hängig von  allen  übrigen  gefunden  werden  soll. 

Von  besondern  Gestalten  ist  bloss  eine  hervorgehoben,  welche 
die  Grundform  der  vollständigen  und  abgekuppten  Pyramiden  sowie 
der  Prismen  bildet 

Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie  von  Dr.  B.  Gug» 
ler,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  und  der  Kreis- 
Gewerbschule  zu  Nürnberg.  Mit  11  Rupfertafeln.  Nürn- 
berg. 1841.   8.    1  Thlr.  20  ggr. 

Sehr  gut  gezeichnete  und  gestochene  Kupfertafeln,  welche  bei 
einem  solchem  Werke  jedenfalls  ein  wesentliches  Erforderniss  sind, 
deutliche  Darstellung,  fast  völlige  Ausschliessung  analytisch  -  geo- 
metrischer Vorkenntnisse  und  ziemliche  Vollständigkeit  empfehlen 
dieses  Lehrbuch  der  descriptiven  Geometrie. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  analytischen  oder  hö- 
hern Geometrie  zum  Selbstunterricht  Von  H.  B.  Lüb- 
sen.    Hamburg.  1842.    8.   20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Kiemente  der  analytischen  Geometrie  in 
der  Ebene  und  im  Räume,  mit  Einschlug«  der  Lehre  von  den  Ke- 
gelschnitten und  der  Lehre  von  den  Flächen  des  zweiten  Grades, 
erfüllt  nach  unserer  Ueberzeugung  seinen  Zweck:  von  Anfängern 
in  der  analytischen  Geometrie  als  Leitfaden  bei'm  Selbststudium 
dieser  schönen  Wissenschaft  gebraucht  zu  werden,  recht  trat,  und 
verdient  in  dieser  Beziehung  alle  Empfehlung.  Vorzüglich  tragen 
114  in  den  Text  eingedruckte  sehr  gut  ausgeführte  Holzschnitte 
wesentlich  zur  Deutlichkeit  und  zur  Veranschaolichung  der,  ersten 
Anfangern  immer  etwas  abstrakt  vorkommenden  Lehren  der  analy- 
tischen Geometrie  bei,  obgleich  wir  freilich  auch  auf  der  andern 
Seite  nicht  verhehlen  können,  dass,  von  dem  rein  wissenschaft- 
lichen Standpunkte  aus  betrachtet,  dieses  fortwährende  Anschliessen 
an  eine  Figur  uns  keinesweges  der  grossen  Allgemeinheit,  welche 
die  analytische  Geometrie  in  allen  ihren  Partieen  zu  erreichen 
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strebt,  zu  entsprechen  und  gemäss  zu  sein  scheint,  weshalb  auch 
durch  das  vorliegende  Bach  das  Studium  anderer,  allgemeiner  ge- 
haltener Werke  über  analytische  Geometrie  durchaus  nicht  über- 
flüssig gemacht  werden,  sondern  vielmehr  einem  Jeden,  wer  die 
analytische  Geometrie  in  ihrem  eigentlichen  Wesen  kennen  lernen 
will,  sehr  anzurathen  sein  dürfte.  Für  den  ersten  Unterricht  kann 
aber,  wohin  wir  uns  schon  oben  ausgesprochen  haben,  das  vorlie- 
gende Buch  einem  jeden,  der  siebern  Leitung  eines  Lehrers  ent- 
behrenden Anfänger  recht  sehr  empfohlen  werden.  Als  Einleitung 
sind  Betrachtungen  über  das  Wesen,  den  Zweck  und  den  prakti- 
schen Nutzen  der  analytischen  Geometrie  vorausgeschickt. 

Das  Programm  der  Realschule  zu  Düsseldorf  von  Mi- 
chaelis 1841  enthält  die  folgenden  Abhandlungen: 

Beschreibung  einer  neuen  Blasmaschine  am  minera- 
logischen Löthrohr  von  Joseph  Duhr. 

Einige  neue  Lehrsätze,  aufgestellt  und  bewiesen  von 
dem  Director  Dr.  Franz  Ueinon. 

Beide  Abhandlungen  sind  beachtungswerth.  Die  von  Herrn 
Director  Heinen  mitgctheilten  neuen  geometrischen  Lehrsätze  be- 
treffen sämmtlich  die  Kegelschnitte  und  lassen  sich  auch  bei'm  Un- 
terrichte zweckmässig  als  Uebungen  benutzen.  Wir  werden  von 
denselben  vielleicht  künftig  Einiges  in  dem  Archive  mittheilen. 


Praktische  Geometrie. 


Geodäsie  oder  die  Lehre  vom  Aufnehmen,  das  Nivel- 
liren  und  die  Markscheidekunst  von  Job.  Aug.  Grunert 
(Lehrbuch  der  Mathematik  und  Physik  für  Staats-  und 
landwirtschaftliche  Lehranstalten  und  Kameralisten 
überhaupt.  Zweiter  Theil.  Zweite  Abtheilung).  Mit 
dreizehn  Figurentafen.    Leipzig.  1842.  8. 

Bloss  mit  Hülfe  elementarer  Lehren  der  Mathematik  führe  ich 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geodäsie  den  Lehrling  so  weit,  dass  er 
als  Schlussstein  seines  Wissens  lernt,  wie  bei  Messungen  von 
grösserer  Ausdehnung  die  sphärische  Gestalt  der  Erde  mit  Hülfe 
des  Legen dre'schen  Theorems  zu  berücksichtigen  ist.  Um  so  we- 
nig: als  möglich  Vorkenntnisse  vorauszusetzen,  habe  ich  selbst  die 
sphärische  Trigonometrie  ausgeschlossen  und  Alles  bloss  mit  Hülfe 
der  ebenen  Trigonometrie  entwickelt,  wobei  es  natürlich  erforder- 
lich war,  einige  notbwendige  Sätze  der  sphärischen  Trigonometrie 
in  den  Vortrag  selbst  mit  zu  verflechten.  Auf  die  Beschreibung 
und  Berichtigung  der  Instrumente,  unter  diesen  auch  des  Heliotro- 
pen, ist  vorzügliche  Sorgfalt  verwandt  worden.  Besonders  habe 
ich  mich  eines  systematischen  Ganges  befleissigt,  der  öfters  in  den 
Lehrbüchern  der  Geodäsie  vermisst  wird.  Was  mir  eigentümlich 
ist,  werden  Kenner  leicht  herausfinden;  jedoch  möchte  ich  auf  die 
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ganz  elementare  Theorie  der  Fehler  der  Dreiecke,  auf  die  Theorie 
des  Höbenmesseiis  mit  dem  Barometer,  welche,  wie  ich  glaube,  mit 
solcher  Strenge  und  Kvidenz  wie  in  diesem  Werke  bloss  durch 
ganz  elementare  Hülfsuiitrel  noch  nicht  entwickelt  worden  ist,  auf 
die  Lehre  von  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  and  auf  die  Be- 
weise der  bekannten  Rethen  für  sin  x  und  cos  ac  im  siebzehnten 
Kapitel  besondere  aufmerksam  zu  machen  und  hinzuweisen  mir  er- 
lauben. Auf  die  neuesten  Methoden  ist  natürlich  überall  vorzugs- 
weise Rücksicht  genommen  worden,  Und  vorzügliche  Aufmerksam- 
keit habe  ich  insbesondere  der  Coordinutenmethode  gewidmet,  die 
nach  meiner  Meinung  nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  und  in 
den  meisten  altern,  Lehrbüchern  der  Geodäsie  leider  nur  zu  sehr 
vernachlässigt  oder  ganz  oberflächlich  bebandelt  wird.  Ueber  die 
genauen  Methoden  zur  Messung  einer  Basis  und  die  dabei  not- 
wendigen verschiedenen  Berücksichtigungen  ist  uueh  ziemlich  aus- 
führlich gehandelt  worden,  und  so  glaube  und  wünsche  ich,  dass 
dieses  Lehrbuch  der  Geodäsie  geeignet  sein  möge,  ältere  zum  Theil 
weit  voluminösere  Werke  über  seinen  in  jeder  Beziehung  so  höchst 
wichtigen  Gegenstand  nicht  bloss  auf  eine  zweckmässige  Weise  zu 
ersetzen,  sondern  den  Lehrling  selbst  einen  ziemlichen  Schritt  wei- 
ter zu  führen,  als  in  diesen  altern  Werken  geschieht,  und  mit  den 
Fortscbritten,  welche  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gemacht  bat, 
innerhalb  der  durch  den  Zweck  des  Werks  noth wendig  gesteckten 
Gränzen,  bekannt  zu  machen. 

Zugleich  benutze  ich  diese  Veranlassung,  die  Leser  dieses  Lehr- 
buchs der  Geodäsie  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  sich  auf 
S.  133  bei  einem  übrigens  höchst  elementaren  Gegenstande  ein 
Rcchnungsfebler  eingeschlichen  und  bis  auf  S.  134  fortgepflanzt  hat, 
worauf  ich,  was  hier  mit  dem  verbindlichsten  Danke  zu  bemerken 
meine  Pflicht  ist,  zuerst  von  Mi.  Prof.  Dr.  von  LangsdortT  in  Mann- 
heim aufmerksam  gemacht  worden  bin.  Diesen  Fehler  zu  verbes- 
sern ist  hier  nicht  der  Ort,  und  ich  bemerke  daher  nur,  dass  der 
noch  in  diesem  Jahre  erscheinenden  lsten  Abth.  des  2ten  Theils 
ein ,  die  richtigen  Formeln  enthaltender  Carton  beigelegt  werden 
soll,  welcher  übrigens  auch  schon  jetzt  durch  jede  Buchhandlung 
von  der  Schwickerrschen  Buchhandlung  in  Leipzig  unentgeldlicb 
bezogen,  und  statt  des  fehlerhaften  Blattes  eingeheftet  werden  kann. 

Grunert. 


Kin  Schema  zur  Krleich terung  des  Elementarunter- 
richts in  der  Trigonometrie  u.  s.  w,  von  Dr.  K.  W.  Grebe, 
ordentlichem  llauptlehrer  am  Gymnasium  zu  Cassel. 
Cassel.  1840.  4. 

Das  in  dieser  Schrift  mitgetheilte  zweckmässige  Hülfsmittel 
zur  genauen  Einprägung  der  Grundformeln  der  Geometrie  und  Tri- 
gonometrie in  das  Gcdächtniss  verdient  l^ehrern  der  Mathematik 
zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden. 
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A.  F.  Padtey:  Solutions  of  trigooometrical  problems,  togethcr 
with  problems  for  exercise.   8.   4|  sh. 

  •» 

- 

Mechanik. 


Na  vier:  Resume'  des  lecons  de  mecanique  doonles  ä  l'ecole 
Polytechoique.   Paris.  1841.   8.   9  Fr. 

Die  Mechanik  in  Anwendung  auf  Künste  nnd  Ge- 
werbe. Zweite  Abtheilung*.  Die  Mechanik  flüssiger 
Körper.  Für  Praktiker  bearbeitet  von  Dr.  W.  A.  Höst, 
Docenten  an  der  Univers,  zu  Berlin.  Berlin.  1841.  8. 
1  Thlr.  6  ggr. 

Den  lsten  Theil  s.  Nr.  II.  S.  34. 

Die  geometrischen  Co nstruetionen  der  ebenen  nnd 
konischen  excentrischen  Rad-  und  Zahn-Curven.  Für 
den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Theodor  Schone- 
rn ann.    Berlin.  1842.   8.    16  ggr. 

Auch  in  geometrischer  Beziehung  beachtnngswertb. 

*  • 

Fovier:  Essai  sur  les  lois  du  mouvement  de  traction 
et  leur  application  au  trace*  des  voies  de  commnnication. 
Paris.  1841.   8.   6  Fr.  50  c. 


Astronomie. 


Astronomische  Untersuchungen  von  Friedrich  Wil- 
helm Besse!.    Erster  Band.    Königsberg.  1841.   4.    6  Thlr. 
Der  Inhalt  dieses  höchst  wichtigen  Werkes  ist  folgender: 

I.  Theorie  eines  mit  einem  Heliometer  versehenen  Acquatoreal- 
Instruments. 

II.  Besondere  Untersuchung  des  Heliometers  der  Königsberger 
Sternwarte. 

III.  Einfluss  der  Strahlenbrechung  auf  Mikrometerbeobach- 
tungen. 

IV.  Einfluss  der  Präcession,  Nutation  und  Aberration  auf  die 
Resultate  mikrometrischer  Messungen. 

V.  Beobachtungen  verschiedener  Sterne  der  Plejaden. 

¥1.  Ueber  die  scheinbare  Figur  einer  unvollständig  erleuchte» 
ten  Planetenscbeibe. 

VII.  Beobachtungen  der  gegenseitigen  Stellungen  von  38  Dop- 
pelsternen. 

VIII.  tJeber  den  Doppelstern  p  Ophiuchi. 

Die  Abhandlungen  II.,  IV.,  V.  sind  ganz  neu.    üeber  die  Ge- 
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{renstände  der  übrigen  Abhandlungen  hat  Hessel  schon  früher 
theils  in  den  Königsberger  Beobachtungen,  den  Astronomischen 
Nachrichten,  der  monatlichen  Correspondenz  und  den  Abhandlungen 
der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  Arbeiten  bekannt  ge- 
macht. Fast  alle  diese  frühern  Abhandlungen  werden  aber  hier 
theils  mit  vielen  Zusätzen  bereichert,  theils  ganz  neu  bearbeitet 
geliefert,  und  überhaupt  ist  nach  des  berühmten  Vfs.  eigner  An- 
gabe ,.die  Veranlassung  des  gegenwärtigen  Werkes  nicht  sowohl 
„der  Wunsch,  frühere  Abhandlungen  und  Aufsätze  im  Kinem  Orte 
„ zusammenzustellen,  als  das,  durch  Vermehrung  der  Hülfsmitte!  zo 
,, einer  Untersuchung,  oder  durch  Erlangung  besserer  Einsicht  in 
„ihre  Natur,  in  vielen  Fällen  herbeigeführte  Bedürfniss,  an  frühere 
„Arbeiten  mehr  oder  weniger  wesentliche  Verbesserungen  anzu- 
bringen." Die  sonst  ganz  neue  Abhandlung  Nr.  VI.  enthält  auch 
in  $.  13.  —  $.  16.  die  von  dem  Vf.  in  Schumachers  astronomischen 
Nachrichten.  Nr.  415.  abgesondert  bekannt  gemachten  Unter- 
suchungen über  die  Grundformeln  der  Dioptrik ,  welches  wir  hier 
wegen  der  Wichtigkeit  und  Merkwürdigkeit  dieser  Untersuchungen 
besonders  hervorheben.  In  der  Bibliothek  keines  Astronomen 
wird  dieses  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichnete  und  wichtige 
Werk,  zu  dessen  Fortsetzung  wir  dem  berühmten  Vf.  Kraft  uud 
Gesundheit  wünschen,  fehlen  dürfen. 

* 

Kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr  1842. 
Vorzüglich  zum  Gebrauch  der  Seeleute  herausgegeben 
von  Herrmann  Karsten,  Prof.  der  Math. und  Phys.  an  der 
Universität  zu  Rostock.    Dritter  Jahrgang.  Rostock. 

Diese  kleine,  sehr  zweckmässig  für  den  Meridian  von  Green- 
wich  berechnete  Ephemeride  wird  gewiss  den  Schiffern  willkommen 
und  nützlich  sein.  Aber  auch  mancher  Liebhaber  der  Astronomie, 
dem  die  grösseren  Ephemeriden  zu  theuer  sind,  wird  dieselben  mit 
Nutzen  gebrauchen  können,  da  sie  überhaupt  zweckmässig  einge- 
richtet sind  und  das  bei  Beobachtungen  Unentbehrlichste  ziemlich 
vollständig  enthalten. 

Astronomisches  Jahrbuch  für  physische  und  natur- 
historische Himmelsforscher  und  Geologen  mit  den  für 
das  Jahr  1842  vorausbestimmten  Erscheinungen  am  Him- 
mel. Herausgegeben  von  Fr.  v.  P.  Gruithuisen.  Viertes 
Jahr.  Mit  drei  lithographirten  Tafeln.  München.  1842. 
8.   2  Thlr.  16  ggr. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  von  Dr.  J.  Götz,  Prof.  am  Gym- 
nasium zu  Dessau.  Dritter  Band.  Mit  drei  Figurenta- 
feln.  Berlin.  1842.   8.    I  Tblr.  8  ggr. 
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Auch  uoter  dem  besondern  Titel: 

Die  wichtigsten  Lehren  aus  der  Astronomie  und  Me- 
teorologie von  u.  s.  w. 

Für  ein  Lehrbuch  der  Physik  enthält  dieser  dritte  Band  insbe- 
sondere die  Lehren  der  Astronomie  ziemlich  ausführlich.  So  ent- 
hält z.  B.  §.  LXXXI1I.  auch  die  Olbers'sche  Methode  zur  Berech- 
nung der  Cometenbabnen  aus  drei  geocentrischen  Beobachtungen, 
aber  bloss  die  Formeln,  nach  denen  die  Rechnung  zu  führen  ist, 
ohne  deren  Entwickelung.  Offen  müssen  wir  gestehen,  dass  wir 
eine  solche  blosse  Aufstellung  von  Formeln,  ohne  Angabe  der  Gründe, 
auf  denen  dieselben  beruhen,  am  wenigsten  in  einem  Lehrbucbe  für 
Anfänger  zweckmässig  finden  können,  auch  selbst  für  nutzlos  hal- 
ten müssen.  Auch  wird  gewiss  Niemand  die  bei  der  Bestimmung 
einer  Cometenbahu  nöthigen  Rechnungen  mit  Sicherheit  ausführen 
können,  wenn  er  nicht  so  viele  mathematische  Kenntnisse  besitzt, 
welche  nötbig  sind,  um  sich  eine  deutliche  Einsicht  in  die  Gründe, 
auf  denen  die  bei  einer  solchen  Rechnung  erforderlichen  Formeln 
beruhen,  verschallen  zu  können.  Die  Meteorologie  scheint  uns  in 
einem  Lehrbucbe  der  Physik  im  Verhältnis«  zur  Astronomie  zu  kurz 
behandelt,  und  berücksichtigt  zu  wenig  die  neueren  groaseu  Fort, 
schritte  dieser  Wissenschaft. 

Pinaud:  Programme  d'un  cours  elementaire  de  Physiqoe.  2me 
Idition.  Toulouse?  1841.  8.   6  Fr. 

Sonbeiran:  Precis  e*llmentaire  de  physique,  ou Tratte"  de  pby- 
siqoe facil.   Paris.  1841.   8.   6  Fr.  50  c 

A.  Boucharlat:  Cours  des  sciences  physique«.    16.   3£  Fr. 

Beweisführung,  dass  die  Lehre  der  neueren  Physi- 
ker vom  Drucke  des  Wassers  und  der  Luft  falsch  ist, 
nebst  einem  Versuche,  die  Erscheinungen  an  flüssigen 
Körpern  ohne  atmosphärischen  Luftdruck  zu  erklären. 
Von  Friedrich  von  Drieberg.   Berlin.  1841.   8.   8  ggr. 

Der  Titel  dieser  Schrift  characterisirt  dieselbe  hinreichend,  und 
wir  können  hier  den  Ruum  zu  etwas  besserem  als  zu  einer  Rela- 
tion über  dieselbe  oder  gar  zu  einer  Widerlegung  benutzen. 

The  Undulatory  Theory,  as  applied  to  the  Disper- 
sion of  Light;  iocluding  in  the  substance  of  several  Pa- 
pers  printed  in  the  Ph  ilosophical  Transactions,  and 
other  Journals.  By  the  Rev.  Baden  Powell,  Savilian  Pro- 
fessor in  the  University  of  Oxford.   8.    9  s. 

Magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen 
zu  Prag,  in  Verbindung  mit  mehreren  Mitarbeitern  aus- 
geführt und  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben  von 
Karl  Kreil,  Adjuncten  der  k.  k.  Sternwarte  und  ordent- 
lichem Mitgliede.  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Erster  Jahrgang:  Vom  1.  Juli  1839  bis 
31.  Juli  1840.   Prag;,  1841.   4.  4  Thlr.  8  ggr. 

Bs  ist  höchst  erfreulich  zu  sehen ,  wie  viel  jetzt  auf  öffentliche 
Kosten  für  Magnetismus  und  Meteorologie  geschieht,  und  wie  viele 
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ausgezeichnete  Beobachter  jetzt  auf  diesem  Felde  thätig  sind,  wo- 
von auch  das  vorliegende  Werk  eioen  neuen  erfreulichen  Beweis 
liefert.  Die  vielen  Verdienste,  welche  sich  der  Herr  Herausgeber 
schon  in  seiner  frühem  Stellung  zu  Mailand  insbesondere  um  die 
Lehre,  von (  dem  Magnetismus  erworben  hat,  sind  aus  den  astro- 
nomischen Nachrichten  hinreichend  bekannt,  und  in  Prag  hat 
er  nun  auch  die  Meteorologie  in  den  Kreis  seiner  Tbätigkeit  ge- 
zogen. Die  dem  Register  der  Beobachtungen  vorangeschickte  sehr 
lehrreiche  Einleitung  enthält  die  folgenden  Abschnitte.  Erster 
Abschnitt  Absolute  Bestimmung  der  magnetischen  Ele- 
mente. Die  Beobachtungen  wurden  vom  18.  August  bis  3.  Sep- 
tember 1840  in  dem  abgesperrten  Theile  des  sogeuannten  Kaiser- 
gartens auf  dem  Hradschine  mit  den  auf  bekannte  Weise  construir- 
ten  Instrumenten  ausgeführt,  während  gleichzeitige  Beobachtungen 
auch  an  den  auf  der  Sternwarte  aufgestellten  Variations- Apparaten 
augestellt  wurden.  Wir  können  hier  natürlich  die  Resultate  der 
Beobachtungen  nicht  in  extenso  angeben,  und  begnügen  uns  daher 
mit  der  Angabe  der  folgenden  Mittel: 

Declination  ....  15°.  4t>'.  22" 

Inclination  ....  60°.  41 
Intensität  des  horizontalen  Theils 

der  magnetischen  Kraft  ....  1,90656 
Intensität  der  gesammteo 

magnetischen  Kraft  ....  4,7152 
Die  Vergleichung  der  durch  die  Beobachtungen  gewonnenen  Resul- 
tate mit  der  Theorie  des  Erdmagnetismus  zeigt  eine  genügende 
Uebereinstimmung.  Zweiter  Abschnitt.  Variations- Beob- 
achtungen. Beschreibung  der  Instrumente,  ihre  Auf- 
stellung, Verfahren  bei  den  Beobachtungen  und  ihre 
Berechnung.  1)  Beobachter  und  Verkeilung  der  Beobachtungen. 
2)  Aufstellung  der  magnetischen  Instrumente.  3)  Verfahren  bei  den 
Yariatious- Beobachtungen.  4)  Aufstellung  der  meteorologischen  In- 
strumente. 5)  Reduction  der  meteorologischen  Beobachtungen. 
6)  Erklärung  der  nachfolgenden  Register  der  Variations -Beobach- 
tungen. Wir  halten  diese  Einleitung  für  eine  sehr  gute  Anwei- 
sung zur  zweckmässigen  Anstellung  magnetischer  und  meteorologi- 
scher Beobachtungen  und  empfehlen  sie  einem  Jeden,  wer  sich 
selbst  mit  dergleichen  Beobachtungen  beschäftigen  will,  zur  Beach- 
tung. Auf  die  Einleitung  folgt  zuerst  das  Register  der  Varia- 
tions-Beobachtungen, dann  die  Resultate  aus  den  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen,  und  zu* 
letzt  die  für  jeden  Botaniker  gewiss  höchst  interessanten  Vegeta- 
tions-Beobachtuogen  vou  Herrn  Karl  Fritsch,  welche  sich 
ungefähr  auf  240  verschiedene  Pflanzen  beziehen,  und  vorzüglich 
folgende  Momente  aus  dem  Leben  der  Pflanze  ius  Auge  fassen: 
Entwickelung  der  Biottknospeo,  Blätter,  Blüthenknospen,  Blüthcn 
und  Früchte,  Fruchtreife,  Farbenänderung  und  Blätterfall.  Die 
magnetischen  und  meteorologischen  Beobachtungen  sind  fast  stünd- 
lich mit  Uebergehuog  einiger  auf  einander  folgenden  Nachtstunden 
in  den  ersten  Monaten  augestellt  worden,  und  haben  also  einen 
ungemein  grossen  Aufwand  von  Zeit  und  Mühe  in  Anspruch  ge- 
nommen. Sic  bezieben  sich  auf  Declination,  horizontale  Intensität, 
Inclination,  Scbwiugungsdauer,  Barometer,  Thermometer,  Spannkraft 
der  Dünste,  Windesrichtung,  Windesstärke,  Heiterkeit,  Niederschlag, 
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Wolke«.  Mahr  über  diesen  wichtige  Werk,  welches  in  den  Händen 
keines  Meteorologen  wird  fehlen  dürfen,  hier  zu  sugeu,  verbietet 
die  Beschränktheit  des  Raumes,  weshalb  wir  den  Beobachtern  und 
dem  Herrn  Herausgeber  nur  noch  Gesundkeit,  Kruft  und  Ausdauer 
hei  ihrem  schwierigen  Unternehmen  von  Herzen  wtinscheu. 

Verbinden  wollen  wir  hiermit  noch  die  kurze  Anzeige  der  bei- 
den folgenden  von  Herrn  Kreil  in  der  Königlich -Böli mischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  gelesenen  interessanten  Abbandlungen: 

Versuch  den  Einfluas  des  Monds  auf  den  atmosphä- 
rischen Zustand  unserer  Erde  aus  einjährigen  Beobach- 
tungen zu  erkennen; 
und 

Kurzer  Abriss  der  Entstehungs-  und  Entwicklungsge- 
schichte des  magnetischen  Vereins,  und  nähere  Beleuch- 
tung des  Ständpunkts,  welchen  Frag  darin  einnimmt. 

In  der  ersten  Abhandlung  untersucht  der  Herr  Vf.  nur  diejeni- 
gen Aeoderungeu,  welche  der  Mond  in  dem  atmosphärischen  Zu. 
stände' der  Erde  nach  seinem  verschiedenen  Abstände  vom 
Meridian  und  Zeuith  des  Beobachters  hervorbringt,  al- 
so bloss  die  Periode  des  scheinbaren  täglichen  Umlaufs 
des  Monds  um  die  Erde.  Die  gewonnenen  Resultate  müssen 
in  der  Abhandlung  selbst  nachgesehen  werden. 

D.  L ardner:  A  manual  of  electricity.  magnetism  and  meteo- 
rologv.  Vol.  I.  0  sh.  (Auch  unter  dem  Titel:  Cabinet  Cyclopne- 
dia.  Vol.  130.) 

Form  of  contemporaueous  meteorological  Observa- 
tion s.  Single  Sets,  1  s.:  or  25  Sets,  20  s.  (Set,  2  large 
Sheets). 

La  G a I vanoplastica,  ossia  Processo  per  ottenere 
imniediataraente  in  via  golvnnica  lastreoaltre  date. for- 
me solide  di  rame  dalle  soluziouidi  questometallo;  me- 
moria del  dr.  M.  H.  Jocobi  etc.  Yersione  dal  tedesco  del 
dr.  Gaetano  Giussuoi.    In  Milano,  1841.  8. 

Das  Original  f.  Literarischer  Bericht  Nr.  I.  S.  15. 

Report  of  the  Committee  of  Pbysics,,  including  Me- 
teorology,  on  the  Objects  of  Scientific  Inquiry  in  those 
Sciences.   8.    1  s. 

* 

Ueber  die  Anwendung  der  Mathematik  auf  die  Che- 
mie von  A.  Teil  kämpf.  Hannover.  1840.  4.  (Programm  der 
hohem  Bürgerschule  zu  Hannover  von  Ostern  1840). 

üeber  den  Zweck  dieser  sehr  beachtungswerthen  Abhandlung 
spricht  sich  der  Herr  Vf.  selbst  auf  folgende  Art  aus:  ,*Seit  man 
„erkaunt,  dass  die  Gewicbtsmengen  der  Bestandteile  eines  Kör« 
„pers,  statt  in  beliebigen  Verbältnissen  zusammenzutreten,  hei  jeder 
„chemischen  Verbindung  eben  so  bestimmte  als  einfache  Gesetze 
„befolgen,  bat  man  auch  hier  die  Grundlage  der  mathematischen 
„Behandlung  in  arithmetisch  zu  corabinireneten  Zahlen  gefunden. 
„Aber  gerade  die  grosse  Einfachheit  der  Zableu Verbindungen ,  zu 
„denen  man  durch  jene  Gesetze  veranlasst  wird,  scheint  von  einer 
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„ausdrücklich  mathematischen  Betrachtung  derselben  abgehalten 
„zu  haben;  denn  da  sie  in  der  That  auf  die  elementarsten  Sätxe 
„der  Proportionslehre  zurückkommen,  glaubte  man  in  den  Lehr- 
.,bücbern  der  Chemie  nur  auf  diesen  Umstand  hinweisen  und  sich 
„auf  einzelne  Beispiele  der  Anwendung  beschränken  zu  dürfen; 
„ein  Verfahren,  das  man  sogar  in  den  Schriften  über  Stöchio- 
„metrie  beobachtet  findet,  denen  es  —  so  weit  dieselben  mir  be- 
„kannt  geworden  sind  —  nicht  an  vielfachen  und  interessanten 
„Beispielen  numerischer  Berechnung,  wohl  aber  an  einer  genügen  - 
„den,  rein  •  mathematischen  Begründung  derselben  fehlt. 
„Unter  solchen  Umständen  erschien  es  mir  der  mühe  nicht  nnwertb, 
„den  Gegenstand  ausschliesslich  von  dieser  Seite  zu  betrachten,  um 
„fiir  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  specieller  Fälle  allgemeine 
„Sätze  und  Regeln  in  der  kurzen  und  präcisen  Ausdrucksweise  der 
„Mathematik  zu  gewinnen,  wodurch  die  folgenden  Mittheilungen 
„veranlasst  wurden/1 

Und  wir  fugen  hier  bloss  noch  hinzu,  dass  nach  unserer  Ueber- 
zeugung  der  Herr  Vf.  durch  diese  Mittheilungen  seinen  löblichen 
Zweck  recht  gut  erreicht  hat 


Vermischte  Schriften. 


Der  erste  Band  der  Acta  Societatis  Peunicae  •)  enthält  die  fol- 
genden mathematischen  Abhandlungen; 

Ueber  die  Grundprincipien  der  Algebra. 

Ueber  die  geometrische  Theorie  der  körperlichen  Winkel. 

Ueber  die  Bestimmung  der  dritten  Seite  eines  geradlinigen 
Dreiecks  aus  den  beiden  andern  und  dem  eingeschlossenen  Winkel. 

Ueber  die  Theorie  der  Muxima  und  Minima. 

Vorstehende  Abbandlungen  haben  sämmtlich  Herrn  Professor 
von  Schulten  zum  Verfasser,  und  sind  französisch  geschrieben. 

Ueber  die  Vereinfachung  einiger  trigonometrischen  Formeln  von 
Herrn  Borcnius  (lateinisch). 

Ausserdem  enthält  dieser  Band  noch  drei  Abhandlungen  meteo- 
rologischen Inhalts  von  Herrn  Professor  Hällstroem. 

Mö^e  die  Gesellschaft  in  ihrer  rühmlichen  Thätigkeit  fortfah- 
ren. Wir  werden  nicht  ermangeln,  jederzeit  so  bald  als  irgend 
möglich  den  Inhalt  ihrer  Acten,  und  Auszüge  aus  denselben  in  die- 
ser Zeitschrift  mitzutheileu. 


•)  Die  nur  erst  vor  einigen  Jahren  gestiftete  Gesellschaft  der  Wissen* 
sebaften  zu  Helsingfors  in  Finnland  hat  schon  jetzt  eine  höchst  rühm- 
liche Thätigkeit  entwickelt.  Herr  Professor  Nathanael  Gerhard 
von  Schuften  ist  beständiger  Sekretair  derselben. 
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Abhandlungen  der  Königlichen  Böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften.  Fünfter  Folge,  erster  Band. 
Von  den  Jahren  1837  —  1840.    Prag,  1841.  4. 

Dieser  erste  Band  der  fünften  Folge  der  Abhandlungen  der 
Königlich  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  enthält  die 
folgenden  kleinem  oder  grösser»  mathematischen  und  physikalischen 
Aufsätze  und  Abhandlungen: 

Neuer  analytischer  Beweis  des  Satzes  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte.    Von  Prof.  Dr;  J.  P.  Kulik.  S.  2. 

(Jeher  einen  neuen  elektromagnetischen  lnductions  -  Apparat  und 
dessen  sehr  kräftige  physiologische  Wirkungen  (Erschütterungen). 
Von  Prof.  Hessler.  S.  12. 

Uni  ersuchungen  über  die  Ketteobrückeulinie.  Entworfen  von 
Prof.  Dr.  J.  P.  Kulik.    Prag.  1838. 

Versuch  einer  analytischen  Behandlung  beliebig  begrenzter  und 
zusammengesetzter  Linien,  Flächen  und  Körper;  nebst  einer  An- 
wendung davon  auf  verschiedene  Probleme  der  Geometrie  descrip- 
tive  und  Perspective.    Von  Prof.  1\  Doppler.    Prag.  1839. 

Jede  dieser  Abhandlungen  bietet  ein  eigentümliches  Interesse 

dar. 

Denkschriften  der  Königlich  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschaften.  13r  Bd.  und  16r  Bd.  Iste  Abtn, 
Abhandlungen  der  mathematisch-physikalischen  Klasse. 
2r  Bd.  und  3r  Bd.  Iste  Abth.  die  Abhandlungen  aus  den 
Jahren  1831  bis  1840  enthaltend.  München.  1837,  40.  o. 
8  Tblr. 

Novi  Commentarii  Academiae  scientiarum  lnstituti 
Bononiensis.  Tom.  IV.  V.  enthalten  die  folgenden  mathemati- 
schen Abhandlungen:  Jos.  V enturoli:  Altitudines  Tiberis  ad  hy- 
drometrum  romanum  quotidic  sub  meridiem  observatae;  Pet.  Cal- 
legari:  De  nova  solutione  prob^emätis  Fermatü  nec  oon  aliorum 
quac  ex  üsdem  formulis  deducuntnr;  Fr.  Bcrtelli:  De  inflexione 
laterum  in  micrometris;  AI.  Cosinelli:  Nova  methodus  evehendi 
ad  potentiam  quamcunque  quantitates  polynomias;  Ders.:  De  aeqoa- 
tiooum  algebraicarum  resolutioue  observationes  analyticae. 

J.  A.  Coombe:  Solutions  of  the  Cambridge  problems  for  1840 
and  1841.   8.    8*  sh. 

I  . 


Wichtige  \achrlcht. 

Die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  hat  auf  den 
Antrag  ihres  Nekretairs,  des  Herrn  .Staatsraths  von  Fuss  Excellenz, 
beschlossen,  eine  Sammlung  bisher  ungcdruckter  Briefe  des  ältern 
Johann  Bernoulli.  seines  Sohnes  Daniel  Bernoulli,  von 
.Vicolaus  Bernoulli,  Gubriel  Gramer.  Lambert,  Nnnd6, 
l'olcni,  Goldbach  an  Leonhard  Euler,  und  zugleich  der  in 
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den  Central  -  Archiven  zu  Moscati  aufgefundenen  Antworten  Eulera 
auf  die  Briefe  von  Gold  buch  herauszugeben.    Alle  diese  Briefe 
betreffen  Gegenstände  der  Wissenschaft .  und  sollen  in  jeder  Be- 
ziehung, insbesondere  aber  für  die  Geschichte  der  Mathematik  wich- 
tig sein  und  das  grösste  Interesse  gewähren.    Zugleich  beabsich- 
tigt Herr  Staatsrath  von  Fuss  dieser  Sammlung  von  Briefen  ein 
vollständiges  und  mit  der  grössteu  Sorgfalt  angefertigtes  Verzeich- 
niss  aller  Abhandlungen  Eulers,  deren  Zahl,  ohne  die  grössern 
separat  gedruckten  Werke,  700  übersteigt,  mit  einer  genauen  Nach- 
weisung der  Schriften,  in  deneu  dieselben  abgedruckt  sind,  Vor- 
drucken zu  lassen.    Der  Herausgeber  des  Archivs  halt  es  für  seine 
Pflicht,  die  Leser  desselben  auf  dieses  in  jeder  Beziehung  wichtige 
und  zeitgemässe  Unternehmen .  durch  welches  die  kaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften  sich  gewiss  alle  Mathematiker  zu  dem 
grössteu  Danke  verpflichten  wird,  aufmerksam  zu  machen,  und  seine 
Zeitschrift  zu  benutzen,  die  Nachricht  von  demselben  in  eipem 
möglichst  weiten  Kreise  zu  verbreiten.    In  Schumachers  astro- 
nomischen Nachrichten.  X.  i-M.  S.  91  findet  man  den  Kxtrait 
du  pro  res  verbal  de  l'Academie  Imperiale  des  scienecs 
de  St.  Petersbourff  du  24.  Septembre  (u.  Octobre)  1841  ab- 
gedruckt,  welcher  das  W7eitere  und  Nähere   über  dus  in  Kede 
stehende  wichtige  und  höchst  interessante  Unternehmen  enthält. 

G. 
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Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Von  des  Herausgebers  des  Archivs  bekanntem  Lehr  bliche  der 
Mathematik  für  die  obern  Classen  höherer  Lehranstal- 
ten. 4  Theile.  Brandenburg  bei  Wieseke  erscheint  jetzt  die 
dritte  Auflage,  und  zwar  zuerst  von  dem  zweiten,  die  Stereo- 
metrie enthaltenden  Theile.  Die  neue  Auflage  dieses  Theils  wird 
in  den  nächsten  Tagen  versandt  werden. 

Die  Anfangsgründe  der  Zahlen-  und  Raumgrössen- 
Lehre.  Als  Leitfaden  für  den  mathematischen  Unter- 
richt an  den  KönigL  Artillerie-Brigade-Schulen,  so  wie 
zum  Selbstunterricht  für  die  Avancirten  der  Artillerie 
bearbeitet  von  F.  N.  Rost,  Pr~em.  Lieut.  und  Lehrer.  Ber- 
lin. 1842.   8.    1  Thlr. 

H.  Forir:  Essai  d'un  cours  de  mathlmatiques  a  l'usage 
des  Cleves  du  College  communal  de  Liege.  1841.  8. 
1  Thlr.  12  ggr. 


Arithmetik. 


Rlementi  di  Aritmetica.,  di  G.  B.v  Roatagno  della  com- 
pagnia  diGesü,  ad  uso  delle  scnole  della  medesima  com- 
pagnia.   Torino.  1841.  12. 

Dr.  G.  F.  Ursin:  Arithmetik,  udarbeidet  med  stadigt 
Hensyn  til  den  praktiske  Anwendelse.  1841.   8.   80  seh. 
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Gruodriss  der  e  le mc n l a re n  , A I ge b r a  zum  Gebranch 
bei  Vorträgen  und  dem  Selbstunterrichte.  Von  R.  Sime- 
aen.    Altona.  18-41.    N.    1  Tblr.  6  ggr. 

The  Klements  of  Algebra.  Designcd  for  the  Use  of 
Students  in  the  Iniversity.  Ry  John  Hind,  M.  A.  Inte 
Fellow  and  Tutor  of  Sidncv  Sussex  College,  Cambridge. 
Fiftb  edition.  1841.    8.    12  a*  O  d.  boards.  - 

Trattatell.o  elementare  di  Algebra,  composto  ad  uso 
del  collegie  e  liceo  di  Ui?aB«i(  Del  jk  4.  G.  B.  Giuliani 

c.  r.  somasco.    Lugano.  iSil.  12.' 

C.  Jürgeosen:   Elemeirtair  Arithmetik   og  Algebra. 
Anden  Hdgave.  1841.    8.    1  Rbd. 

Aufgaben  für  Anfänger  in  der  Buchstabenrechnung, 
Algebra  und  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Von  Dr.  G. 
A.  Jahn.    Leipzig.  1842.    8.    I  Tblr. 

Algebra ical  Problems,  producing  simple  andQuadra- 
tic  Equations.  with  their  SoJutionsj:  deajgued  as  an  I  n  - 
troduotion  tu  the  higher  brauebes  of  Aualytic*.  To  . 
which  is  added  an  Appendix,  contaiaLu-g  a  collection  of 
Problems  on  the  Nature  and  Solution  of  Kquations  of 
kigher  dimensions.  Bv  Millies  Bland.  Eighth  edition. 
1811.    8.    10  s.  6  d.  boards. 

* 

Neue  Methode  zur  Auffindung  der  reellen  Wuracln 
höherer  numerischer  Gleichungen  und  zur  Ausziehung 
der  dritten  und  der  höhern  Wurzeln  aus  bestimmten  Zah- 
len. Zunächst  im cli  englischen  Quellen  bearbeitet  von 
Dr.  L.  C.  Schulz  von  Strassnicki,  ö.  o.  Prof.  der  Llcmeo- 
tar-Matbematik  am  K.  K.  polytechnischen  Institute  zu 
Wien.    Wien.  1842.  8. 

Die  von  dem  If.  in  dieser  Schrift  dargestellte  und  entwickelte 
Methode  zur  Auflindung  der  reellen  Wurzeln  der  numerischen  Glei- 
chungen verdankt  man  im  Wesentlichen  dem  vor  zwei  Jahren  ver- 
storbenen englischen  Mathematiker  W.  G.  Horner,  welcher  die- 
selbe zuerst  in  den  Philosophien!  Traosactions.  1819  bekannt 
machte,  aber  durch  einen  sehr  dunkeln  Vortrug  ihrer  weitern  Ver- 
breitung- schadete.    Ausserdem  findet  sich  Kituges  über  dieselbe  in 
J.  R.  Young's  tbeory  and  Solution  of  algebraical  equa- 
tions.    London.  18*15.,  und  in  zwei  ebenfalls  mit  sybillinischer 
Kürze  verf.isshn  Aufsätzen  von  Horner  in   Leybo'urn's  new 
scries  of  mathematical  Repository.    Noch  diesen  Schritten 
die  aber  eigentlich   nur  als  Bruchstücke  zu  betrachten  sind  und 
selten  die  Beweise  der  aufgestellten  Regeln  liefern,  bot  der  Herr 
Vf.  der  obigan  Schrift  die  llortiersche  Methode  sehr  deutlich  und 
vollständig  dargestellt,  weiter  entwickelt  und  durch  eine,  gjosse 
Anzahl  voltständig  ausgerechneter  Beispiele  erläutert,  wodurch  sich 
derselbe  allerdings  ein  wesentliches  Verdienst  erworben  hat,  da  die 
im  Ganzen  sehr  einfache  und  in  mehreren  Rücksicht  eif  andern  be- 
kannten Metboden  Vorzuziehende  Uorner'srue  Methodo  wenigsten« 
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in  Deutschland  bis  jetzt  so  gut  wie  gar  nicht  bekannt  gewesen  ist. 
Kine  selbst  aucb  nur  kurze  Durstellung  dieser  Methode  liier  zu  ge- 
ben liegt  natürlich  gar  nicht  in  dem  Zwecke  dieser  literarischen 
Berichte;  jedoch  hoffen  wir  im  Archive  seihst  auf  dieselbe  zurück- 
zukommen, und  die  Leser  mit  ihrem  Wesen  bekunut  zu  muchen. 
Für  jetzt  müssen  wir  ans  begnügen ,  auf  die  vou  dem  Herrn  Vf. 
selbst  in  der  Vorrede  angegebenen  Vorzüge  der  Uorner'schen  Me- 
thode vor  andern  Methoden  hinzuweisen.  Derselbe  sagt  nämlich: 
„Die  Vorzüge  der  Horn  er' scheu  Metbode  vor  der  Fouriers 
sind  in  Kürze  folgende: 

1.  Die  ungemeine  Leichtigkeit  der  Substitution  einzelner 
Werthe  sowohl,  uls  hei  der  Substitution  einer  arithmetischen  Reihe 
von  Wertben,  wodurch  die  Trennung  der  einzelnen  Wurzeln  sehr 
erleichtert  wird. 

2.  Viel  zureichendere  und  schneller  fordernde  Kennzeichen 
für  die  Imug-inarität  der  Wurzel«. 

3.  Bei  der  Horner'scben  Methode  braucht  man  nicht  früher 
die  gleichen  Wurzeln  wegzuschaffen,  die  Wiederholung  derselben 
ergiebt  sich  selbst  im  Verlaufe  der  Rechnung. 

4.  Der  Recbnungsprocess  der  einzelnen  Wurzeln  nach  der 
Homerischen  Methode  ist  zusammenhängend,  Ziffer  für  Ziffer  wird 
bestimmt,  und  hier  ist  es  viel  mehr  uls  bei'm  Fouricr'scheu  Verfah- 
ren der  Füll,  dasa  nicht  eine  einzige  Ziffer  mehr  berechnet  wird, 
als  nothwendig  ist 

Wissenschatiii cli  höber  als  unsere  Metbode  steht  die  GränVsche, 
besonders  nach  ihrer  Verbesserung  und  Krweiterang  durch  Herrn 
Bncke,  da  diese  auch  die  itnuginären  Wurzeln  liefert,  was  mir  bisher 
nach  der  Horner'scben  nicht  gelingen  wollte,  obwohl  ich  sicher 
hoffe,  dass  für  die  imaginären  Wurzeln  ein  eben  so  ciufucher  Rech- 
uungsproeess  sich  aufliuden  lassen  werde. 

Was  aber  die  reellen  Wurzeln  betrifft,  so  wird  hoffentlich  nie- 
mand anstehen,  in  Hinsicht  auf  praktische  Berechnung  derselben,*  der 
Horner'schen  vor  der  Graffe'schen  den  Vorzug  einzuräumen,  um  so 
mehr,  da  man  bei  der  Gräffe'scben  Methode  alle  Wurzeln  zugleich 
suchen  nun»,  während  doch  nur  die  reellen  für  den  Praktiker  einen 
Werth  haben. 

Zum  Schluss  wollen  wir  den  Herrn  Vf.  nur  noch  auf  die 
Schrift: 

Neue  Metbode,  die  reellen  rutionolen  und  irrationa- 
len Wurzeln  numerischer  Gleichungen  zu  finden,  von 
C.  A.  Bretscbneider,  Professor  am  Realgymnasium  zu 
Gotha.    Leipzig.  1838.   4.   12  ggr. 

aufmerksam  machen,  in  welcher  gleich  von  vorn  herein  ein  dem 
Horner'schen  ganz  ähnlicher  Algorithmus  zur  Bestimmung  der,  ge- 
wissen gegebenen  Werthen  ihrer  Unabhängigen  veränderlichen  Grö- 
ssen entsprechenden  Werthe  der  ganzen  rationalen  algebraischen 
Functionen  gelehrt  wird,  uud  die  daher  überhaupt  bei  diesem  Ge- 
genstande genauer  verglichen  zu  werden  verdient. 

*  M 

Teorica  e  Pratica  del  Probabile,  dell' abate  Giuseppe 
Bravi.  Seconda  edizione  notabilmente  aecresciuta. 
Bergamo.  1840.   8.  Due  vol. 

Observationen,  diversa  calculi  d ifferen tialis  princi- 

9« 
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pia  stringentes,  quas  speciminia  loco  publica«  cemurae 
defert  Mag1.  Carolas  Dan.  Arosenius,  ad  Sc  hol.  Triv.  Fab- 
ian. Collegn.  Rcsp.  Petr.  Gust.  Tengman.  Arosiae.  1840. 
H  ark.  4. 

Examples  of  the  Processes  of  the  Differential  and 
Integral  Calcu)  us.  Collect  ed.  by  D.  F.  Gregory,  M.  A.  Fei« 
low  of  Trinity  College.  London  (und  Cambridge.)  1841. 
8.    18  s.  ' 


Geometrie. 


Leitfaden  für  den  Vorbereitungsunterricht  in  der 
Geometrie.  Von  Dr.  K.  W.  Grebe.    Cassel.  1840.  8.  |  Thlr. 

Geometrie  für  höhere  Volksschulen  und  Schullehrer- 
seminarien  von  J.  W.  Straub,  Lehrer  an  der  Bezirks- 
schule zu  Baden  im  Aargau  und  Gemein desch nli nspector. 
Zürich.  1841.   8.    15  ggr. 

Lehrbuch  der  Geometrie.  Aasgearbeitet  von  Dr.  C.  L. 
A.  Kunze,  Professor  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 
Weimar.   Erster  Band.  Planimetrie.    Jena.  1842.8.  1  Thlr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie  ist  uns  eine  sehr  erfreuliche 
Erscheinung  gewesen  und  verdient  nachdrücklichst  empfohlen  und 
allgemeiner  bekannt  zu  werden.  Ueberall  befleissigt  sich  der  Ver- 
fasser der  euclidischen  Strenge,  ohne  -an  irgend  einem  Orte  zu 
weitläulig  oder  für  den  Anfänger  zu  schwierig  zu  werden.  Das 
Hauptverdienst  dieses  Buchs  finden  wir  aber  in  den  verschiedenen, 
den  einzelnen  Kapiteln  beigefügten  Anhängen,  in  denen  der  Ver- 
fasser von  den  Ergebnissen  der  sogenannten  neuern  Geometrie  eine 
sehr  zweckmässige  Auswahl  getroffen  nnd  einen  sehr  verständigen 
Gebrauch  gemacht,  aber  auch  manches  aus  eignen  Mitteln  hinzuge- 
tlian,  namentlich  mehrere  Sätze  bloss  mit  dea  ihm  durch  das  Lehr- 
buch selbst  dargebotenen  Hülfsmitteln  auf  eigentbümliche  Weise 
nnd  meistens,  so  weit  die  Natur  des  Gegenstandes  es  zuliess,  sehr 
einfach  bewiesen  bat.  Sehr  werden  dem  Verfasser  mit  uns  viele 
Lehrer  auch  für  die  un  vielen  Orten  eingestreuten  interessanten 
historischen  Notizen  daukbar  sein,  die,  wie  jeder  erfahrene  Lehrer 
weiss,  immer  sehr  zur  Belebuog  des  mathematischen  Unterrichts 
beitragen.  Leider  verbietet  uns  hier  der  Raum,  aus  dem  reichen 
in  deu  verschiedenen  Anhängen  enthaltenen  Schatze  viele  Einzeln- 
beiten  namhaft  zu  macheu,  jedoch  können  wir  uns  nicht  versagen, 
den  Leser  u.  A.  auf  Folgendes  besonders  hinzuweisen.  So  ist  z.  B. 
in  dem  Anhange  zum  neunten  Kapitel  ein  neues  sehr  einfaches  und 
sinnreiches  Verfahren,  die  Seite  eines  in  einen  gegebenen  Kreis  zu 
beschreibenden  regelmässigen  Vielecks  näherungsweise  zu  finden, 
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mitgetheilt ,  welches  eiue  sehr  artige  Erfindung  Sr.  Hoheit  des 
Herzog-s  Carl  Bernhard  z  a  Sachsen  Weimar- Eisenach  ist, 
und  eine  weit  schnellere  Annäherung  und  grossere  Genauigkeit  als 
die  oft,  z.  IS.  in  Kästner'»  geometrischen  Abhandlungen. 
I.  S.  266,  besprochene  Regel  von  Renaldini  gewährt.  Der  Vf. 
hat  die  neue  Regel  mit  Hülfe  trigonometrischer  Rechnung  für  alle 
Vielecke  mit  ungerader  Zahl  bis  zum  23eck  geprüft,  und  sie  immer 
mit  Ausnahme  des  3ecks  und  5ecks,  wp  sie  nicht  anwendbar 
ist,  sehr  nahe  richtig  gefunden.  Ferner  machen  wir  aufmerksam 
auf  den  Beweis  der  Steiner'schen  Conatruction  des  Malfatti'- 
sehen  Problems»  die  man  auch  in  dem  Anhange  zum  neunten 
Kapitel  findet,  auf  die  ganze  Behandlung  des  Falles  der  Incommen- 
surabilität  in  der  Lehre  von  den  Proportionen  u.  s.  w.,  auf  die 
Rectiücation  und  Quadratur  des  Kreises  und  vieles  Andere,  was 
hier  besonders  anzuführen  der  Raum  nicht  zulasst.  In  einer  Zu- 
gabe am  Ende  des  Buchs  hat  der  Verfasser  auch  die  im  2ten  Hefte 
des  ersten  Theils  des  Archivs  (S.  193)  ausführlich  besprochene  Auf- 
gabe von  der  Bestimmung  der  Anzahl  der  verschiedenen  Arten,  auf 
welche  Bich  ein  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegen 
lässt,  auf  eigentümliche  Weise  aufgelöst,  wobei  er  zwei  recurri- 
rende  Formeln  findet,  durch  deren  Vergleichung  mit  einander  sich 
dann  die  Euler'scbe  independente  Formel  ergiebt.  Wir  wiederho- 
len, dass  uns  hier  der  Raum  fehlt,  auf  alle  Vorzüge  dieses  Lehr- 
buchs speciell  aufmerksam  zu  machen,  empfehlen  es  aber  nament- 
lich auch  denen,  welche  sich  etwas  weiter  als  im  Kreise  der  ge- 
wöhnlichen Elemente  mit  der  Geometrie  bekannt  machen  wollen, 
nochmals  aus  voller  Uebcrzeugung,  und  wünschen,  dass  der  Ver- 
fasser Zeit  und  Müsse  haben  möge,  recht  bald  den  zweiten  Theil, 
welcher  die  Stereometrie,  nebst  der  ebenen  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie, umfassen  wird,  nachfolgen  zu  lassen. 

Nur  in  einem  Punkte  können  wir  mit  dem  Verfasser  nicht 
ganz  einverstanden  sein,  nämlich  in  Bezug  auf  seine  Darstellung 
der  Lehre  von  den  Parallellinien.  Er  geht  nämlich  dabei  von  der 
folgenden  Definition  aus: 

Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  ihre  Punkte  (in 
einerlei  Ebene)  von  einer  Geraden  gleichweit  abstehen,  beisst 
eine  Parallellinie  oder  eine  Parallele  zu  derselben; 
und  fügt  hierauf  deu  Grundsatz: 

Die  Parallele  zu  einer  Geraden  ist  selbst  eine  Gerade 
bei,  auf  welchem  er  dann  das  Gebäude  der  Lehre  von  den  Paral- 
lellinien allerdings  mit  völliger  Consequenz  aufführt.  Dass  man  in 
dieser  Lehre  von  einem  eigentümlichen,  derselben  allein  angehö- 
renden, Grundsatze  ausgehen  müsse:  damit  sind  wir  völlig  einver- 
standen. Dass  aber  der  obige  Satz  die  zu  einem  Axiome  nöthig^e 
innere  Evidenz  habe,  möchten  wir  bezweifeln,  so  wie  uns  auch  in 
der  obigen,  bekanntlich  schon  von  altern  Mathematikern  vielfach 
benutzten,  Definition  der  Parallelen  das  Priocip  der  Gleichheit 
der  gegenseitigen  Lage  zweier  geraden  Linien,  auf  welches  es 
nach  unserer  Ueberzeugung  in  der  Lehre  von  den  Parallellinien 
doch  vorzüglich  und  eigentlich  nur  allein  ankommt,  nicht  gehörig 
ausgesprochen  zu  sein  scheint.  Hält  man  dieses  Princip  fest,  so 
hat  es  uns  immer  geschienen,  dass  der  Satz: 

Zwei  gerade  Linien,  die  beide  einer  dritten  parallel  sind  (d.  h. 
die  beide  gegen  eine  dritte  gleiche  Luge  haben),  sind  jeder- 
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zeit  einander  selbst  parallel  (d.  Ii.  haben  gegen  ein  notier 
gleiche  Lage)' 

keinen  mindern  Grad  innerer  Evidenz  besitzt  als  der  Satz: 


Zwei  Grössen,  die  einer  dritten  gleich  sind,  sind 
einander  selbst  gleich  ,* 
welchem  noch  Niemand  den  Namen  eines  Grundsatzes  streitig  ge- 
macht hat;  und  den  obigen  Satz,  oder  einen  demselben  analogen, 
möchten  wir  daher  vorzugsweise  der  Lehre  von  den  Parallellinien 
als  Axiom,  ohne  welches  man  nun  doch  einmal  nickt  auskommen 
kann,  zum  Grunde  gelegt  sehen.  Indess  wir  brechen  hier  ab,  da 
uns  zur  ausführlichen  Darlegung  unserer  Ansicht  der  Raum  fehlt, 
und  eine  Cebercinstimmung  der  Mathematiker  in  dieser  vielbespro- 
chenen Lehre  doch  schwerlich  jemals  h er beizo fähren  sein  wird ; 
keineswegs  aber  haben  wir  durch  die  vorhergehenden  Bemerk»»- 

Sin  den  von  uns  vollkommen  anerkannten  VVertb  des  Buch«  des 
errn  Professors  Kunze  auch  nur  im  Geringsten  zo  schmälern  beab- 
sichtigt 

Besonders  hervorheben  wollen  wir  noch  die  grosse  Nettig- 
keit und  Zierlichkeit,  mit  welcher  die  diesem  Buche  beigegebenen 
Tafeln  von  dem  geschickten  geographischen  Kupferstecher  Uerrn 
Adolph  Mädel  zu  Weimar  ausgeführt  worden  sind,  der  für 
dergleichen  Arbeiten  recbt  sehr  ungemein  empfohlen  zu  werde» 
verdient,  welche*  wir  daher,  jedes  Verdienst  gebührend  anerken- 
nend, auch  an  diesem  Orte  zu  thun  nicht  unterfassen  wollen. 

G. 

Ragionamen  t<>  di  Ginliano  Villanis  sulT  area  d'nn 
segmento  determinato.  Torino.  1841.  8.  (E  naa  nnova  ri- 
cerca  della  quadratura  del  cireolo.) 

The  Elements  of  Descriptive  Geometry.  By  the  Rev. 
Prof.  Hall,  Kiug's  College,  80  Illustration».  London. 
18-il.   8. .  6  s.  6  d.  ,  . 

Scienza  geometrico  delle  construzi  onr,  ovvero  geo- 
metria  desenttivu  di  G.  Scaffnit,  eapitano  d'artiglieria 
professore  etc.  del  granducato  di  Assia  Darmstadt.  Ver~ 
sione  dal  tedeaco  con  i Uustraziont  ed  agginnte  Vin- 
cenzo  dr.  Tuzzi  professore  supplente  d'introduzione  al 
calcolo  sublime  presso  l'i.  r.  nn i versitä,  di  Padova.  Pa- 
dova.  1841.  8. 

Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten,  dargestellt  für 
das  Bedurfoiss  des  Forstwirtbs.  Pragramm  zur  Eröff- 
nung der  Vorlesungen  an  dem  land-  und  forstwirtb- 
schaftlichen  Institut  in  Hohenheim  im  Herbst  1841.  Von 
pr.  Fr.  J.  P.  Rieckc,  Professor  der  Mathematik  und  Phy- 
sik.   Stuttgart.  1841.  8. 

Dem  Herausgeber  des  Archivs  ist,  diese  kleine  Schrift  nament- 
lich deshalb  sehr  interessant  gewesen,  weil  der  Herr  Vf.  in  dersel- 
ben von  der  Definition  dor  Kegelschnitte  auageht,  welche  der  Her- 
ausgeber des  Archivs  in  seinen  Beiträgen  zur  reinen  und  an- 
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gewandteu  Mathematik.  Theil  I.  Brandenburg-.  1838.  4. 
S.  222.  als  Grundlage  für  den  elementaren  Vortrag  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  angeJlegnjitUchst  zu  empfehlen  sieh  erlaubt  hat, 
nämlich  von  der  folgenden  l)eÜolHon: 

„Wenn  eine  gerode  Linie  und  ein  Punkt  ausserhalb  derselbcu 
„gegeben  sind,  so  heisst  der  Ort  aller  Punkte  in  dieser  Ebene, 
„deren  Entfernungen  von  dem  gegebenen  Punkte  und  der  gegebe- 
„neu  geraden  Linie  immer  dasselbe  Verhältnis*  zu  einander  haben, 
„ein  Kegelschnitt,  und  zwar  eine  Parabel,  wenn  das  constante 
„Verbältniss  Verbältniss  der  Gleichheit  ist,  eine  Ellipse,  wenn  es 
„ein  Verbältniss  des  Kleinem  zum  Grössern  ist,  eine  Hyperbel, 
„wenn  es  Verbältniss  des  Grössern  zujn  Kleinern  ist." 

Aus  dieser  Definition  leitet  der  Herr  Vf.  die  Haupteigenschof- 
ten  der  Kegelschnitte  fast  durchgängig  nach  rein  geometrischer 
Methode  auf  sehr  einfache  Weise  ab.  giebt  Regeln  zu  ihrer  Con- 
struetion,  lehrt  die  Quadratur  der  Parabel  uud  die  Kubatur  des 
ganzen  und  abgekürzten  Paraboloids,  welche  für  den  Porstwirth 
aus  hinreichend  bekannten  Gründen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 
Abgesehen  von  der  speciellen  Bestimmung  der  Schrift  empfehlen 
wir  dieselbe  überhaupt  Lehrern  an  höhern  Unterricbtsanstalten  zur 
fleachtnng  bei  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten, 
und  würden  uns  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  einen  geeigneten  Ge- 
lehrten zur  Abfassung  eines  zwar  kurzen,  aber  doch  möglichst 
vollständigen  Lehrbuchs  der  Kegelschnitte  für  Schulen  nach  rein 
geometrischer  Methode,  mit  Ausschliessung  aller  algebraischer 
Rechnung,  und  mit  Zugrundelegung  der  obigen  allgemeinen  Defint* 
tion  der  Kegelschnitte,  veranlassen  sollte,  ein  Unternehmen,  von 
welchem  wir  uns  sehr  wesentliche  Förderung  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten^  auf' Schulen  versprechen.  Zu- 
nächst möchten  wir  nutürlich  deu  geehrten  Herrn  Vf.  selbst  zur 
Erweiterung  seiner  Schrift  in  der  so  eben  päher  angedeuteten 
Weise  und  für  den  in  Rede  «freUcndcn  'Zweck  uns  aufzufordern  er- 
lauben, wozu  derselbe  schon  als  Würtemberger  jedenfalls  beson- 
ders befähigt  ist,  da  bekanntlich  in  seinem.  Vaterlande  die  rein 
geometrische  Methode  immer  besonders  cultivirt  worden  ist  und 
nnck ,  cultivirt  wind.  Das»  diese  Methode  stets  die  Hauptgrund- 
Uge  des  mathematischen  Unterrichts  auf  Schulen  bilden  und  immer 
bleiben  inuas ,  kann  nicht  genug  eingeschärft  werden,  da  man,  wie 
es  uns  scheint,  jetzt  schon  bei'm  mathematischen  Unterrichte  auf 
Schulet  hin  und  wieder  der  Rechnung  ein  zu  grosse*  Feld  eiu- 
räumt.  •! 


H.  P«  Hamilton«  Analytiska  Framställuing  uf  Ko- 
oiskn  Sektionern«.  Ofwersatt  af  C.  W.  Eneherg.  Med 
Fyra  Plnncher.    Stockholm.  1841.    8.    1  Rdr.  3b\sk. 


Söpra  t  circoli  osculatori  delle  curvc,  memoria  lettu 
nclla  puntificia  accademia  dei  l/mcei,  dal  dott.  L.  Bru- 
ned  sacerdot«  romano.    Roma.  1"840.  8. 
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Trigonometrie. 


Tri^r  onometria  plana  et  theses  quas  pro  munere  Lec- 
toris  edidit  Mag.  Joh.  Wersäll,  Gymnasii  Adjunctus.  Resp. 
Christ.  Högman.   Scarae.  1840.  8. 

Quaestiones  tetragonometricae.  Dissertatio  insugu- 
ralis  quam  etc.  scripsit  Juüub  Uartmanu.  Marborgenais. 
Marburgi.  MDCCCXLI.  8. 

Diese  kleine  einpfehlenswerthe  Gelegenbeitsscbrift  giebt,  nach 
einer  Einleitung,  in  dem  ersten  Kapitel  die  Aufzählung  aller  in  der 
Tetragonometrie  vorkommenden  Fälle,  wobei  der  Vt.  findet ,  dass 
sich  dieselben  auf  sieben,  oder  eigentlich  nur  auf  vier,  Hauptpro- 
bleme zurückfuhren  lassen,  deren  vollständige  Auflösung  sodann 
im  zweiten  Kapitel  gegeben  und  durch  einige  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  hinreichend  erläutert  wird.  Wer  u.  A.  Biörn- 
sen's  dickleibige  Introductio  in  Tetragouometriam  ad 
m c ii t e m  Lamberti  analytice  conscripta.  Hafcniae.  1780.  8. 
kennt,  oder  gar  einmal  das  schwierige  Unternehmen,  dieselbe 
durchzuarbeiten,  begonnen  hat,  wird  dem  Verf.  für  seine  einfache 
Darstellung  gewiss  Dank  wisseu. 


Praktische  Geometrie. 


Travaux  de  la  Commission  pour  fixer  les  mesures  et 
les  poids  de  l'Empire  de  Kossie  par  A.  Th.  Kupffer. 
II  Tomes.  gr.  in  4.   St.  Petersbourg.  1841.    5  Thlr.  8  ggr. 

Crocker's  Elements  of  Lan dsurveying.  New  Edition, 
corrected  tbroughout,  and  considerably  improved  aud 
modernized,  by  T.  G.  Bunt,  Land- Surveyor,  Bristol.  To 
wbich  are  added  Tables  of  Sixfignre  Logarithms,  su- 
perintended  by  Richard  Parley,  of  the  Nautical  Esta- 
blishment.   1842.  Post  8.  Price  12  s.  cloth  lettered. 

i 

The  Tables  of  Six-Pigure  Logarithms,  containing 
the  Logarithms  of  Nunibers  from  1  ad  10000,  and  of  Sinea 
and  Tangents  for  every  Hinute  of  the  Quadrant  and 
every  Six  Seconds  of  the  first  Two  Degrees,  with  a  Ta- 
ble of  Constants,  and  Pormulae  for  the  Solution  of 
Plane  and  Spherical  Triangles,  may  be  had  separately, 
4  s.  6  d,  cloth. 
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The  Elements  of  Meehanics;  desigued  for  the  use  of 
Student«  in  the  Uuiversity.  By  James  Wood,  D.  D.  for- 
merly  Master  of  St.  John's  College  Cambridge,  and 
Dean  of  Kly.  A  New  Edition,  revise.d,  re-arranged,  and 
enlarged,  by  J.  C.  Snowball,  M.  A.  Pellow  of  St.  John's 
College,  Cambridge.  1841.   8.   8  s.  0  d. 

Dissertatio  de  pendnlo  et  tbeses  quas  pro  munere 
Lectoris  edidit  Mag.  Andreas  Holmstrand  College  scho- 
lae;  Resp.  Carol.  Petro  Lindström.   Scarae.  1840.  4. 

De  motu  globnli  homogenei  rigidi  progressiro  in  su- 
perficee  semicylindri  recti  concava,  ratione  frictionis 
atque  resistentiae  aeris  posthabita  dissertatio.  Praes. 
J.  G.  BjÖrling,  in  Reg.  Aead.  Ups.  Mechan.  Docens;  Resp. 
J.  C.  Pol  heimer.    Holmiae.  1840.  4. 


Praktische  Mechanik. 


■ 

Die  Maschinen-Elemente  und  die  Hydraulik«  Letz- 
tere besonders  auf  die  Berechnung  und  die  Construc- 
tion  der  Wasserräder  angewendet.  Ein  Handbuch  für 
Mechaniker,  Fabrik-Dirigenten,  Techniker  u.  a.  w.  von 
C.  G.  Kuppler,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  zu 
Nürnberg.  Auch  unter  dem  Titel:  Industrielle  Mecha- 
nik. Nach1  Poncelet  u.  s.  w.  deutsch  bearbeitet  und  mit 
-Anmerkungen  begleitet  von  C.  Q.  Kuppler.  II.  Theil.  Die 
Maschinen-Elemente  und  die  Hydraulik.  Mit  19  Kupfer- 
tafeln.  Nürnberg.  1841.   8.   3  Thlr. 

*  •  '         i  ■ 

Von  Dr.  J.  A.  Hülsse's  Maschinen-Encyclopädie  fS.  No.  I. 
S.  11.  des  Literarischen  Berichts)  ist  die  6ste  Lieferung  (1  Thlr.) 
erschienen. 

i 

Moria:  Notice  sur  divers  appareils  dy  namo  me  tr  iques. 
2e.  <dit.   Paris.  1841.   8.   1*  Thlr. 
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Astronomie 


J.  H.  Mndler's  sehr  emnfeblenswerthe  Populäre  Astrono- 
mie ist  ovo  vollständig  erschienen.  Da»  ganze  Werk  kostet  jetzt 
2;  Thlr, 

Die  Wunder  des  Himmels  oder  gemei nfassl icbe  Dar- 
stellung des  Weltsystems.  Von  J.  J.  von  Littro  w.  Zweite 
verbesserte  Auflage  in  Einem  Baude.  Zweiter  Abdruck. 
Mit  dem  Portrait  des  Verfassers  und  117  Figuren.  Stutt- 
gart. 1842.   8.   3  Thlr. 

Ks  genügt  die  Anzeige,  dass  von  diesen  allgemein  bekannten 
Werke  die  dritte  Auflage  erschienen  ist,  die  übrigens  ganz  mit  den 
frühem  Auflugen  übereinzustimmen  scheint. 


Compendie  di  Astronomia,  o  sia  Esposizioae  dello 
natura  e  dei  movimenti  de*  corpi  celesti,  preceduto  da 
uns  introduiioae  storica,  segnita  da  uua  bingrafia  de" 
piü  celebri  astronomi,  da  una  bibliografia  e  da  na  voca- 
bolario  astronomico.    Di  Boilly.    Milano.  1841.  ln-32. 

Mathematische  Geographie.  Ein  Leitfaden  beim  Un- 
terrichte dieser  Wissenschaft  in  höheren  Lehranstalten. 
Von  Dr.  H.  A.  Brettner.  2te  verb.  und  vermehrte  Aufl. 
Breslau.  1840.    8.    8  ggr. 

Kalender  für  alle  Stände  1842.  Herausgegeben  von 
C.  L.  von  Littrow.  Adjunkten  der  K.  K.  Sternwarte  zu 
Wien.    Wien.    8.    12  ggr. 

Dieser  Kalender  eathaJt  neben  den  gewöhnlichen  Kalender- 
Angaben  anch  eine  kleine  Ephemer  idc,  deren  Angaben  aber  aar 
bis  auf  Miauten  gehen.-  Indess  ist  derselbe  Liebhabern  der  Astro- 
nomie, die  as  bloss  mit  der  Beschauung  den  Himmels  zu  thun  ha- 
fcen,  immerhin  an  empfehlen,  und  verdient  allgemeiner  kekanut 
zu 


Kircbenrechnnag  v oa  F.  Piper.  Berlin.  4.  I  TWr.  • 
Eine  aas  dem  2ten  Hefte  des  22stea  Bandes  des  Crelfe'seheo 

Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  besonders  an. 

gedruckte  sehr  empfehlenswerthe  Abhandlung. 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouvements  Celestes, 
pour  1844;  avec  additions.   Paris.  1841.   8.   3  Thlr. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per  l'anno  1842. 
Cob  oppendtea  di  osservazioni  e  ni ein orie.  Milano.  1841.  8. 

L'appendice  contiene:  Aseenaani  rette  della  hitta  eseervatc 
neafli  anni  1835,  36,  37,  38  al  circolo  meridiano  di  Stark  e  para- 
gonate  collc  tavole  da  Roberto  Stambucchi.  —    Declioasioni  della 
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luna  dedotte  dalle  osscrvazioni  fatte  al  cireolo  meridiooo  dl  Stark 
d*\  diccmbre  1834  e  eegl»  anoi  183$,  86j  37,  88  e  paragonate  oolle 

inbi 


tavolc  da  Roberto  Stnmbucchi. 


Dien:  Atlas  "des  pli^nomeiei  Celestes  dannant  le  trace 
des  mouvements  apparens  des  pinnetes.  Paris.  184L'  4. 
6  Tlilr. 

Dien:  Atlas  dn  Zodiaque.   Paris.  1841.   4.   6  Tlilr. 

Annalen  der  K.  K.  Sternwarte  in  Wien.  Nacli  dein 
Befehle  Seiner  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  heraus** 
gegeben  von  J.  J.  und  C.  L.  von  Lttsrow.  20 r  Tbl.  Wien 
1840.  gr.  Fol.    3  Tlilr.  14  ggr. 

Wrr  werden  später  eine  ausführliche  Anzeige  dieses  bis  jetzt 
uns  noch  nicht  zugegangenen  Werkes  liefern. 


'       2     .f.  ♦  . 

.   ■  »i  •■•  »*  'Um  f 


Physik. 


s  ♦  1 


■ 


•  f  'I 
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Ueber  den  relativen  Werth  der  Naturwissenschaften 
für  die  formelle  Bildung  der  Jugend.  Fest-Rede  vom 
Prof.  Dr.  Jäger.    Stuttgart.  1841;    3  ggr. 


Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  forlesun- 

Sen  und  beim  toter  richte.  Von  W.  Eisenlobr.  3te  Aufl. 
an n heim.  1841.    8.    2  Thlr.  8  ggr. 

Es  wird  hier  die  Anzeige  genügen,  dass  von  diesem  langst 
allgemein  bekannten  trefflichen  Lchrbuche  die  3te  Aufl.  ersenie- 
uen  ist. 


>  f 


Lärobok  i  Fysiken  af  W.  Eisenlohr,  Professor  i  Ma- 
tern, och  Fysik  i  Mannheim.    Fran  Andra  Ori gin aluppla- 

gan  pa  Swenska  Utgifwen  af  G.  A.  Lundhquist.  -Auskul- 
tant   i    Knogl.   Bergs-kollcgium.     Med    10  Ploaseher. 


Stockholm.  1841.    8.    3  Rdr. 


■ 

"  li'IVl 


Die  Experimental  Physik,  ein  geistiges  Bilduags- 
mittel,  in  ihren  Beziehungen  zum  praktischen  Leben. 
Bin  Handbuch  für  Lehrer  an  gehobenen  Volks-  und  Bär* 
gerschulen  und  technischen  Anstolten  von  Dr.  k.  F.  B. 
Sehneider,  Oberlehrer  etc.  Zweite  Abtheilung:  Mecha- 
nik, Atmometrie.  Akustik.    Dresden.  1841.   8.    16  ggr. 

Das  in  Nr.  III.  8.  50  des  Literarischen  Berichts  über  die  erste 
Abtheilung  gefällte  günstige  Crtbetl  gilt  auch  von  dieser  aweiten 
Abtheilung. 

Lehrbuch  der  Experimental-Physik  für  Real-  und 
Gymnasial- Anstalten  von  Dr.  C.  H.  Nagel,  Professor  der 
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Mathematik  and  Physik  an  deai  obern  Gymnasium  and 

der  höhern  Bürgerschule  xn  Ulm.  I.  Abtheilung.  Allge- 
meine Naturlehre  für  Gymnasial-  and  niedere  Keal-Au- 
stalten.    Ulm.  1842.   8.   20  ggr. 

Wir  halten  dieses  Buch  für  ein  mit  pädagogischem  Takt  sehr 
verständig  angelegtes  Lehrbuch  der  Physik  für  den  ersten  Unter- 
richt in  dieser  Wissenschaft  auf  Schulen ,  welches  in  klarer  Dar- 
stellung nur  die  Hauptgesetze  giebt,  mehrere*  Detail  in  mit  kleine- 
rer Schrift  gedruckten  Anmerkungen  nur  ganz  kurz  andeutet,  und, 
den  Weg  der  mathematischen  Begründung  verlassend,  bloss  den 
Experimeutalweg;  betritt,  weshalb  dasselbe  Lehrern  für  den  Unter- 
richt in  den  untern  Klassen  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden 
verdient.  Bei  dem  physikalischen  Unterrichte  in  den  obern  Klas- 
sen ist  es  dagegen  nach  unserer  Ueberzeugung  sehr  zweckmassig, 
und  dient  zugleich  sehr  zur  Unterstützung  und  Forderung  des  mathe- 
matischen Unterricht«,  wenn  den  Schülern  so  häufig  wie  möglich 
gezeigt  wird,  wie  viele  wichtige  Anwendungen  sich  schon  bloss 
von  den  von  ihnen  bereits  erlernten  Lehren  der  Mathematik  in  der 
Physik  machen  lassen. 


The  mathematical  Principles  of  Mechanical  Philoso- 
ph}-, and  their  Application  to  the  Theory  of  Universal 
Gravitation.  By  John  Henry  Pratt,  M.  A.  Fellow  of  Gon- 
ville  and  Caius  College,  and  of  the  Cambridge  Philoso- 
phical  Society.  2d  Edition.  Cambridge.  1841.  8.  LI.  1  s. 
Boards. 


Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturkunde. 
Von  D,  Fr.  Arago.  Fünfter  Theil.  Ans  dem  Französi- 
schen übersetzt  von  Dr.  C.  F.  Grieb.   Stuttgart.  1841.  8. 

dieser  Theil  enthält  die  folgenden  Aufsätze:  Bericht  an  die 
Akademie  der  Wissenschaften  über  die  während  der  Reise  der  von 
dem  Schiffskapitäne  Du -Petit -Thouars  befehligten  Fregatte,  die 
Venus,  ausgeführten  wissenschaftlichen  Arbeiten. 

Rede  am  Grabe  Prony's. 

Rede  am  Grabe  Poisson's. 

Bericht  über  das  Daguerreotyp. 

Von  den  Kometen. 

Von  der  Temperatur  der  Erde. 

Vom  Kalender. 

Breiten  -  und  Längentabelle  für  die  bedeutendsten  Städte 
Frankreichs. 

Verzeichnis  der  Tage  des  mittleren  Jahres,  an  welchen  eine 
regulirte  Uhr  Mittags  um  12  Uhr  um  eine  ganze  Anzahl  von  Minu- 
ten vor-  oder  nachgehen  muss. 

Zeit  des  Hochwassers  oder  Stunden  der  Flnth  in  den  bedeu- 
tendsten Häfen  der  Küsten  Europa'*;  die  Tajre  des  Neu-  und  Voll- 
nds  und  die  Länge  dieser  Häfen  in  Zeitminuten. 
Voo  der  Atmosphäre  und  ihren  Verhaltnissen  zur  Astronomie. 
Physische  Konstitution  des  Mondes. 
Geschichte  der  Astronomie. 
Vom  Thierkreise. 
Von  den  Fixsternen. 
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Physische  Konstitution  der  Sonne. 
Von  den  Planeten. 
Anblick  de«  Himmels. 

» 

Ueber  die  Berechnung  von  Beobachtungen  durch  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrat  sum  men.  Vom  Prof.  Dr. 
J.  A.  Hülsse.   Leipzig,  gr.  4..  |  Tiilr, 

Tables  psy  chrome'tri  qucs  et  barome't  riq^ues  ä  l'usage 
des  observatoires  mltlorolog iqes  de  l'Empire  de  Russie. 
gr.  in  8.    St.  Petersbourg.  1841.    13  ggr. 

Dass  auf  allen  meteorologischen  Observatorien  in  Russland  alle 
Rechnungen  #nd  Reductiooen  nach  denselben  Tafeln  gemacht  wer. 
den,  ist  eine  höchst  zweckmässige  Einrichtung,  und  wir  möchten 
.hier  wohl  den  Wuusch  aussprechen,  dass  auch  Beobachter  in  an« 
dern  Ländern  sich  zu  dem  Gebrauche  dieser  Tafeln  entachliessen 
und  vereinigen  möchten.  Uebereinstimmende  Instrumente  und  Re- 
doctions- Elemente  scheinen  uns  bei  allen  meteorologischen  Beob- 
achtungen ein  sehr  wesentliches  Erfordernis»  zu  sein. 

A  Manual  of  Rlectricity ,  Hagnetism  and  Meteor»- 
logy.  By  Dionysius  Lardner,  D.  C.  L.  F.  R.  S.  etc.  Vol.  I. 
18|l.  8.  6  s.  cloth.  Being  Vol.  130  of  the  Cabinet  Cyclo- 
paedia.   (To  be  completed  in  Three  more  Volum  es).  * 

Beiläufig  bemerken  wir  hierbei,  dasa  die  Cabinet  Cvclopaedia 
auch  die  folgenden  früher  erschienenen  Abteilungen  enthält: 

A  Treatise  on  Geonietry.   By  Dionysius  Lardner.   6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Hydrostatics  and  l'neumatics.  By  Dionysius 
Lardner.  6  s.  cloth. 

A  Treatise  on  Arithmetic.    By  Dionysius  Lardner.    6  s.  clotb. 

A  Treatise  on  Beat.   By  Dionysius  Lardner.   6  s.  clo{h. 
.  A  Treatise  on  Mecbaoics.   By  Capt.  Kater  and -Dr.  Lardner.  6  s. 

A  Treatise  on  Astronomy.   By  Sir  Jobo  Herschel.   6  s. 

A  Preliminary  Discourse  on  the  study  of  Natural  -Philosopby. 
By  Sir  J.  Herschel.   6  s. 

The  History  of  Natural  Philosophy.   By  Baden  Powell.   6  s. 

A  Treatise  on  Ontics.   By  Sir  David  Brewster.   6  s. 

A  Treatise  on  Chemistry.   By  Prof.  Donovan.   6  s. 

Essay  on  Probabilities.    By  Prot  Dr.  Morgan.   6  s. 

Geschichte  der  Fortschritte  der  Geologie  und  Bin. 
leitung  in  diese  Wissenschaft.  Von  Carl  Lyell.  A.  d.  Engl, 
von  Carl  Hartmann.  Auch  unter  dem  Titel:  Grundsätze 
der  Geologie  oder  die  neuen  Veränderungen  der  Erde 
und  ihrer  Bewohner  in  Beziehung  zu  geologischen  Er- 
läuterungen.   I.Band.   Weimar.  1842.   8.   2  Thlr. 

Den  zweiten  Band  dieses  Werkes  bilden  die  in  Nr.  III.  S.  61 
des  Literarischen  Berichts  angezeigten  neuen  Veränderungen 
der  unorganischen  Welt  u.  s.  w.,  wesbalb  dem  obigen  ersten 
Bande  auch  ein  besonderer  Titel  zu  dem  früher  angezeigten,  un- 
mittelbar vorher  namhaft  gemachten  Werke  beigelegt  worden  ist. 
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Vermischte  Schriften. 


Nouveaux  Memoires  de  rAcadeuiie  royale  des  scicu- 
ces  et  Bei  leg- Lettre  s  de  Bruxelles,  tome  XIV,  ud  fort 
vol  in  4    avec  gravures  et  une  lith  ographie.  Bruxelles. 
18«.   4  Thlr. 
contenant: 

V r  n  h  n  r :  Re*sumc*  des  observations  m^te'orologiqueB  fnites  en 
1810  h  Louvain.        ,  • 

Quetelet:  Rlsume*  des  obsenrations  snr  la  me'te'orolotrie,  sur 
le  tnugnrtisme,  sur  les  tempe>arures  c!c  la  terre,  sur  la  floraisort  de 
flcurs,  plan  (es  etc. ,  suivi  des  compnraisons  harome'triques  faites  a 
Bruxelles  et  dans  le  nord  de  l'Europe,  par  Bravais  et  Cb.  Martin». 

Memoires  cauronnls  par  rActidlmie  roynle  des  Scien- 
ces et  Bei  les-Lcttf  e  de  Bruxelles,  tome  \V,  1"  partie, 
\SW  —  füll,  gr.  in  4.  Bruxelles.  1841.  Thlr. 
routeuant: 

Mo  rix  Stern:  Ree herches  sur  la  theorie  des  residiis  quadrati- 
ques;  memoire  en  reponse  ä  la  question  tsuivante:  On  dem and* 
un  memoire  d'analy se  alglhrique,  dontlesujetcstlaissi4 

au  clioix  des  enncurrens. 

i  ..-vi    'i         .  •  *  i  .  • 

i        '»..,-.  j 

•  "•  #     «.I.  •  *   <  .♦. 

.  i. 


Preisangaben. 


Aufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris 

für  1843. 

„Perfectionner  les  me*thodes  par  lesquclles  on  resout  le  probie- 
re des  perturbaiions  de  ta,lune  ou  des  planetes,  et  remplacer  les 
„dcveloppements  ordinaires  en  sdrics  de  sinus  et  de  cosinus  par 
„d'uutres  dcveloppements  plus  convergents,  compose.s  de  termes  pe*> 
„riodiques  que  1  ou  puisse  calculer  facilement  ä  l'aide;  de  certaioes 
„tables  construites  uue  fois  pour  toutes/4 

Le  prix  consistera  en  uue  medaille  d'or  de  la  valeur  de  3000  Fr. 
Les  raeinoircs  devront  etre  armes  au  seerdtariat  de  l'Academie 
avant  le  Ier  avril  1S43.  Ce  terme  est  de  rigueur.  Les  noms  des 
auteurs  seront  contenus  dans  un  billet  cachete,  qui  nc.sera  ouvert 
que  si  la  plece  est  couronnle. 

•■  i    '  '  •   :  " 

r  *  .  •  *  '  ■•  • ' 
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'     .         *      ■      ,  -  •  '        hl    •    ,ii  | 

-  .  .':  ;r     •  •  .  . 

Vorläufige  Nttchricht  Aber  eine  neue  Zeitschrift  für 
Meteorologie,  Erdmagnetismus  und  verwandte  Ge- 

^  c  n^  1 4&n^Ie#  »( t  ^ 

*  -      .1    i  ■        .         <  < , 

:ln  München  erscheint  vom  Anfange  dies  Jahres  an  eine  neue 
Zeitschrift  unter  de»  Titel: 

Annalea  für  Meteorologie«  Erdmagnetismus  und  ver- 
wandte Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lemsnt,  Plieninger,  Mtieffel,  herausgegeben  von 
Dr.  J.  Lameut,  Cojiservator  der  Königlichen  Sternwarte 
bei  München,  ordentl.  Mitgliede  der  Königl.  Acndemie 
der  Wissensc haften  in  München,  n.  s.  w. 

Der  Gedanke,  welchem  diese  Zeitschrift  ihre  Entstehung  ver- 
dankt, ist  in  neuerer  Zeit  schon  oft  zu  realisiren  versucht  wurden, 
ohne  dass  diese  Versuche  bis  jetzt  mit  dem  Erfolge  des  Geliugeus 
gekrönt  worden  wären.  Jeder,  wer  sich  lebhaft  für  Meteorologie 
interessirt,  kennt  die  grossen  Dienste,  welche  die  ehemalige  soge- 
naunte  Sooietas  Palatina  zu  Mannheim  dieser  Wissenschaft 
geleistet  bat,  nnd  weiss,  dass  die  von  derselben  herausgegebenem 
fciphemeriden  °)  noch  immer  die  wichtigste  Fondgrobe  für  meteoro- 
logische Untersuchungen  sind,  wobei  auch  der  Kurfürst ,  Carl 
Theodor  von  der  Pfalz.,  welcher  diese  meteorologische  Gesellr 
schaft  stiftete,  den  AU  Hemmer  als  deren  Director  an  ihre  Spitze 
stellte,  und  dieselbe  in  den  Stand  setzte,  nach  fernen  Gegenden 
meteorologische  Instrumente  zu  senden,  die  alle  bis  dahin  verfer- 
tigten an  Genauigkeit  übertraten  und  vollkommen  übereinstimmend 
waren,  stets  in  dem  dankbarsten  Andenken  fordeben  und  in  dea 
Annalen  der  Meteorologie, immer  mit  Hochachtung  geuannt  werden 
wird.  Ein  ähnlicher  allgemeiner  meteorologischer  Verein  ist  im 
vorigeo  Jahre  in  München  gestiftet  worden.  Sämm (liehe  mitar* 
beitende  Meteorologen  erhalten  sorgfältigst  regulirte  meteo- 
rologische und  magnetische  Instrumente,  die  in  der  Werkstätte  der 
Königlichen  Sternwarte  bei  München  verfertigt  und  bloss  gegen 
Erstattung  der  Auslugen,  d.  h.  ungefähr  zu  dem  dritten  Theile  des 
gewöhnlichen  Preises,  geliefert  werden,  wonach  ein  Barometer  zu 
.  dem  höchst  geringen  Preise  von  6  Gulden,  ein  Doppeltbermomeier 
(eine  Art  Psychrometer)  zu  dem  ebenfalls  äusserst  niedrigen  Preise 
von  3  Gulden  30  Kr.  abgelassen  lrlnt**).    Die  Beobachtungen  wer- 


°)  Epbemerides  Soe.  meteorolng.  palatinae.    Historia  et  observationes. 

Manh.  1783-1792.  XII.  T.  4. 
••)  Die  magnetischen  Instruinente  sind  natürlich  verhaltnissmässig  theurer, 
im  Ganzen  jedoch  die  Preise,  welche  einem  Jeden  auf  Verlangen  bereit, 
willigst  mitgetheilt  werden,  ao  niedrig  als  nur  irgend  möglich  gestellt, 
so  dass  durch  dieselben  bloss  die  Auslagen  einigermaßen  gedeckt  wer- 
den. Die  sogenannten  Differential -Instrumente  können  in  jedem  Hause, 
wenn  nur  in  der  Nähe  keine  veränderlichen  Eisenmasseti  sind,  aufge- 
stellt und  gebraucht  werden.  Natürlich  katin  man  sich  aber  dem  Vereine 
auch  bloss  für  eigentliche  meteorologische  Beobachtungen,  ohne  sich 
zugleich  zu  magnetischen  Beobachtungen  zu  verpflichten,  anscbliessen.  . 
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den  an  allen  Stationen  nach  einem  gemeinschaftlichen  Plane  ge- 
macht uod  in  den  verschiedenen  Ländern  durch  besondere  dazu 
bestimmte  Meteorologen  redigirt.  .  Die  Redaction  für  Bayern  hat 
Herr  Dr.  Lamont,  die  Redaction  für  Oesterreich  haben  die 
Herren  Astronomen  Koller  zu  Kremsmüoster  und  Kreil  su  Prag, 
die  Redaction  für  Würtetnberg  hat  Herr  Prof.  Plieninger,  für 
Baden  Herr  Prof.  Stief fei  Übernommen,  und  dem  nördlichen 
Deutschland  hofft  der  Unterzeichnete  seine  Kräfte  zu  wid- 
men. Die  oben  genannten  Annaleo  für  Meteorologie,  Erd- 
magnetismus und  verwandte  Gegenstände,  deren  Heraus- 
gabe, so  -wie  die  oberste  Leitung  des  ganzen  Unternehmens,  Herr 
Doctor  Lamont  in  München  besorgt,  sind  zur  Bekanntmachung 
der  von  den  Redactoren  nach  München  als  dem  Centraipunkte 
für  das  gesamtste  Unternehmen,  gesandten  Beobachte  ngsjournale, 
zur  Mittheiluog  geeigneter  Aufsätze,  Abhandlungen  u.  dergl.  durch 
den  Druck  bestimmt,  so  dass  man  dieselben  alle  an  einem  Orte 
beisummen  findet.  Die  Druckkosten  werden  entweder  ganz  oder 
wenigstens  so  weit  dieselben  nicht  durch  den  Absatz  gedeckt  wer- 
den, von  der  Königlich  Bayerischen  Regierung  getragen, 
so  dass  also  das  Unternehmen  dorcb  diesen  neuen  Beweis  der  Mo- 
nificenz,  mit  welcher  von  jeher  die  Königlich  Bayerische  Re- 
gierung sich  die  Förderung  der  Wissenschaften  angelegen  sein 
läsat,  vollkommen  gesichert  erscheint,  und  nur  zu  wünschen  übrig 
bleibt,  dass  noch  recht  viele  Meteorologen  in  den  verschiedensten 
Ländern  und  den  entferntesten  Gegenden  sich  dem  Vereine  an- 
schliessen,  weshalb  -sie  sich  entweder  unmittelbar  nach  Mönchen 
an  Herrn  Doctor  Lamont  oder  an  den  ihnen  zunächst  wohnende» 
Redaeteur  zu  wenden  haben,  um  auf  dem  kürzesten  und  wohl- 
feilsten Wege  die  ihnen  nöthigen  Instrumente,  Instructionen,  u.  s.w. 
zu  erhalten.  Dies  für  jetzt  nur  als  vorläufige  Nachricht  über  ein 
,  Unternehmen,  welches,  wie  wir  wenigstens  wünschen  und  hoffen, 
der  Meteorologie  und  verwandten  Wissenschaftszweigen  die  schön- 
sten Früchte  tragen  wird. 

Greifswald  den  IL  März  1842. 

Grunert. 


« 
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Literarischer  Bericht. 


Philosophie  der  Mathematik. 


Die  Philosophie  der  Mathematik.  Zugleich  ein  Bei- 
trag zur  Logik  und  Naturphilosophie  von  Const.  Franz. 
Leipzig.  1842.   8.    1;  Thlr. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


A  Course  of  Matbematics,  principally  designed  for 
the  Use  of  Students  in  the  East  lndia  Company 's  Mili- 
tary Seminary  at  Addiscombe.  By  the  Rev.  J.  Cape, 
M.  A.  etc.  Professor  of  Mathematics  and  Clnssics  at  Ad- 
discombe.   Vol.  2.   8.    16  s.  cloth.    Vol.  1.    8.    15  s.  cloth. 


Arithmetik. 


Bourdon:  Ausführliches  Lehrbuch  der  Algebra.  Aus 
dem  Franz.  von  E.  W.  Müller.  Quedlinburg.  1842*  8. 
1  Thlr.  16  ggr. 

The  Analysis  and  Solution  of  cubic  and  biquadratic 
Equations;  forming  a  Ser}uel  to  „The  Elements  of  Alge- 

Budll.  10 
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bra"  and  an  Introduction  to  „The  Theorv  and  Solution 
of  the  Higher  Orders."  By  J.  R.  Young,  Prof.  of  Mathe- 
inatics  in  Belfast  College.  1842.   6  s. 

Theoretisch  en  Practisch  Leerboek  der  Algebra,  of 
'Stelkunst  v.oo.r  de  Scholen.  Eerste  deel.  Te  Dordrecht. 
gr.  8.    f  1,  80.  1842. 

J.  Badon  Ghijben  en  H.  Strootman  (Leeraren  der. 
lsre  Klasse  in  de  Wiskunde,  bijde  Koninklijke  Mili- 
tairje  Akademie  te  Breda)  Vervolg  tfn  de  beginselen  der 
Stelkunst,  bevattende  de  leerwjze  der  onbepaalde  coef- 
ficienten;  cene  körte  beschouwing  der  permutatien  en 
combinatien;  de  ontwikkeling  van  het  binomium;  iets 
over  de  gedurige  breuken;  de  theorie  der  hoogermagts 
vergelijkingen,  die  der  reken kunstige  reeksen  van  hoo- 
geren  rang,  en  cindelijk  de  ontwikkeling  der  logarith- 


Aritbmetical  Tables.  19  th  Edition,  with  Additions, 
by  Thomas  Bourn,  1842.   8d.  sewed. 

-  Versuch  einer  Kritik  der  Principicn  der  Wahrschein* 
lichkeitsrechnung.  Bearbeitet  von  Jakob  Friedrich 
Fries.   Braunscbweig.  1842.   8.    1  Thlr.  8  ggr. 

Diese  Schrift  eines  der  scharfsinnigsten,  zugleich  mit  ausge- 
zeichneten  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüsteten  Philosophen 
verdient  jedenfalls  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  sehr 
empfohlen  zu  werden.  Eine  Beurtheilung  derselben  würde  viel 
mehr  Raum  in  Anspruch  nehmen,  als  unsere  Literarischen  Berichte 
darzubieten  bestimmt  sind,  weshalb  wir  uns  begnügen  müssen,  den 
Zweck,  welchen  der  Vf.  durch  seine  .Schrift  zu  erreichen  beabsich- 
tigte, mit  seinen  eignen  Worten  aus  der  Vorrede  unzugebea.  Der 
Verf.  sagt  nämlich:  „Durch  den  Naturalismus  der  EncyclopädUten 
wurde  den  ruhigeren  Gebildeten  in  Frankreich  eine  gleichsam  Epi- 
kurische Begeisterung  für  Aufklärung,  Wahrheit  und  Menschen, 
.rechte  gegen  alle  Arten  der  VorurtheUe  und  des  Aberglaubens  zu 
Theil,  welche  zur  Zeit  der  Revolution  die  edle  Geistesanreguug 
für  weltbürgerliche  wissenschaftliche  Interessen  brachte,  nicht  nur 
Einheit  von  Maass  und  Gewicht  zu  bestimmen  suchte,  sondern  sich 
aller  grossartigen  naturwissenschaftlichen  Interessen  annahm.  Aber 
die  übertriebenen  politischen  Hoffnungen  dieser  Begeisterung  wur- 
den durch  den  jakobinischen  Pöbel  an  den  meisten  ihrer  nach  der 
Gironde  benannten  edlen  Vertreter  blutig  gestraft.  Zu  den  Lieb- 
lingsideen  dieser  Aufklärung  gehörte  dann  auch,  wie  vorzüglich 
Condorcet-,  einer  der  Erschlagenen,  lehrte,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung einer  der  wichtigsten  Gegenstände  des  öffent- 


Menschenverstandes,  durch  deren  Belebrungen  allein  der  falsche 
Einfluss  von  Hoffnung,  Furcht  und  allen  Gemüthsbewcgungcn  auf 
unser  Gemüth  vernichtet  und  somit  Vorurtheil  und  Aberglaube  aus 
dem  Urtheil  im  bürgerlichen  Leben  verdrängt  werden  könne.  Da- 
mit ist  uns  denn  auch  eine  höchst  wichtige  Wahrheit  angeregt 


•.  8.   Te  Brede.  1811. 


Di^itized  by  Google 


1 


■ 

I 


< 

I 


107 

worden;  aber. die  Begründung  der  ganzen  Lehre  ist  eigentlich  phi- 
losophisch, and  darin  bliebeu  jene  Lehrer  sehr  einseitig  und  erreg- 
ten deswegen  überspannte  Hoffnungen,  denen  nie  entsprochen  wer- 
den kann.  Die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  beruht 
nämlich  auf  der  Theorie  der  Inductionen,  und  hier  geben  jene 
Lehrer  von  dem  Sensualismus  des  Locke,  Condillac  und  Hume 
aus,  nnd  wollen  alle  Inductioneu  nur  als  empirische  nachweisen, 
welche  ohne  ölte  Erkenntnisse  a  priori  gelten  sollen.  Dagegen 
hat  uns  Kant  belehrt,  dass  jede  Erfahrung  erst  a  priori  erkannte 
Bedingungen  ibrer  Möglichkeit  voraussetze,  und  wir  leiten  daraus 
ab,  dass  jede  taugliche  Inductiun  eine  rationelle  werden  müsse, 
welche  nicht  nur  durch  die  Erwartung  ähnlicher  Fälle,  sondern  zu- 
höchst  immer  durch  leitende  Maximen  gelte,  deren  oberste  n  priori 
erkannt  werden. 

So  wird  es  nothwendig  für  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
der  Metaphysik  des  Calculs,  wie  die  Franzosen  sagen,  eine  andere 
Grundlage  zu  geben.  Dazu  kommt  nun  noch,  dass  die  Franzosen, 
durch  die  einseitige  Begründung,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ein  viel  zu  weites  Feld  geben  wollen,  indem  im  Grande  alle  unsre 
Krkenntniss  allgemeiner  Gesetze  von  ihren  Ren/ein  abhängen  soll. 
Dadurch  ist  es  gekommen,  dass  sie  viele  Aufgaben  stellen,  und 
Lehren  ausführen,  die  gar  keinen  wahren  Grund  haben,  und  dage- 
gen beabsichtige  ich  hier  meine  Rede. zu  richten,  wiewohl  ich  da- 
mit vielen  der  grössten  Mathematiker  streitend  entgegentrete.  Ich 
behaupte,  dass  der  Grundhegriff  der  mathematischen  Wahrschein- 
lichkeit selbst  niebt  genau  bestimmt  Sei;  ich  behaupte,  dass  die 
ganze  herkömmliche  I^ebre  von  der  Wahrscheinlichkeit  der  Zeu- 
genaussagen und  der  richterlichen  Entscheidungen  falsch  sei,  nnd, 
was  das  Wichtigste  ist,  ich  muss  einen  grossen  Theil  der  Lehren 
von  der  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  ganz  zu  beseitigen  suchen. 

Dies  sind  die  Zwecke  der  hier  vorliegenden  Arbeit.  Am 
Scbhtss  der  Vorrede  sagt  der  Verf.  endlich  «och:  „Während  ich 
an  4feser  Abhandlung  arbeite,  ist  Poissons  grosses  Werk:  re- 
cherches  sur  la  probabilite  des  jugemens;  nicht  nur  erschienen, 
sondern  auch  in  meine  Hand  gelangt.  Die  grosse  Kunst  der  ma- 
thematischen Analysis,  welche  ihm  eigen  war,  zeigt  sich  darin  auf 
eine  glänzende  Weise,  daneben  hat  er  manchen  besnnderu  von  den 
Fehlern  gerügt,  gegen  welche  ich  meine  Kritik  richte;  aber  die 
Grundgedanken  trifft  er  doch  nicht,  ein  wichtiger  Thcil  meiner  ta- 
delnden Kritik  bleibt  auch  gegen  ihn  stehen. 


Geometrie. 


Geometrie  für  Realschulen  von  J.  A.  Pflanz.  Dritter 
Theil.   Stuttgart.  1842.   8.   6  jrgr. 

Die  beiden  ersten  Theilo  sind  in  Nr.  V.  des  Literarischen  Be- 
richts S.  76  kurz  angezeigt.   Dieser  dritte  Theil  enthält  die  prak- 
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tische  Geometrie,  d.  Ii.  nicht  die  Feldmcsskunst.  sondern  eigent- 
lich bloss  Flächen-  und  Körperberechnungen ,  wobei  sich  der  Verf. 

auch  der  Algebra  bedient. 

i 

Populäre  Geometrie  für  Künstler  und  Professioni- 
sten',  welche  die  nöthigsten  Lehren  und  Aufgaben  der 
Geometrie  leicht  kennen  lernen  und  sie  mit  Erfolg  für 
ihre  Arbeiten  benutzen  wollen.  Nebst  einer  Beschrei- 
bung einiger  Messapparate,  Vergleicbung  deutscher 
Aluasse  und  Gewichte,  u.  s.  w.  Von  Dr.  G.  A.  Jahn.  Leip- 
zig. 1842.   8.    1  Thlr.  8  ggr. 

Dieses  Buch  leistet  das,  was  es  verspricht,  auf  eine  zweckmä- 
ssige Weise,  und  kann  auch  bei'ui  Unterrichte  auf  Bürger-  und 
jiiedern  Realschulen  als  eine  Anleitung  zu  geometrischen  Zeich- 
nungen und  Rechnungen  zweckmässig  gebraucht  werden.  Tafeln 
zur  Vergleicbung  der  verschiedenen  Maasse,  so  wie  Tafeln  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  aller  ganzen  Zahlen  von  I  bis  100O 
in  drei  Decitnalstellen  sind  angehängt,  und  Erläuterungen  über 
Maassstäbe,  über  den  Nonius,  über  die  verschiedenen  Arten  von 
Setzwagcu,  Niveau's  und  Libellen  sind  nicht  übergangen,  so  dass 
dieses  Buch  in  dem  Kreise,  für  welchen  es  bestimmt  ist,  recht 
nützlich  werden  kann. 

Theorie  der  periodisch-homologen  Punkte,  Geraden 
uud  Ebenen  in  Bezug  auf  das  System  dreier  Kegel- 
schnitte, welche  einen  v.ierteu  doppelt  berühren,  und 
auf  das  von  vier  Flächen  der  zweiten  Ordnuog  oder 
Klasse,  welche  eine  fünfte  umhüllen,  von  Fr.  Seidewits. 
Heiligcnstadt.  1812.  4. 

Dieses  Programm  des  Gymnasiums  zu  Heiligenstadt  von  Ostern 
1842  zeugt  vou  einer  sehr  genauen  Keuntniss  und  vieler  Uebung 
seines  Verfs.  in  der  sogenannten  neuern  Geometrie,  und  verdient 
allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu  werden.  Die  beiden  Aufga- 
ben, deren  Lösung  der  Verf.  vorzüglich  zum  Zweck  bat,  drückt 
derselbe  in  der  Vorrede  auf  folgende  Art  aus: 

I.  Wenn  ein  beliebiger  Kegelschnitt  gezeichnet  vorliegt,  und 
wenn  drei  andere  Kegelschnitte  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
ein  jeder  den  ersteren  doppelt  zu  berühren  und  durch  drei  Punkte 
zu  geben  oder  drei  Gerade  zu  berühren,  welche  beliebig  in  seiner 
Ebene  gegeben  sind,  was  also  dreimal  drei  gegebene  Punkte  oder 
Gerade  macht:  eineu  fünften  zu  zeichnen,  welcher  jeden  der  drei 
letzteren  einfach,  und  den  ersteren  ebenfalls  doppelt  berühre;  das 
Ganze  mktelst  des  Lineals  allein. 

II.  Wenu  eine  beliebige  Fläche  des  zweiten  Grades  gezeich- 
net vorliegt,  und  wenn  vier  andere  Flächen  desselben  Grades  der 
Bedingung  unterworfen  sind,  eine  jede  die  erstere  zu  umhüllen 
und  durch  vier  Punkte  zu  gehen  oder  vier  Ebenen  zu  berühren, 
welche  beliebig  im  Räume  gegeben  sind,  was  also  viermal  vier  ge- 
gebene Punkte  oder  Ebenen  macht:  eine  sechste  zu  zeichnen, 
welche  jede  der  vier  letzteren  berühre  und  die  erstere  ebenfalls 
umhülle;  das  Ganze  inittelts  des  Lineals  allein. 

Alle ,  welche  sich  für  die  sogenannte  neuere  Geometrie  über- 
haupt, und  das  Problem  von  den  Berührungen  insbesondere  inte- 
ressiren,  machen  wir  wiederholt  auf  dieses  Programm  aufmerksam. 
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Praktische  Geometrie. 


A  Treatise  on  Land  Surveying  and  Levelling,  illu- 
strated  by  copions  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams, 
in  Fonr  Parts,  by  tbe  Chain,  Theodolite,  Circumteren- 
tjor,  and  Spirit  Level;  with  Drawings,  explaining  their 
use,  and  exhibiting  their  adjustment:  together  with  in- 
troductory  chapters  on  Geometry,  Logaritbms,  Mensu« 
ration  and  Trigon  ometry;  and  an  Appendix  of  Tables 
of  Logaritbms,  Sines,  Cosines,  Tangents  etc.  to  Six 
Places;  and  a  Troverse  Table  to  any  Distance,  and  to 
Three  Minutes  of  Bearing.  By  H.  J.  Castle,  Snrveyor 
and  Civil  Engineer,  I^ecturer  on  Practital  Geometry 
and  Levelling  to  King  s  College,  London.  1842.  8.  14  s. 
eloth. 

Der  geschwind  und  richtig  rechnende  Markscheider. 
Von  K.  W.  Böbert.  2te  Aufl.  Quedlinburg.  1842.  8. 
1  j  TMr. 




I 

Trigonometrie. 


r 

Ploin  and  spherical  Trigonometry.  By  H.  W.  Jeans, 
F.  R.  A.  S.  Royal  Naval  College,  Portsmouth,  late  Ma- 
thematical  Master,  in  the  Royal  Military  Academy, 
Woolwicb,  Part  1,  containing  Rufes,  Exnmples,  and 
Problems,  1842.  3  s.  6d.  cl.  Portsea:  Woodward.  Ltfndon: 
Longman,  Brown  and  Co. 


Mechanik. 


Lehrbuch  der  Mechanik  nebst  einem  Anfange  über 
Pendel  und  Wage.  Gemeinfasslich  dargestellt  von 
Dion.  Lardner  und  H.  Kater.  Aus  dem  Englischen  v. 
Heinrich  Kossmann.   Stuttgart.  1842.  8.    1  Thlr.  18  ggr. 
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Praktische  Mechanik. 


Mechanik  für  Gewerbetreibende.  Enthaltend:  Die 
Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Kräfte,  den  Mit- 
telpunkt der  Schwere  und  die  mechanischen  Potenzen. 
Erläutert  durch  Beispiele  und  Figuren.  Von  LL.  D. 
Alex.  Jamieson.  In  3  Abtheilungen.  Wien.  1841.  8. 
4f  Thlr. 

Jolly,  Prof.  Dr.  Ph..  Speeimen  primun  ad  dectrinam 
de  machinorura  effectu  pertinens.  8  maj.  Heidelbergae. 
1841.   T  Thlr. 

Der  praktisohe  Maschinenbauer.   Ein  Handbuch  für 

Maschinenbauer,  Mechaniker,'  Kunstdrechsler  und  Fa- 
brikbesitzer.   Nach  den  besten  Werken  über  diesen  Ge« 

Eenstand  bearbeitet  von  Andr.  Valent.  Demme.  Achte 
ieferung.    Mit  Abbildungen«    Quedlinburg  und  Leip- 
zig. 1842.   8.    1  Thlr.  20  ggr. 


Astronomie. 


Populäres  astronomisches  Hand  «Wörterbuch  oder 
Versuch  einer  Erklärung  der  vornehmsten  Begriffe  und 
Kunstwörter  der  Astronomie,  sammt  Nachrichten  von 
der  Geschichte  der  astronomischen  Entdeckungen  und 
Erfindungen,  biographischen  und  literarischen  Notizen, 
und  einer  kurzen  Andeutung  der  Methoden  und  Werk- 
zeuge. Mit  Ausschluss  aller  irgend  entbehrlichen  ana- 
lytischen Formelsprache.  Von  Dr.  J.  E.  Nürnberger. 
Kempten.  1842.  8. 

\on  diesem  populären  astronomischen  Hand wörterbnehe  sind  bis 
jetzt  das  erste  von  Abend  bis  Bohnen  der  Planeten,  Kome- 
ten und  Doppelstcrne  und  das  zweite  bis  Compass  reichende 
Heft  in  unsere  Hände  gelangt.  Eine  Beurtheilung,  die  jetzt  vorei- 
lig sein  würde,  müssen  wir  bis  zur  Vollendung  des  ganzen  Werks 
versparen.  Der  Preis  jedes  dieser  beiden  zwölf  Bogen  starken 
Hefte  ist  8  ggr. 

V 

Recreations  in  Astronomy  with  a  Glossary.  By  tbe 
Rcv.  Lewis  Tomlinson,  M.  A.  2d.  Edition,  with  50  lllu- 
strations,  1842.   4s.  6d 
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Anfangsgründe  der  mathematischen  Geographie,  ein 
Lehrbuch  f*ir  höhere  Gymnasien  und  Realschulen.  Von 
B.  Studer.  2te  verb.  Ausg.  Bern  und  Chur.  1842.  8. 
1  Thlr.  4  ggr. 

Die  erBte  Ausgabe  dieses  empfehlenswerthen  und  ziemlich' voll- 
ständigen,  nur  elementare  mathematische  Kenntuisse  vorauBsetzen- 
den  Lehrbuchs  der  mathematischen  Geographie  erschien  im  Jahre 
1836. 

'  -  » 

Anleitung  zur  genauen  Bestimmung  des  Ganges  und 
Standes  der  Uhren.  Ein  unentbehrliches  Handbuch  für 
Uhrmacher  und  Freunde  der  Astronomie,  so  wie  für 
Alle,  die  einer  sichern  Zeitkenntniss  bedürfen,  als 
Gutsbesitzer,  Geistliche  und  Schullehrer  auf  dem 
Lande.   Von  Dr.  G.  A.  Jahn.   Leipzig.  1842.   8.   H  Thlr. 

J.  H.  W.  Lehmann:  die  Sonnenfinsternias  am  8.  Juli 
1842,  nach  allen  astronomischen  und  physischen  Um- 
ständen für  die  Orte  der  Erde,  wo  sie  sehr  gross  oder 
total  erscheint,  auf*s  Sorgfältigste  berechnet  und  in 
einem  vollständigen  Ueberblick,  mit  Berücksichtigung 
früherer  Erscheinungen  dieser  Artr  gemeinfasslich  dar* 
gestellt.  Nebst  einer  in  Stein  gezeichneten  graphi- 
schen Darstellung»  für  Europa.    Brandenburg.  1842.  8. 

*  * 

Ueber  die  Bestimmung  der  Entfernungen  im  Welt- 
gebäude.  Ein  Vortrag  im  wissenschaftlichen  Vereine  zu 
Berlin  gehalten  von  J.  F.  Encke.    Berlin.  1842.   8.   4  ggr. 

Kin  sehr  ansprechender  gemeinverständlicher»  auch  die  neuern 
Arbeiten  von  Besse!  und  Struve  über  die  Bestimmung  der  Par- 
allaxe der  Fixsterne  zweckmässig  berücksichtigender  Aufsatz. 


Physik. 


Die  Experimental  -  Physik,  methodisch  dargestellt 
von  Jacob  Heussi.  Erster  Cursus.  Kenntniss  der  Phä- 
nomene. Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage. 
Berlin.  1839.  8.  Zweiter  Cursus  von  den  physikalischen 
Gesetzen.  Berlin.  1838.  8.  Dritter  Cursus  von  den  phy- 
sischen Kräften.  Berlin.  1840.  8.  Alle  drei  Cursus. 
3  Thlr. 

Dieses  methodisch  abgefasste  Lehrbuch  der  Physik  für  den 
Schulunterricht  ist  leider  erst  jetzt  zu  unserer  Kenntniss  gelangt; 
weil  wir  aber  die  l'ebcrzeugung  haben,  dass  dasselbe  den  Lehrern 
an  Gymnasien  und  andern  Lehranstalten  recht  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen  zu  werden  verdient,  so  holen  wir  hier  eine  kurze  An* 
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zeige  nach,  und  wünschen,  dass  dieselbe  zur  weitern  Verbreitung 
dieser  empfeblenswerthen  Schrift  beitrugen  möge.  Ia  der  Vorrede 
zum  ersten  Cursus  sagt  der  Verf.:  „betrachten  wir  irgend  eine 
Naturerscheinung,  so  bietet  sich  uns  dreierlei  dar:  erstlich  die  Er- 
scheinung selbst,  die  wir  beobachten;  zweitens  die  Art  und  Weise, 
auf  welche  sie  vor  sich  geht,  und  drittens  die  Ursachen,  welche 
sie  hervorrufen.  Die  Krfahrungsnaturlehrc  muss  nothwendig  diese 
drei  Dinge  von  einander  trennen;  der  Stein  fällt  zur  Erde,  das 
sieht  jedes  Kind;  er  fällt  aber  mit  beschleunigter  Beweguug  und 
nach  einem  bestimmten  Gesetze;  dies  kennen  zu  lernen  erfordert 
eine  genauere  Untersuchung  und  eine  höhere  Bildungsstufe  als 
ersteres;  endlich  fragt  sich,  warum  der  Stein  nach  der  Erde  fällt, 
und  woher  es  kommt,  dass  er  gerade  das  durch  die  Erfahrung  auB- 

Semittelto  und  nicht  ein  anderes  Gesetz  befolgen  müsse.  Eine  noch 
öhere  Bildungsstufe,  mathematische  Vorkenntnisse  n:  s.  w.  sind  zur 
Beantwortung  dieser  Fragen  unumgänglich  nöthig."  Hierdurch 
sind,  wie  es  uns  scheint,  schon  die  Principien  deutlich  genug  be- 
zeichnet, welche  den  Verf.  bei  der  Bearbeitung  seiner  drei  Curaus 

feleitet  haben.  Ehe  ein  Naturgesetz  richtig  aufgefasst  werden 
ann,  muss  der  Sinn  dafür  geweckt,  das  Streben  danach  angeregt 
werden.  Der  erste  Curaus  ist  ganz  dieser  Uebung  des  Beobach- 
tungsvermögens gewidmet.  Im  zweiten  Curaus  werden  dann  die 
Naturgesetze  betrachtet;  der  dritte  endlich  enthält  theils  solche 
mathematische  Entwickeluugeu  physikalischer  Gegenstände,  die  mit 
Hülfe  der  Elementar- Mathematik  durchgeführt  werden  können, 
theils  ist  derselbe  der  Betrachtung  des  innern  Znsammenhangs  der 
Naturerscheinungen  gewidmet,  so  weit  die  Wissenschaft  darin  ge- 
kommen und  der  Gegenstand  für  die  Schule  passend  ist.  Wir  sind 
mit  dem  Verf.  darin  ganz  einverstanden ,  dass  nur  auf  diesem  von 
ihm  vorgezeichneten  Wege;  oder  auf  einem  ähnlichen,  der  physika* 
lisohe  Unterricht  auf  Schulen  gute  Früchte  tragen  kann,  worin  uns 
auch  eine  mehrjährige  Erfahrung  zur  Seite  stellt.  Den  ersten  Cur- 
aus des  vorliegenden  Buchs  möchten  wir  für  die  unteren,  den  zwei- 
ten  für  die  mittlem,  den  dritten  für  die  obern  Klassen  bestimmen. 
Letzterer  Betzt  allerdings  ein  ziemliches  Maass  mathematischer  Ele- 
mentar* Kenntnisse  voraus,  jedoch  nur  solcher,  auf  welche  sich 
der  mathematische  Unterricht  auf  Gymnasien  und  höhern  Bürger- 
schulen zu  erstrecken  pflegt.  Freihch  aber  wird  bei  dem  Unter- 
'  richte  nach  diesem  Curaus  in  den  obern  Klassen  immer  noch  der 
Umstand  hindernd  entgegentreten,  dass  nicht  alle  Schüler  schon 
die  mathematischen  Kenntnisse,  welche  dieser  Curaus  voraussetzt, 
besitzen,  weil  dieselben  zum  grössten  Theile  erst  aus  den  Theilen 
der  Mathematik  entnommen  werden  können,  welche  in  den  obern 
Klassen  gelehrt  werden.  Dies  ist  indess  ein  Uebelstand,  der  über- 
haupt nur  mit  grossen  Schwierigkeiten  beseitigt  werden  kann,  und 
vielleicht  ganz  nie  zu  1>eseitigcn  ist.  Jedenfalls  sind  wir  aber 
der  Meinung,  dass  der  physikalische  Unterriebt  in  den  obern  Klas- 
sen so  viel  als  irgend  möglich  auf  einer  strengen  mathematischen 
Basis  ruhen  muss,  möchten  jedoch  auch  hier  wegen  des  oben 
erwähnten  Uebelstandes  einen  Mittelweg  für  den  geeignetsten- und 
besten  halten,  welches  weiter  auszufuhren  uns  hier  die  Beengt- 
heit des  Raums  verbietet.  Jedenfalls  verdient  aber,  was  wir  hier 
nochmals  wiederholen,  das  vorliegende  Lehrbuch  von  allen  Lehrern 
der  Physik  recht  sehr  beachtet  zu  werden.    Dasselbe  wird  in  den 
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Händen  eines  geschickten  Lehrers  insbesondere  dann,  wenn  dem- 
selben vornehmlich  bei  dem  Unterrichte  nach  dem  dritten  und  «wei- 
ten Curaus  ein  guter,  wenn  auch  keineswegs  sehr  glaubender,  aber 
doch  zweckmässig  eingerichteter  physikalischer  Apparat  zu  Gebote 
steht,  dem  Gedeihen  des  physikalischen  Unterrichts  gewiss  sehr 
förderlich  sein. 

Lehrbuch  der  Physik,  nach  dem  gegenwärtigen 
Standpunkte  dieser  Wissenschaft  bearbeitet,  zum  Ge- 
brauche bei  Vorlesungen  auf  höheren  Gymnasien  und 
mit  besonderer  Berücksichtigung  für  Militairbildungs - 
anstalten.  Von  C.  F.  Paschel,  Hauptmann  und  Lehrer 
der  Kriegs-  und  Naturwissenschaften  an  der  Königl. 
Sächsischen  Militairbildungsanstalt.  Erste  Abtheilung: 
Physik  der  wägbaren  Stoffe.  Dresden  und  Leipzig.  1842. 
8.   2  Thlr. 

Der  Vortrag  in  diesem  Werke  ist  deutlich  und  setzt  nur  die 
ersten  Elemente  der  Mathematik  bis  etwa  einschliesslich  zur  Tri- 
gonometrie voraus.  Besondere  Eigentbümlicbkeiten  sind  uns  nicht 
aufgefallen. 

Astronomisch. meteorologisches  Jahrbuch  für  Prag 
von  K.  Kreil.  Erster  Jahrgang.  1842.  Prag.  1842.  8. 
1  Thlr.  8  ggr. 

Nach  Erläuterungen  über  die  Einrichtung  dieses  Jahrbuchs  und 
der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  folgt  eine  gemein- 
fassliche  Darstellung  der  Resultate  der  Prager  Beobachtungen  über 
Magnetismus  und  Meteorologie,  und  bierauf  Monatmittel  der  mag- 
netischen und  meteorologischen  Beobachtungen  zu  Prag,  Mailand, 
Ofen,  Gratz.  Die  gemeinfnssliche  Darstellung  der  Resultate  der 
Prager  Beobachtungen  kann  zugleich  als  eine  recht  zweckmässige, 
allgemeinverständliche  Anleitung  zu  meteorologischen  und  magne- 
tischen Beobachtungen  betrachtet  werden. 

Die  Witterungsverhältnisse  von  Berlin.  Eine  Vor- 
lesung von  H.  W. iDove.   Berlin.  1842.   8.    \  Thlr. 

Diese  im  Vereine  für  wissenschaftliche  Vorträge  zu  Berlin  ge- 
haltene Vorlesung  ist  von  allgemeinem  Interesse  und  kann  nach 
unserer  Ueberzeugung  überhaupt  als  ein  Muster  für  solche  allge- 
mein verständliche,  für  ein  grosseres  Publikum  bestimmte  wissen- 
schaftliche Vorträge  betrachtet  werden,  da  dieselbe  gewiss  jedem 
Gebildeten  ansprechen  wird. 

Meteorograpby;  or  the  Perpetual  Weather  Almanac. 
Contains  nearly  30  of  the  Signs  which  occur  before 
every  change  of  weather,  engraved  and  coloured  from 
nature.  1842.   2s.  Od. 

Resultate  aus  den  Beobachtungen  das  magnetischen 
Vereins  im  Jahre  1840.  Herausgegehen  von  C.  F.  Gauss 
und  W.  Weber.   Leipzig.  1841.   &.   2  Thlr. 

Dieser  Jahrgang  eathält  die  folgenden  Abhandlungen: 
Zur  Bestimmung   der  Constanten   des  BiClnrmagnetometers. 
Von  Gauss.  .  * 
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Vorschriften  zur  Berechnung  der  magnetischen  Wirkung, 
che  ein  Magnctstab  in  der  Ferne  ausübt.    Von  Gauss. 

Vorschlag  die  Variationen  des  Stabmagnetismus  beim  Bifilar- 
inagnetoraeter  unabhängig  von  der  Kenntnis«  der  Temperatur  zu 
bestimmen.    Von  Weber. 

lieber  magnetische  Friction.   Von  Weber. 

Ueber  die  absolute  horizontale  Intensität  in  Christianio.  Voa 
Hansteen. 

Untersuchung  über  die  mittlere  Declinatien  in  Güttingen.  Von 
Gold  schmidt. 

Messung  starker  galvanischer  Ströme  bei  geringem  Wider- 
stande nach  absolutem  Maasse.    Von  Weber. 

Heber  das  electrochemische  Aequivalent  des  Wassers,  Voa 
Weber. 

Msgnetische  Beobachtungen.    Von  Hansteen. 

Auszug  aus  den  täglichen  Beobachtungen  der  magnetischen 
üeclination  zu  Göttingen  im  Jahre  1840.    Von  Goldschmidt. 

üeber  die  Bestimmung  der  absoluten  Intensität  Von  Gold- 
schmidt. 

Resultate  aus  den  in  den  Jahren  1834  — 1836  von  Sarterius 
von  Waltershausen  uud  Listing  in  Italien  angestellten  Intensitäts- 
messungen.  Von  Listing. 

Vergleichnng  magnetischer  Beobachtungen  mit  den  Ergebnissen 
der  Theorie.    Von  Goldschmidt. 

Erläuterungen  zu  den  Terminszeichnungen  und  Beobachtungs- 
zahlen, i 

Beobachtungszahlen  von  den  Variationen  der  Declination  und 
Intensität  in  den  Terminen  vom  28  —  29.  Februar,  29  —  30.  Mai, 
28  —  29.  August  und  27  —  28.  November  1840. 


Vermischte  Schriften. 


Dreihundert  Aufgaben  aus  der  höhern  und  ange- 
wandten Mathematik.  Von  ü.  E.  L.  Lehmas.  Berlin. 
1842.   8.    18  ggr. 

Das  Programm  der  Petrischale  zu  Dnnzig  von  Michae- 
lis 1841  enthält  S.  9  —  14  wieder  mehrere  sehr  beaebtungswertke 
wissenschaftliche  Bemerkungen  des  Herrn  Professors  und  Directors 
F.  Strehlke  zu  Danzig,  mathematischen  und  physikalischen  In- 
halts, welche  denselben  Zweck  haben,  wie  die  Aufgaben,  voo  de- 
nen im  ersten  Theiie  des  Archivs.  S.  435  Nr.  LV.  und  in  Nr.  IV. 
S.  6T  des  literarischen  Berichts  die  Hede  gewesen  ist.  So  bald  es 
der  Raum  gestartet,  werden  wir  wieder  Mehr  eres  nus  diesen  Be- 
merkungen im  Archive  unter  der  Rubrik:  lehungsaufgaben  für 
Schüler,  mittheilen. 
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Auch  in  den  Programm  des  Catharineums  xd  Lübeck 
von  Ostern  1842  sind  auf  S.  54  —  40  von  Herrn  Chr.  Seher, 
ling  mehrere  bei'm  Uuterrichto  wirklich  vorgekommene  geometri- 
sche Aufgaben,  die  mit  Hülfe  der  Algebra  ohne  Anwendung  der 
Goniometrie  lösbar  sind,  mitgetheilt.  Ancb  von  diesen  Aufgaben 
sollen  mehrere,  so  bald  et  der  Raum  erlaubt,  im  Archive  mitge- 
theilt  werden. 

Zu  wünschen  ist,  dass  mehrere  Lehrer  dem  von  den  Herren 
Strehlke  and  Scharling  Begebenen  Beispiele,  solche  Aufgaben, 
die  bei'm  Unterrichte  wirklich  vorgekommen  sind,  in  den  Pro- 
grammen mitzutheilen,  folgen.  In  dem  Archive  werden  dieselben 
gewiss  immer  möglichste  Berücksichtigung  linden. 

Gelegentlich  mag  hierbei  noch  bemerkt  werden,  dass  dos  Pro- 
gramm des  Catharineums  zu  Lübeck  von  Michaelis  1S40 
folgende  Abhandlung  enthalt: 

(Jeher  die  Curven,  die  enthalten  sind  in  der  Polar- 
gleichung u  =  a  JP .  trig  (<p)  und  über  diejenige,  welche 
dargestellt  wird  durch  die  Polargleichung  *r=a  sec  m-r-4. 
Von  Chr.  Scherling,  Coli,  für  Mathem.  und  Naturw. 

Der  Verf.  hat  nämlich  in  dieser  Abhandlung  den  Zweck:  die 
Curven  zu  untersuchen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  der 
Radius  Vector  eines  jeden  Punktes  gleich  sei  dem  Produkte  aus 
einer  constanten  Grösse  a  in  irgend  eine  trigonometrische  Function 
des  Winkels,  den  der  Radius  Vector  mit  einer  festen  durch  den 
Pol  gehenden  Linie  macht. 

i 

Mathematical  Tracts:  1.  Lunar  and  Planetary  Theo- 
ries. 2.  Figure  of  the  Rarth.  3.  I'recession  and  Nuta- 
tion.  4.  Calculus  of  Variations.  5.  (Jndulatory  Theory 
of  Optica,  ahd  Theory  of  Polarization.  Designed  for 
the  use  of  Student«  in  the  Univffrsities.  By  (2.  Biddell 
Airy,  M.  A.  F.  R.  S.  Astronomer  Royal.  3d.  Edition,  cor- 
rected,  1842.  8.  15s.  London:  Jdbn  W.  Parker  West 
Strand.  Cambridge:  Deightons. 


Edacationel  Models  etc.  sold  by  Taylor  et  Walton, 
28,  Upper  Göwer  Street. 

A  Pyrometer  for  shewing  (he  expansion  of  metals.    15  s. 

Atwood's  Machine  for  explaining  the  law«  of  fulliag  bo- 
dics,  with  apparutus  attached  for  illustrating  the  theory  of  the  pen- 
dulum.  Price  of  Atwood's  Machine  with  a  ,.Companion"  L.  2.  2  s.; 
udditional  apparatus  for  the  pendulum  L.  1.  1  s. 

A  set  of  mechanical  powers;  containing  the  Levcr  — 
Wheel  and  Axle  —  serics  of  Pulreys  —  the  lnclined  Plane  — 
Wedge  —  Screw  —  with  Examples  of  the  Parallelogram  of  For- 
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ces  —  Centre  of  Gravity  —  Friction  —  Collisioo  of  Elastic  Bo- 
dies  —  Compound  Lerer.   Price  L.5.  5  s.  in  a  Box. 

A  Second  Set,  oraittiug  tbe  Parallelograin  of  Forces  and  Colli - 
,aion  of  Elaitic  Bodies.  Price  in  a  Box  L.  2.  12  s.  6  d.  A  commo- 
ner  Set  L.  1.  6*  s.  3  d.  in  a  Box. 

Philosophical  Diagrams;  illustrating  the  vorious  branches 
of  Natural  Philosophy.  By  Frederick  J.  Minasi,  Lecturer  of 
Natural  Philosophy  etc.  Designed  für  tbe  use  of  Lecturers,  J*hilo- 
losophical  Claaaes,  and  Schuols.  1  st  Sertes  —  Mechanics.  Ia 
Monthly  Numbers  eacb  containing  3  Sheets  of  Diagrains,  price  3  s. 
eacb  Nunber.  —  Nurober  1  is  just  publisbed. 

Geometrical  solids  to  illustrate  Reiner's  Lessons  on  form, 
and  other  works  on  Geometry.   Tbe  Set,  in  a  Box,  9  s. 

An  Instrument  for  teaching  Geometry,  convertible  int» 
a  Tbeodolite,  Spirit  Level,  Hadley's  Sextant,  and  Wollastons  Got 
niometer.   Price  L.  2.  12  s.  6  d. 

Diagrams  in  Wood,  to  illustrate  Dr.  Lardner's  Eucltd.  Solid 
Geometry,  Book  1.   Tbe  Set  of  Nine,  in  a  Box,  7  s.  6  d. 
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Literarischer  Bericht. 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbücher. 


Matheseos  Universalis  formulae  fundamentales  Ca  - 
roli  Job.  Ds.  Hill,  a  CA.  Augustinson  MDCCCXL1  publice 
defensae.    Lundae.  XDCCCXLf.   4.    \  gg. 

Lehrbuch  für  den  gesamraten  mathematischen  Ele- 
mentarunterricht an  Gymnasien,  hohem  llürger-  und 
M  i  Ii  t  dir  -  Schulen.  Bearbeitet  vou  Dr.  Muri  in  Ohm. 
Dritte,  durchgesehene  und  theilweise  umgearbeitete 
Auflage.    Leipzig.  1842.    8.    22  ggr. 

Dieses  seiner  Kinrichlung  und  den  Ansichten  seines  Vfs.  über 
den  maibematiscben  Unterricht  nnch  aus  den  beiden  ersten  Auflagen 
hinreichend  bekannte  Lehrbuch  für  <ien  gesammteu  mathematischen 
Elementar -Unterricht  enthält  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  ebene 
Geometrie  mit  Kinschluss  der  ebenen  Trigonometrie,  die  körper- 
liche Geometrie  mit  Kinschluss  der  sphärischen  Trigonometrie,  und 
in  einem  Anhange  Einiges  über  Reiheu  und  über  l'erinutationen 
und  Combinationen,  nel|»t  dem  Beweise  des  binomischen  Lehrsatzes. 
Da,  wie  gesagt,  die  Ansichten  des  Vfs.  schon  bekannt  genug  sind, 
und  allerdings  auch  schon  bei  vielem  Lehrern  Lingang  gefunden 
haben,  wie  am  b?steu  durch  die  wiederholten  Auflagen  des  vorlie- 
genden Werkchens  bewiesen  wird,  so  würde  eine  nicht  überall  bei- 
fällige Kritik  derselben,  wobei  wir  übrigens  manches  Treffliche  in 
denselben  keineswegs  verkennen  und  dem  Vf.  deshalb  immer  unsere 
besondere  Achtung  gezollt  habeu,  in  diesen  bloss  für  kurze  Anzei- 
gen und  literarische  Notizen  bestimmten  literarischen  Berichten  nur 
unpassend  erscheinen.  Unterdrücken  aber  können  wir  in  Bezug  auf 
$.  177.  —  f.  18L  die  Bemerkung  nicht,  duas  die  Formeln 

sin  x  —  £p=  ,  cos  x=z  2  ;  

und  die  aus  denselben  gezogenen  Rerleitungen,  auch  wenn  sie  nur 
gelegentlich  beigebracht  sein  sollten,  in  einem  für  erste  Anfänger 
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bestimmten  Lehrbuche  nach  unserer  Ueberzeugung  gewiss  ganz  am 

unrechten  Orte  sind,  und  den  Anfänger  nur  verwirren.  Solche 
eigentlich  nur  symbolische  Ausdrücke  in  ihr  rechtes  Liebt  zu  stel- 
len und  ihre  richtige  Anwendung  zu  zeigen,  muss  mich  unserer 
(Jeberzeugung  ganz  einem  hohem  Unterrichte  aufbehalten  bleiben. 


Arithmetik. 


Die  neue  M ultiplication  oder  Anweisung,  die  unmit- 
telbare Berechnung  der  Producte  aus  zwei,  bis  acht- 
zifferigen  Fnctoren  nach  einer  einfachen,  von  der  bis- 
her gebräuchlichen  ganz  verschiedenen  Methode  aus- 
zuführen. Für  Freunde  der  Arithmetik,  für  alle  Clas- 
sen  von  Rechnern,  namentlich  aber  zur  Einführung  in 
Gymnasien  und  Bürgerschulen  zum  Druck  befördert. 
Zweite,  ganz  umgearbeitete  Auflage.  Oldenburg.  1842.  8. 

Bei  der  gewöhnlichen  Art  zu  multipliciren  bildet  man  bekannt- 
lich, wenn  im  Allgemeinen  a  -f-  b  -+-  c  -f-  d-\-  .  .  .  .  der  Multipli- 
cand,  « -T- 0 -f- y -T- -t-  •  • . .  der  Multiplicator  ist,  nach  und  nach 
die  Producte 

[a  +  /y-f  .  .  .  .)«, 

+  *  +   )ß, 

(a  -f-  b     c  -f-  rf-fr-  . . .  ,)yy 
(a-T-Ä-f-<?-r-//-f-  

U.  B.  W. 

indem  man  jedes  derselben  wieder  in  seine  einzelnen  Theile  auf- 
löst, und  erhält  durch  Addition  oller  dieser  Producte  das  gesuchte 
Product  des  gegebenen  Multiplicandus  und  Multipliern».  Der 
Verf.  setzt  dagegen 

(a-r-£-r-c-f-r/-f-...)  (a-t-0-f-r-f- <*-*-..  .) 


+  aß-i-bß  +  cß  +  dß  +  

-f-  ay  +  H-  cy  •+-  dy  -f-  . .  .  . 
-\-aS-\-  bd cd dd -\-  

U.  8.  W. 

ordnet  die  einzelnen  Theile  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  de« 
Gleichheitszeichens  nach  den  Diagonulreihen,  wodurch  er 

(o  +  b-t-c  +  d+  .  .  .)  (a-+-/9-4-r-f-d-+. .  . .) 

+  {aß  +  ba) 

-f-  {ay  -f-  bß  ~\-  cd) 

~h  (ad  -{- by  +  cß  +  da) 
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erhält,  bildet  die  sämmtlichen  einzelnen  Theile  dieses  Aggregats, 
und  erhält  durch  deren  Addition  das  gesuchte  Product,  wobei  er 
übrigens  die  einzelnen  Theile  nicht  vom  ersten  bis  zum  letzten,  in 
der  Ordnung  wie  sie  vorher  geschrieben  worden  sind,  sondern  in 
umgekehrter  Ordnung  vom  letzteu  bis  zum  ersten  bildet  und  zu 
einander  addirt.  Hierin  besteht  das  ganze  Kunststück!  Soll  man 
z.  B.  7Nt>  mit  543  multipliciren,  so  sagt  man  6.3  ist  18,  schreibt 
die  8  hin,  und  behält  1  im  Kinne;  hierauf  sagt  man  8.3  +  6.4 
ist  48,  und  1  dazu  ist  49,  schreibt  die  9  hin  und  behält  4  im 
Sinne;  dann  sagt  man  7.3-f-8.4-f-6.5  ist  83,  und  4  dazu  ist 
87,  schreibt  die  7  hin  und  behält  8  im  Sinne;  hierauf  sagt  man 
7  ,  4-|-8  .  5  ist  68,  und  8  dazu  ist  76,  schreibt  die  6  hin  und  be- 
hält 7  im  Sinne;  endlich  sagt  man  7.5  ist  35  und  7  dazu  ist  42, 
welche  Zahl  nun  auch  hingeschrieben  wird.  Hiernach  erhält  das 
Kxempel  folgende  Gestalt: 

7S6 
543 
426798 
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So  unbedeutend  die  Sache  auch  an  sich  nach  unserer  Ucberzeu- 
guog  ist,  und  so  wenig  wir  glauben,  dass  dieselbe  sich  einer  gün- 
stigen Aufnehme  erfreuen  wird,  so  hielten  wir  es  doch  für  unsere 
Pflicht,  diese  neue  Mnltiplicationsrnethode  hier  etwas  näher  zu 
charaetcrisiren,  weil  der  Verf.  dieselbe  namentlich  zur  Ein- 
führung in  Gymnasien  und  Bürgerschulen  bestimmt  und 
empfiehlt.  Wir  haben  unsere  Pflicht  gethan  und  unser  Zweck  ist 
erreicht,  wenn  durch  das  Obige  jeder  Lehrer  in  den  Stand  gesetzt 
wjrd,  sich  über  diese  neue  Multiplicationsmetbode  selbst  ein  Urtbeil 
zu  bilden. 

Tafeln  zur  Verwandlung  aller  Brüche  von  1^5  —  ^^ 

und  von  j~  ~~  100000  *n  *"nf  D*8  siebenziffrige  Dezimal- 
brüche, oder:  Tafein  zur  Berechnu ng  der  siebenziffri- 
gen  Quotienten  aller  oben  angegebenen  Dividenden 
und  Divisoren.  Nebst  einigen  auf  benannte  Zahlen  be- 
züglichen Decimaltabel  len  und  einer  Anweisung  zur 
allgemeinsten  Anwendung  der  Decimalbruchrechnung 
auf  die  Auflösung  der  gewöhnlichsten  arithmetischen 
Aufgaben.  Für  Mathematiker  und  Geschäftsleute  so- 
wohl, uls  auch  Lehrer  und  Lernende  eingerichtet  und 
berechnet.   Oldenburg.  1842.  4. 

Diese  nenen  zur  Erleichterung  der  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalhrücbe  bestimmten  Tafeln,  deren  Verf.  sich  nir- 
gends genannt  hat,  haben  die  folgende  Einrichtung.  Auf  198  Sei- 
ten enthalten  dieselben  alle  gemeinen  Brüche,  welche  aus  dem 

Bruche  ^  entstehen,  wenn  man  für  deo  Zähler  a  alle  ganze  Zah- 
len von  1  bis  99  setzt,  und  mit  jedem  einzelnen  dieser  Zähler  als 
Nenner  b  alle  ganze  Zahlen  von  1  bis  999  verbindet,  in  Decimal- 
hrücbe mit  sieben  Decimalstellen  verwandelt.    Einem  jeden  der 
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99  Zähler  von  1  bis  99  sind  zwei  einander  gegenüberstehende  Set* 
ten  gewidmet.  Der  Zähler  steht  out  jeder  Seite  oben  am  weitesten 
links,  unter  demselben  in  der  ersten,  vertikalen  Spalte  findet  man 
auf  der  einen  Seite  die  Nenner  1  bis  49,  auf  der  andern  Seite  die 
Nenner  50  bis  99,  unmittelbar  neben  diesen  Nennern  stehen  in  der 
zweiten  vertikalen  Spalte  die  entsprechenden  siebenstelligen  Deci- 
mnlbrüche.  So  findet  man  z.  B.  auf  S.  98  und  S.  99  oben  links 
den  Zähler  49.  Neben  dem  Nenner  29  auf  S.  98  findet  sich  der 
49 

dem  Bruche  ^  gleiche  Deciinalbruch  1,6896552,  und  eben 'so  findet 

49 

sich  neben  »lern  Nenner  79  auf  S.  99  der  dem  Bruche  —  gleiche 

Dezimalbruch  0,6202532.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  in  den  Lo- 
garithmentafeln findet  man  nun  in  der  ersten  horizontalen  Reibe 
auf  jeder  Seite  die  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8  9,  welche, 
um  bei  dem  vorher  gebrauchten  Beispiele  stehen  zu  bleiben,  auf 

49    49  A9 

S.  98  die  letzten  Ziffern  in  den  Nennern  der  Brüche  ^  yj,  y^' 
49  .49 

"ij  k'18  499'  auf      99  die   letzten  Ziffern  in   den  Nennern  der 

_  ..  .      49     49      49     49  , .     49    .    .        ...  .  ,  . 

Bruche  j^,  j^p         ^  bis  —  sind,  und  bei  dem  Aufsuchen  der 

diesen  Brüchen  gleichen  siebenziffrigen  Decimalbrüche  hat  man 
sich  auf  ganz  äbuliclie  Art  wie  bei  dem  Gebrauche  der  Logarith- 
mentafeln zu  verhalten.    Um  z.  B.  den  dem  Bruche  ^  gleichen 

Decimalbruch  zu  finden,  sucht  man  auf  S.  99  den  Zähler  49  oben 
links,  in  der  ersten  vertikalen  Spalte  den  Nenner  86,  in  der  ersten 
horizontalen  Heilte  die  Ziffer  7  auf,  und  fiudet  in  dem  Punkte,  wo 
die  durch  die  Zahlen  86  und  7  gezogenen  beiden  horizontalen  und 

49 

vertikalen  Linien  sich  schneiden  den  dem  Bruche       gleichen  De- 

cimalbruch  0,0565167.  Wir  hoffen,  dtiss  man  hieraus  die  einfache, 
zweckmässige  und  für  den  praktischen  Gebrauch  bequeme  Ein- 
richtung dieser  Tafeln  erkennen  wird. 

In  der  Einleitung  zeigt  der  Verf.,  wie  man  den  Gebrauch  der 
Tafeln  über  die  iliben  nach  dem  Vorhergehenden  gesteckte  eigent- 
liche G ranze  hinauB  ausdehnen  kann,  welche  Anweisung  natürlich 
in  gauz  einfachen  und  einem  Jeden  sich  von  selbst  ergebenden 
Regeln  besteht. 

Will  man,  um  zuerst  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  der  Zähler 
die  Gränze  der  Tafeln  übersteigt,  ohne  dass  dies  auch  bei  dem 

Nenner  der  Fall  ist,  z.  B.  den  dem  Bruche  gleichen  Decimal- 
bruch finden,  so  setzt  man,  weil  die  Tafeln  sich  unmittelbar  bloss 
auf  ein-  und  zweiziffrige  Zähler  erstrecken, 

979        979  *  IU^979 

=  1 10,01021 

}  0,0684372 
—  10,0786472. 
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Auf  ähnliche  Art  ist 


887  —  887  *  IUUU  +  887  *  ,U-h887 
=  (110.4848 
0,856821 
0.0067644 
=  111,3483854 

Dass  diese  Resultate  nun  aber  nicht  mehr  bis  auf  sieben  Stellen 
richtig  sind,  versteht  sich  von  selbst,  wesbnlb  aucb  der  Verf.  in 
f.  14.  der  Einleitung  noch  ein  anderes  bei  diesen  Verwandlungen 
anzuwendendes  Verfahren  lehrt. 

Uebersteigt  der  Nenner  des  in  einen  Decimalbrach  zu  verwan- 
delnden gemeinen  Bruchs  die  Gränzc  der  Tafeln,  ohne  dass  dies 
aucb  bei  dem  Zähler  der  Fall  ist,  so  hat  mau  sieb  auf  folgende 

86 

Art  zu  verhalten.    Der  gegebene  gemeine  Bruch  sei  z.  B. 
Unmittelbar  aus  den  Tafeln  ergiebt  sich  zuvörderst 

^  =  0,0048315. 

Ferner  findet  man  aus  den  Tafeln  leicht  als  Differenz  zwiichen  den 
beiden  Brücheu 

> 

86  ,86 
178  UDd  179 

die  Grösse  0,0026992,  folglich  als  Differenz  zwischen  den  Brüchen 

86         ,  86 
und  — 


17800  17U0O 

die  Grösse  0,000026992,  oder,  wenn  die  Ziffer  unmittelbar  vor  dem 
Kumina  sieb  auf  Einheiten  der  siebenten  Decimalstelle  beziebt,  die 
Grösse  269,92. 

Oberhaupt  ist  nun.  wenn  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  nähe- 
ruogsweise 

m-f-n       »i         m'         m         m '      m       m  '  m ' 
100 

uud  eben  so,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  näherungsweise 

n       _    a..       100   a_,.       100   j»        n_  100 

m  -+-  100  ~~  m~*        m  '    ~~  m>~  m       m  '  m 

Ueberlegt  man  jetzt,  dass 

a_     n_        a     100  n 

m    m       tn  *  m  *  100 

ist,  so  itt  klar,  dass  in  Bezug  auf  den  obigen  specielleo  Fall 
*    fj^2=  0,0048315  —  0,000026992 . 


also 


ist 
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269  02  X  62  =  16735,04 


269,92x^=167,3504 


S°    =  10,0048315 


17862 

—  167 


=  0,0048148. 

Wenn  sowohl  der  Zähler,  als  auch  der  Neoner  des  gegebenen,  in 
einen  Decimalbruch  zu  verwandelnden  gemeinen  Bructis  die  Gränze 
der  Tafeln  übersteigt,  so  hat  man  auf  folgende  Art  zu  verfahren. 

Der  gegebene  Brach  sei  *.  B.  972^7-    Wei1  zuvör<lcrst 

806         8*     ift  _6_ 

97S  —  073  '  1Ü"*~97S 

ist,  so  findet  man  mittelst  der  Tafeln  leicht 

^=  10,0088386 

ro.ooootin 


=  0,0089003. 

Für  H  und  ^  sind  die  Differenzen  nach  den  Tafeln  0,0000910 
und  0,0000063.   Also  ist  die  Differenz  für  ^ 

=  (0,00000910 

1 0,000000063 
=  0,000009  löäT 

Multiplicirt  man  dies,  weil  97300  —  97287=13  ist,  mit  13,  so  er- 
hält man  als  Product  0,000119119,  und,  dies  durch  100  dividirt, 
giebt  0,0000012.    Also  ist 


NGO 

U7287        '  *' 


12 


=  0,0089015 

Wie  man  dies  in  der  Praxis  abzukürzen  hat,  wird  sogleich  erbellen. 

Angehängt  sind  den  Tafeln  zur  Verwandlung  der  gemeinen 
Brüche  in  Decimalbrüche  noch  Verwandlungstubellen  einiger  Maasse, 
Verwandlungstabellen  einiger  Gewichte  und  Verwandlungstobellen 
einiger  Münzen. 

Kann  nun  auch  über  ein  sehr  wesentliches  Erforderniss  solcher 
Tafeln,  nämlich  über  ihre  Correctheit,  erst  nach  längerm  Gebrauch 
derselben  entschieden  werden,  so  glauben  wir  doch  durch  die  vor- 
hergehenden  Bemerkungen  hinreichend  nachgewiesen  zu  haben,  das» 
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die  obigen  Tafeln  zur  Verwandlang  der  gemeinen  Bruche  in  Decimal- 
brücbe,  ungeachtet  schon  mehrere  ältere  Schriften,  die  eine  ähnlicbe 
Tendenz  haben,  wie  z.B.  die  Rechnung  mjt  Decimalbrücben 
ünd  Logarithmen  nebst  dazu  gehörigen  ganz  neu  berech- 
neten Tafeln.  Von  F.  A.  Sehröter.  Helmstädt.  1799.  4.  und 
W.  F.  Wucberer's  Beiträge  zum  allgemeinern  Gebrauche 
der  Decimalbrucbe  oder  Tafeln  u.  s.  w.  Karlsruhe.  1795. 
8.,  existiren,  verdienen,  von  praktischen  Rechnero,  denen  sie  sich 
vorzüglich  durch  ihre  einfache  Hinrichtung  empfehlen  werden,  und 
Lehrern  nicht  unbeachtet  zu  bleiben. 

Lehrbuch  der  Arithmetik,  allgemeinen  Grössenlchre 
and  Algebra  für  die  mittlem  und  obern  Klassen  der 
Gymnasien  und  höhern  Bürgerschulen  von  J.  W.  Elser- 
mann, Oberlehrer  der  Math,  und  Naturw.  an  dem  Gym- 
nasium und  der  Realschule  in  Saarbrücken.  Saar, 
brücken.  1842.   8.   20  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  schliesst  sich  im  Allgemeinen  und  Wesent- 
lichen den  Ansichten  an,  welche  M.  Ohm  sin  seinen  verschiedenen 
Lehrbüchern  geltend  zu  machen  gesucht  hat. 

Young's  Analysis  and  Solution  of  Cubic  and  Biqua- 
dratic  Equatioos.  1842.    12.  6s. 

Table  des  loga-ritbmes  des  oombres  depuis  1000  j  usqu'a 
10000.    Par  Croizet.  in  4.   Chez  Petissoonier.  1842.   6  Fr. 

Der  Geist  der  mathematischen  Analysis  und  ihr  Ver- 
hältniss  zur  Schule  von  Dr.  Martin  Ohm.  Auch  als  An- 
hang zu  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern.  Berlin. 
1842.   8.   1  Thlr. 

Der  Herr  Verf.  theilt,  um  uns  hier  seiner  eignen  Worte  aus 
der  Vorrede  zu  bedienen,  in  dieser  Schrift  ,,so  kurz  als  es  ihm 
„nur  immer  möglich  gewesen  ist,  das  Wesen  der  Ansichten  mit, 
„welche  derselbe  in  seinen  Schriften  seit  1816,  besonders  aber  seit 
„1822  gelehrt  hat  und  lehrt,  —  Ansichten,  welche  das  Glück  ge- 
„babt  haben,  in  seinen  verschiedenen  Lehrbüchern  vielfachen  Bei» 
„fall  zu  linden,  welche  aber  auch  vielfach  missverstanden  worden 
„sind,  und  wahrscheinlich  deshalb  leichter  missverstanden  werden 
„konnten,  weil  ein  Lehrbuch  noch  so  manches  andere  zu  berück- 
„sichtigen  hat,  welches  das  Auffassen  des  Wesens  der  Suche  er* 
„schwerl.  Gegenwärtige  kleine  Schrift  setzt  voraus,  dass  der  Le- 
iser alles  Material  selbst  einschalte,  und  beschäftigt  sich  bloss  mit 
„der  Aufstellung  logisch  bestimmter,  scharfer  und  entschiedener 
„Begriffe  und  zwar  aller  derer,  um  welche  sich  die  mathematische 
„Analysis  herumdreht."  Auf  Seite  15  snriebt  sich  der  Herr  Verf. 
über  seine  Schrift  ferner  in  folgenden  Worten  ausi  ,.Der  Verf.  ist 
„in  'diesem  Augenblicke  überzeugt,  dass  er  seine  Lehrbücher  nur 
„ruhig-  wirken  lassen  dürfe,  um  nach  längerer  Zeit  seine  Ansichten 
„von  den  meisten  Pädagogen  adoptirt  zu  sehen,  weil  sie  sich  ne- 
benbei (eben  wegeu  der  darin  vorwagenden  wissenschaftlichen 
„Einheit)  durch  eben  so  grosse  Einfachheit  als  Bequemlichkeit  aus- 
„zeichnen.  In  so  fern  sich  aber  Mathematiker  von  Fach,  wie  z.  B. 
„Abel  es  gewesen  ist,  mit  dem  Lesen  von  Elementar- Lehrbüchern, 
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„auch  wenn  sie  in  ihnen  die  Quellen  ihrer  Klagen  *) 
,, verstopft  finden  könnten,  in  der  Regel  nicht  befassen,  so 
„versucht  es  der  Verf.  in  diesen  Bogen  denselben  seine  Ansichten 
,,nuf  eine  möglichst  kurze  und  übersichtliche  Weise  vor  Augen  zu 
legen,  und  zugleich  die  wichtigsten  Folgerungen  hervorzuheben, 
.,welche  sich  für  das  sichere  und  nntbwendig  richtige  Arbeiten  mit 
„unendlichen  Keinen  daraus  ergeben."  Diese  eignen  Worte  des 
Herrn  Verfs.  müssen  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier 
hinreichen,  um  deu  Lesern  des  Archivs  den  Zweck,  welchen  der 
Herr  Verf.  durch  seine  Schrift  zu  erreichen  beabsichtigte,  vor  .die 
Augen  zu  führen. 

Wichtig  für  die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  sind  die 
folgenden  uns  neuerlichst  aus  Schweden  zugekommenen  Abhand- 
lungen. 

De  seriebus  periodicis  auetore  Adolpho  Ferdinand  o 
Svanbcrg.  (Ex  Actis  Reg.  Soc.  Scient.  Upsal.)  Upsaliae. 
1836.  4. 

Diese  Abhandlung  ist  auch  für  Astronomie  von  besonderm  In- 
teresse. 

Deuz  Memoire»  sur  les  integrales  definies  par  C.  J. 
Malmsten.  Kxtrait  des  Acta  Reg.  Soc.  Upsal.  A  Upsal. 
1841.  4. 

1.    Memoire  sur  les  integrales 


0   l  —  2p 


—  p  cos  tx)q(x)dx        /  m  P  s'a  kc  f(x)dx 

c  J  o  F^i 


cos  tx'-^-p-       J  o  1  —  2/>  cos  tx  +  p*' 
2     Memoire  sur  les  iutegrales  deTinies  cutre  ar=r.O  et  ar=  x>. 

Om  Integralen  J ^  ^^^«^  Carl  J.  Malmsten.  Aus 
den  K.  V.  Acad.  Huodl.  lW 

Thcoreraata  nova  de  integralibus  definitis,  summa- 
tione  scrierum  earumque  iu  alias  series  transforma- 
tione.  Auetore  Carol.  Job.  Malmsten,  Phil.  Mag.  ad  Reg. 
Acad.  Upsal.  Math,  infer.  Doc.    Upsaliae.  1842.  8. 

Wir  werden  künftig  aus  allen  diesen  vieles  Interessante  ent- 
haltenden Abhandlungen  im  Archive  Auszüge  mittheilen. 

Disquisitio  ncademica,  integer  ationemaequationiscu* 
jusdam  diffcrentialis  exhiheus^  quam  consent,  ampl.  ord. 
philos.  Lundens.,  praeside  Carolo  Job.  Ds.  Hill,  Math, 
prof.  reg.  et  ord.,  pro  gradu  philosnpbicn  publico  exa- 
mini  subjirit  C.  A.  Khrcnsvärd.  Comes.    Lundae.  1841.  4. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung des  2ten  Grades  Aitfda?—x'd\/)-+-Bda/-\-Cdtf-==fy 
wo  A=aa-\-a,x'+a„i/,  ß=&0-^-lf^^-A,fij\  C=zcQ-^-c^-^c/,i/ 
ist,  und  die  Ooefücienten  von  .r*  und  tf  constant  sind,  nach  ver- 
schiedenen Metboden. 


•)  M.  vergl.  hierbei  Archiv  Tbeil  1.  Literarischer  Bericht  Nr.  I.  S.  20. 

Gr. 
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Geometrie. 


Lehrbuch  der  Geometrie,  enthaltend  die  ebene  Geo- 
metrie und  die  Stereometrie  nebst  Anwendung  der  Al- 
gebra auf  «dieselben.  Von  Friedrieb  Pross,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Königlichen  polytechnischen 
Schule  zu  Stuttgart.  Mit  ireun  Figurentafeln.  Stutt- 
gart. 1842.    8.   2  Thlr. 

Ein  recht  vollständiges  in  deutlicher  Darstellung,  mit  steter 
Rücksicht  auf  praktische  Anwendung  verfasstes,  und  einen  ziemlich 
grossen  Reichllium  einzelner  auch  vielfach  die  Praxis  berücksichti- 
gender, auch  hin  und  wieder  neue  Relationen  darbietender  Aufgaben 
enthaltendes  Lehrbuch  der  ebenen  und  körperlichen  Geometrie, 
welches  in  seinem  K'reise  gewiss  vorteilhaft  wirken  wird.  Beson- 
dern Fleiss  scheint  der  Verf.  mit  Recht  auf  die  für  viele  praktische 
Anwendungen  so  wichtigen  Körperberechnungen  verwandt  zu  haben. 
Dass  in  diesem  Lehrbuche  nicht  besondere  Rücksicht  auf  descrip- 
tive  Geometrie  genommen  worden  ist,  wie  man  seiner  sonstigen 
Anlage  n:tch  wohl  hätte  erwarten  können,  hat  seinen  Grund  jeden- 
falls darin,  das*  auf  polytechnischen  Lehranstalten  in  diesem  Theile 
der  Geometrie  mit  Recht  wohl  durchgängig  ein  besonderer  ausführ- 
licher und  in1«  Einzelne  gehender,  mit  vielfachen  Teilungen  im 
Zeichnen  verbundener  Unterricht  ertheilt  wird,  für  welchen  daher 
in  diesem  Lehrbuche  der  Geometrie  doch  kein  hinreichendes  Mate- 
rial hätte  geliefert  werden  können,  weshalb  es  allerdings  am  besten 
war,  denselben  von  den  gewöhnlichen  Kiementen  der  ebenen  und 
körperlichen  Geometrie  zu  trennen.  Tabellen  zur  Vergleicbung 
der  Mansse  verschiedener  Lander  und  eine  Tafel  der  speeifiseben 
Gewichte  sind  dem  Buche  heigegeben. 

£l£ments  de  Glomltrie  par  Eugene  Lionnet.  in  4. 
Cbez  Dlzobry.  1842. 

Die  Lehre  von  den  Polyedern.  Rein-geometrisch 
dargestellt  von  Dr.  Hohl,  ausserordentlichem  Prof.  der 
Math,  an  der  Univ.  zu  Tübingen.  Mit  11  Figurentafeln. 
Jübin^en.  1842.   8.    I  Thlr.  6  irgr. 

Diese  Schrift  leistet  dus,  was  ihr  Titel  verspricht,  in  ziemlicher 
Vollständigkeit,  und  verdient  Lehrern  deshalb  empfohlen  zu  werden, 
weil  sie  in  derselben  eine  grosse  Anzahl  in  verschiedenen  Schriften 
zerstreuter  Sätze,  —  durchgängig  nach  rein -geometrischer  Me- 
thode, ohne  Einmischung  des  CalcuU,  behandelt,  —  an  einem  Orte 
beisammen  finden.  Ohne  des  allgemeiner  Bekannten  zu  gedenken 
erwähnen  wir  hier  nur  u.  A.  die  das  GrÖsste  und  Kleinste  betref- 
fenden Eigenschaften  der  Prismen  und  Pyramiden,  wobei  der  Verf. 
Lhuilier's  bekanntes  Werk:  De  relatione  mutua  capacita- 
tis  et  terminnrum  figurarum,  geometrice  considerata. 
Varsaviae.  1782.  benutzt,  statt  der  zum  Theil  algebraischen 
Beweise  aber  geometrische  substituirt  hat;  die  Lehre  von  den  archi- 
medischen Polyedern  mit  zweierlei  und  dreierlei  Seitenflächen;  die 
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Lehre  vom  rhombischen  Dodekaeder  und  rhombischen  Triakontae- " 
der;  den  für  den  in  Euclid's  Definition  congruenter  Polyeder  ent- 
haltenen Lehrsatz,  dass  nämlich  zwei  coovexe  Polyeder  coogruent 
sind,  d.  h.  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wenn  sie  voa 
lauter  congruenten  Figuren  in  gleicher  Aufeinanderfolge  einge- 
schlossen werden,  von  Cauchy  gegebenen  höchst  sinnreichen  be- 
weis; u.  s.  w.  Dass  die  Fälle  der  Congruenz  und  Symmetrie  ge- 
hörig unterschieden,  und  immer  besonders  betrachtet  worden  sind, 
verdient  schliesslich  hier  auch  noch  besonders  hervorgehoben  zu 
werden. 

Problemcs  de  glometrie  et  de  trigonotne'trie  recti- 
ligne  et  sphlrique  avec  les  solntions,  par  G.  Ritt.  2  it. 
Paris.  1841   8.   5  Fr. 

Application  de  l'algebre  ä  lo  geometrie,  suivic  de  la 
discussion  des  conrbes  par  Jacob.  2  vols.  8.  1842. 
3|  Thlr. 


Praktische  Geometrie. 


Das  Aufnehmen  des  Terrains  und  dessen  Darstellung 
durch  Projection  horizontaler  Flächen,  zunächst  für 
den  Unterricht  an  Militair-Bildungsanstalten  und, zur 
Selbstbelehrung  bearbeitet  von  Aug.  v.  Scheie,  Haupt* 
mann  im  König!  würtemb.  Generalstab.  Mit  18  lithogr. 
Tafeln.    Stuttgart.  1842.   8.   2  Thlr.  12  ggr. 

Dieses  Buch  enthält  eine  recht  gute  und  deutliche  Anweisung 
zu  topographischen  Aufnahmen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  mili- 
tairische  Zwecke.  Vorzüglich  ist,  wie  es  recht  war,  der  Gebrauch 
des  Messtisches  gelehrt  worden ,  wobei  jedoch  auch  die  übrigen 
Instrumente,  insbesondere  Boussole  und  Kreuzscheibe,  nicht  ganz 
unberücksichtigt  geblieben  sind.  Dass  neben  den  übrigen  gewöhn* 
liehen  mit  dem  Messtische  aufzulösenden  Elementar- Aufgaben  das 
sogenannte  Bückwärtseinschneiden  nicht  fehlt,  versteht  sich  von 
selbst.  Von  den  verschiedenen  zur  Aullösung  dieser  wichtigen  und 
schönen  Aufgabe  in  Vorschlag  gebrachten  Metboden  hat  der  Verf. 
nur  die  Lelunann'sche  mittelst  der  sogenannten  fehlerzcigenden 
Dreiecke  aufgenommen,  welche  allerdings  ouch  nach  unserer  aus 
Erfahrung  entsprungenen  Ueberzeugung  in  der  Praxis  die  meisten 
Vortheile  gewährt,  obgleich  sie  eigentlich  nur  eine  Näherungsme- 
thode ist.  Dessenungeachtet  möchte  es  aber  namentlich  für  den 
Unterricht  zweckmässig  und  für  viele  Leser  interessant  und  beleh- 
rend gewesen  sein,  wenn  der  Verf.  auch  auf  einige  andere  Metho- 
den Kebübrende  Bücksicht  genommen  hätte,  insbesondere  auf  die 
von  Bobnenberger  angegebenen,  von  denen  übrigens  die  eine 
auch  eigentlich  nur  eine  Näherungsmethode  ist,  welche  sich  aber, 
wenn  ihrer  Anwendung  in  der  Praxis  allerdings  auch  zuweilen 
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Hindernisse  in  den  Weg  treten,  doch  häufig  mit  besonderer  Ele- 
ganz mittelst  des  Messtisches  in  Ausführung  bringen  lassen,  und 
nach  unserer  Erfahrung  namentlich  von  den  befähigtem  Zuhörern 
immer  mit  besonderm  Interesse  aufgenommen  werden.  Tafeln  zur 
Vergleicbung  der  Maasse  sind  auch  beigegeben.  Mit  besonde- 
rer Ausführlichkeit  verbreitet  sich  die  vorliegende  Schrift  über 
das  topographische  Zeichnen,  wobei  der  Verf.  ganz  Lehmann 
folgt,  und  es  sind  zugleich  eine  grössere  Anzahl  recht  gut  ausge- 
führter lithograpbirter  Tafeln  beigegeben,  die,  wie  wir  glauben, 
zweckmässig  als  Vorlegeblätter  bei'm  Unterrichte  im  Zeichnen  ge- 
braucht  werden  können.  In  dieser  Beziehung  verdient  dober  das 
vorliegende  Buch  vorzüglich  bei  dem  hohen  Preise  des  bekann* 
ten  Lehmann'schen  Werkes,  für  diejenigen,  welche  sich  eine  hin- 
reichende Kenntniss  der  Lehmann'scben  Methode  erwerben  wollen, 
noch  besondere  Empfehlung. 

Trait6  d'arlage  et  de  me*trage.  Par  Croizet.  in  12. 
Ches  Petissoonier.  1842.    1  Fr.  2  s. 

Practical  Geodesy,  comprising  Chain  Surveying,  tbe 
Use  of  Surveying  Instruments,  together  with  Levelling, 
and  Trigonometricol,  Mining,  and  Maritime  Surveying. 
Adopted  to  the  use  of  Land-Surveyors,  and  forStudents 
in  Civil,  Military,  and  Naval  Engineering.  By  Butler 
Williams,  C.  K.  F.  6.  8.  Professor  of  Geodesy  in  the  Col- 
lege for  Civil  Engineers,  London.  1842.  8.  with  nume- 
rous  Illustratioos.    12  s.  6  d. 


Praktische  Mechanik. 


Cours  «Hdmentaire  de  M^canique  industrielle  par  Ja- 
riez.   2  vols.'et  Atlas.   8.    1842.   5T  Thlr. 

Theorie  glometrique  des  engrenages  par  Olivier; 
avec  4  plan  ches.   4.   1842.   4  Thlr. 


Astronomie. 


Leichtfassliche  Vorlesungen  über  Astronomie  für 
jene,  denen  es  an  mathematischen  Vorken ntnissen  fehlt. 
Von  August  Kunzek,  Doctor  der  Phil.,  ord.  ftffentl.  Prof 
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der  Physik  und  angewandten  Mathematik  aa  der  Univ. 
in  Lemberg.   Wien.  1842.   8.    1  Thlr.  16  ggr. 

Der  Zweck  dieses  zwar  nur  kurzen,  aber  deutlich  verfassten 
populären  Lehrbuchs  der  Astronomie  ist  durch  seinen  Titel  hin- 
reichend bezeichnet.  Die  Vorrede  beginnt  der  Verf.  mit  den  fol- 
genden schönen  Worten  Jean  Paul  s  aus  der  Levana.  »Ich 
„verarg'  es  euero  Eltern,  dass  sie  euch  nicht  Astronomie  lernen 
„Hessen,  sie,  die  dem  Menschen  ein  erhabenes  Herz  giebt,  und  ein 
„Auge,  das  über  die  Erde  hinaus  reicht,  und  Flügel,  die  in  die 
„Unermesslicbkeit  heben,  und  Einen  Gott,  der  nicht  endlich,  son- 
dern unendlich  ist.*4  Angehängt  dem  aus  23  Vorlesungen  be- 
stehenden Werke  sind  einige  arithmetische  und  geometrische  Be- 
griffe und  Sätze,  und  einige  trigonometrische  Betrachtungen  über 
Parallaxe,  Aberration,  Berechnung  der  Länge  der  Tage  und  Nächte, 
der  Dauer  der  Dämmerung,  u.  s.  w. 

Erläuterungen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  Vorlesungen  über 
Astronomie  (Wien  1830  bei  J.  G.  Heubner)  von  C.  L.  v. 
Littrow,  Adjuncten  an  der  Sternwarte  der  K.  K.  Univer- 
sität zu  Wien,  u.  s.  w.  Mit  5  litho  gra  ph  ir  ten  Tafeln. 
Wien.  1842.    8.    1  Thlr. 

Diese  Erläuterungen  zu  J.  J.  v.  Littrow's  bekannten  Vorle- 
sungen über  Astronomie,  von  denen  (oder  von  der  theoretischen 
und  praktischen  Astronomie  desselben  Verfs.  Wien  1821  —  1827), 
,  wie  wir  aus  der  Vorrede  zu  den  Erläuteruugen  zu  unserer  Freude 
ersehen,  ouf  Sir  John  Mersch el's  Veranlassung  bald  eine  engli- 
sche Uebersetzung  erscheinen  wird,  werden  minder  geübten  Lesern 
des  genannten  in  mehrfacher  Beziehung  ausgezeichneten  Werkes, 
wegen  der  Kürze  der  Darstellung  an  den  meisten  Orten  in  dem- 
selben, gewiss  sehr  willkommen  sein,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
Herr  C.  L.  v.  Littrow  auch  mehrere  werthvolle  Zusätze  zu  dem- 
selben, wohin  wir  z.  B.  auf  S.  112—117  Jvorv's  von  den  Prin- 
eipien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  unabhängige,  und  sonach 
für  erste  Anfänger  recht  wobl  geeignete  Darstellung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  rechnen,  geliefert,  und  an  mehreren  Orten 
veränderte  Darstellungen,  wie  z.  B.  bei  der  Bestimmung  der  Fehler 
des  Theodoliten  auf  5.  187  —  190,  eingeschaltet  hat.  Mit  kindlicher 
Pietät  hat  Herr  C.  L.  v.  Littrow  seine  empfehlcnswerthe  Schrift 
dem  Andenken  seines  der  Wissenschaft  und  den  .Scinigen  leider  zu 
früh  entrissenen,  in  so  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  und 
verdienton  Vaters  gewidmet,  auf  dessen  in  den  Anntflen  der  Wie- 
ner Sternwarte  für  1841  sich  findende  Lebensbeschreibung  wir  die 
Leser  hier  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be-  . 
fehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosteu  her- 
ausgegeben von  C.  L.  Edlen  von  Littrow,  Adjuncten  an 
der  k.  k.  Sternwarte,  Doctor  der  Philosophie,  der  phi- 
losophischen Facultät  zu  Wien  und  mehrerer  gelehrter 
Gesellschaften  Mitgliede.  Ein  und  zwanzigster  Theil. 
Neuer  Folge  Erster  Band.  Mit  einer  lithograph irten 
Tafel.   Wien.  1841.  4. 

Diesen  ersten  Band  der  neuen  Folge,  der  trefflichen  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien,  die,  weil  von  ihnen  nur  150  Exem 
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plare  gedruckt  werden,  nicht  in  die  Hände  vieler  Leser  kommen 
können  t  und  daher,  so  wie  überhaupt  ihrer  Wichtigkeit  für  die 
Wissenschaft  wegen,  in  diesem  Archive  jedenfalls  eine  ausführ- 
lichere Anzeige v verdienen,  eröffnet  mit  Recht  die  Lebensbeschrei- 
bung des  Begründers  dieses  Werkes  und  der  neuen  Wiener  Stern* 
warte,  des  der  Wissenschaft  leider  zu  früh  entrissenen  J.  J.  von 
Littrow. 

Joseph  Johann  Edler  von  Littrow  wurde  geboren  zu 
Bischof- Teinitz  in  Böhmen,  am  13teu  März  1781,  in  derselben 
Stunde,  wo  Kersch el  den  Uranus  entdeckte.  Sein  Vater  lebt 
noch  gegenwärtig  als  Kaufmann  daselbst,  seine  Voreltern  stummen 
aus  Lietland.  Nach  fast  fortdauernder  Kränklichkeit  in  den  drei 
ersten  Lebensjahren  bezog  er  mit  dem  fünften  Jahre  die  Schule 
seiner  Geburtsstadt,  und  legte  schon  hier  den  Grund  zu  der  Ele- 
ganz des  Stils,  die  späterhin  alle  seine  Schriften  so  sehr  auszeich- 
nete. Nach  Vollendung  dieses  Cursus  bemächtigten  sich  religiöse 
Zweifel  des  neunjährigen  Knaben,  die  nur  erst  dann  wieder  einem 
ruhigen  Gemütszustände  Kaum  dessen,  als  er  im  Jahre  1794  das 
Gymnasium  zu  Prag  bezog,  auf  welchem  er  sich  vorzugsweise  mit 
dem  Studium  der  l'lassiker  beschäftigte.  Nachdem  er  die  Univer- 
sität zu  Prag  bezogen,  schloss  er  sich  besonders  an  den  Aestheti- 
ker  A.  G.  Meissner  an,  und  beschäftigte  sich  in  freien  Stunden 
mit  dein  Studium  der  griechischen  Literatur  und  der  Mathematik. 
Im  Jahre  1800  versuchte  er  sich  zum  ersten  Male  als  Schriftsteller, 
und  gab  unter  dem  Titel:  Propyläen  eine  Zeitschrift  heraus,  die 
aber  im  folgenden  Jahre  wieder  einging,  weil  er  in  .die  sogenannte 
Legion,  einem  vom  Erzherzog  Carl  errichteten  militärischen  Corps 
von  2200  Mann,  eintrat.  Nachdem  nach  geschlossenem  Frieden  die 
Legion  aufgelöst  worden  war,  kehrte  Littrow  zu  den  Studien 
zurück,  und  beschäftigte  sich  nach  und  nach  mit  den  verschieden- 
artigsten Wissenschaften»  bis  er  im  Jahre  1803  die  Erziehung  der 
beiden  Grafen  Rlnard,  aus  dem  berühmten  Hause  Colonna, 
das  dem  römischeu  Stuhle  mehrere  Päpste  gegeben  hatte,  auf  de- 
ren Gütern  in  Schlesien  übernahm,  wo  er  zuerst  ganz  der  schönen 
Literatur,  später  aber  ausschliesslich  der  Mathematik  und  Astrono- 
mie lebte,  in  welchen  letztern  Wissenschaften  er  ganz  Autodidact 
war.  Im  Jahre  1807  wurde  er  in  Folge  eines  schriftlichen  Concurs- 
Elaborates  zum  Professor  der  Astronomie  an  der  Universität  Knikau 
ernannt,  und  nahm  hier  die  Namen  Joseph  Johann  an,  weil  er 
durch  die  früher  geführten  Namen  Joseph  Samuel  in  den  An- 
schein, der  jüdischen  Religion  anzugehören,  gerat hen  war,  und 
sich  vor  seiner  Anstellung  erst  urkundlich  als  katholisch  hatte  aus« 
weisen  müssen.  Zugleich  änderte  er  seinen  Zunamen,  der  Ursprung* 
lieh  Lyttroff  geschrieben  worden  war,  in  Littrow  um.  In  Kra- 
kau verband  er  sich  mit  Caroline  von  Ullrichsthal,  aus  wel- 
cher im  Jahre  1833  durch  den  Tod  der  Gattinn  getrennten  glück- 
lichen Ehe  ihm  eine  zahlreiche  Nachkommenschuft  hervorging,  von 
welcher  noch  fünf  Söhne  am  Leben  sind.  Im  Jahre  1809  ging  er, 
einem  Rufe  des  damaligen  kaiserl.  russ.  Minister  de*  Cultus,  Grafen 
Razumowsky,  folgend,  als  Professor  der  theoretischen  Astrono- 
mie, nach  Kasan,  nahm  im  Jahre  1816  seinen  Abschied,  um  einem 
Kufe  an  die  eben  vollendete  Sternwarte  auf  dem  Bloksbcrge  bei 
Ofen  zu  folgen,  und  vertauschte  im  Jahre  1819  diese  Stelle  mit  der 
durch  Triesn  eckei '  s  Tod  (1817)  erledigten  Stelle  des  Directors  der 


Sternwarte  und  Professors  der  Astronomie  an  der  Universität  in 
Wien,  welche  er  bis  zu  seinem,  als  Folge  einer  heftigen  Haut bfell- 
und  Leberentzündung,  die  bald  in  ein  gicbtisches  Fieoer  überging, 
am  30stea  November  1840  gegen  4|  Uhr  Morgens  erfolgten  Tode 
bekleidete.  ' 

Dies  ist  der  kurze  Abriss  der  äussern  Lebensumstände  eines 
-Gelehrten,  welcher,  wie  von  Allen,  die  ihn  persönlich  zu  kennen 
das  Glück  hatten,  einstimmig  versichert  wird,  auch  durch  eioen 
edlen  und  liebenswürdigen-  Charucter  im  höchsten  Grade  ausge- 
zeichnet war.  Wus  ihm  die  Wissenschaft  verdankt,  ist  bekannt 
genug,  und  würde,  um  es  weiter  aus  einander  zu  setzen,  hier  za 
viel  Raum  erfordern.  Als  eben  so  bekannt  darf  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  ihm  die  Wiener  Sternwarte  ganz  ihre  jetzige  Gestalt,  v 
und  deren  Annalen,  von  welchen  er  zwanzig  Theile  theils  in  Ver- 
bindung mit  L.  Mayer,  theils  in  Verbindung  mit  C.  L.  v.  Lit- 
trow  herausgab,  ihre  Begründung  verdanken. 

Ein  vollständiges  Verzeichnis^  der  von  Littrow  herausgegebe- 
nen grössern,  selbstständigen  Schriften  ist  seiner  Biographie  am 
Schlüsse  beigegeben. 

Auf*  J.  J.  v.  Litlrow's  Lebensbeschreibung  folgt  eine  Abhand- 
lung über  die  geographische  Position  der  neuen  Stern- 
Warte  des  k.  k.  Mur  ine-Col  legiums  zu  Venedig  von  B.  L. 
von  Wü  Ilerstorf-Urbair,  k.  k.  Linienschiffs-Fähnricb. 

Die  neue  Sternwarte  des  k.  k.  Marine -Collegiums  zu  Venedig, 
durch  deren  Errichtung  die  österreichische  Regierung  sich  ein 
neues  Verdienst  um  die  Astronomie  erworben  hat,  trat  mit  An- 
fange des  Frühjahrs  1840  in's  Leben,  und  wurde  der  Direction  des 
Herrn  Linienschiffs  -  Fähnrich  B.  L.  von  Wüllerstorf,  eines 
durch  Kenntnisse  und  Thätigkeit  gleich  ausgezeichneten  Ofticiers, 
anvertraut.  Diese  Sternwarte,  von  welcher  in  den  Annalen  auf 
S.  Xltl  auch  eine  Abbildung  geliefert  worden  ist,  hat  den  doppel- 
ten Zweck,  theils  den  Zöglingen  der  k.  k.  Marine  Gelegenheit  zu 
besonderer  Ausbildung  in  der  Astronomie  zu  geben,  theils  der 
activen  Marine  einen  fixen  Ort  zur  Verglcichung  ihrer  Chronome- 
ter -und  Aufbewahrung  ihrer  sonstigen  nautisch  -  astronomischen 
Instrumente  zu  verschallen.  Nach  Herrn  von  Wüllerstorf  s  Be- 
stimmung ist  für  die  neue  k.  k.  Marine  -  Sternwarte  zu  Venedig: 

Oestliche  Länge  von  Paris  in  Bogen  10°.   0*.  59" 

in  Zeit      0*.  40«.  3',93; 

Nördliche  Breite   45«.  25'.  49*,5. 

Hierauf  folgt  eine  interessante  Relation  des  jetzigen  Herrn 
Herausgehers  der  Annalen:  Ueber  den  Zustand  der  prakti- 
schen Astronomie  in  Italien,  wovon  jedoch  die  Sternwarten 
zu  Palermo,  Mailand  und  Modena,  die  der  Herausgeber  nicht  durch 
eigne  Anschauung  kennen  zu  lernen  Gelegenheit  hatte,  ausge- 
schlossen siud. 

Höhe  von  Wien  über  dem  adriatischen  Meere.  Der 
Fundamentalpunkt  für  die  Meereshöhe  Wiens  ist  die  Uhrzeiger- 
Axe  oder  der  Uhrblatt -Mittelpunkt  des  St.  Stephnnsthurms.  Die 
Höhe  dieses  Punktes  über  dem  adriatischen  Meere  ist  trigonome- 
trisch auf  drei  Linien,  deren  eine  von  Aquilea,  eine  zweite  voo 
Trjest,  eine  dritte  von  Fiüme  bis  Wien  geführt  wurde,  mit 
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einer  merkwürdigen  Uebereinstimmung  zu  127,78  Wiener  Klaftern 
(eine  Wiener  Klafter  =1,8966138  Meter)  bestimmt  worden,  so 
dass  Wien  jedenfnlls  als  einer  derjenigen  Punkte  betrachtet  wer- 
den muss,  deren  Meereshölie  am  Genauesten  bestimmt  ist.  Die 
Meereshölie  des  mittlem  Spiegels  der  Donau  ist  81,10  Wiener 
Klufteru,  die  Meereshölie  des  Nullpunkts  am  Mittelpfeiler  der  Fran- 
sensbrücke  ist  80,43  Wiener  Klaftern. 

Höbe  des  Ilerrmno  nskogel,  Leopolds-  und  Kahlen- 
berges  über  dem  adriatiscben  Meere,  ans  barometrischen 
Messungen.    Von  F.  C.  Halluschka. 

Horizont  der  Leopoldskirche  auf  dem  Leopoldsberge  über  dem 

adriatiscben  Meere  217,907  Par.  Klaftern; 
Höhe  des  Hermanuskogel  über  dem  adriatiscben' Meere  279,201 
Par.  Klaftern; 

Höhe  des  Josephsbergs  über  dem  adriatiscben  Meere  231,877 
Par.  Klaftere. 

Vorschlag  eines  neuen  Fernrohr  -  Micrometers  mit 
hellen  Linien  und  Punkten  im  dunkeln  Gesichtsfelde. 
Von  Simon  Stampfer,  Prof.  der  prakt.  Geom.  am  k.  k.  po- 
lytechp.  Institute  in  Wien. 

Beiträge  zur  nautischen  Astronomie  von  C.  L.  v. 
L  i  1 1  ro  w. 

I.  Heber  ein  Mittel,  die  Breitenbestimmung  zu  er- 
leichtern,  und  zugleich  näkerungs weise  die  Zeit 
zu  bestimmen. 

II.  Ucber  die  Genauigkeit  der  gebräuchlichsten  Orts- 
bestimmungen zur  See. 

III.  Geber  die  unmittelbare  Verbindung  bei  fahrendem 
Schiffe  angestellter  Beobachtungen. 

Auszüge  aus  den  beiden  letzten  bemerkenswerthen  Aufsätzen 
der  Herren  Stampfer  und  C.  L.  v.  Littrow,  die  in  diesem  lite- 
rarischen Berichte  einen  zu  grossen  Raum  in  Anspruch  uebmeu 
und  dessen  Zwecke  entgegen  sein  würden,  werden  wir  nach  und 
nach  unter  den  Miscellcn  geben. 

Resultate  der  Planetenbeobachtungen  im  Jahre  1840. 

Reo  Pachtungen  des  Mondes  und  von  Moodsternen 
im  Jahre  1840. 

Beobachtete  Sternbedeckungen  bis  Ende  1841' 

Sonnen finsterniss  des  18ten  Juli  1841. 

Beobachtungen  am  Meridiankreise  vom  21.  Januar 
bis  29.  September  1836. 

Uebersicht  der  meteorologischen  Beobachtungen 
von  1S40  und  1841. 

Für  1840  ist 

mittlere  Barometerhöhe  bei  0°  Rlaumur  27",527  Par.  M. 
mittlere  Temperatur  -f-6°,87  R. 
Für  1841  ist 

mittlere  Barometerböhe  bei  0»  Re'aumur  27",501  Par.  M. 

mittlere  Temperatur  +  8°,53  R. 

Stand  des  Barometers  über  dem  mittlem  Spiegel  der  Donau  101,7 
Wiener  Fuss.   Als  mittlere  Jahrestemperatur  von  Wien  giebt  der 
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Herr  Herausgeber  im  Allgemeinen  -4-8°,46  R.  an,  so  dass  also 
im  Jahre  1840  die  Jahrestemperatur  1°,59  unter  der  mittlem  geblie- 
ben ist,  eine  Abweichung,  die  seit  1775  nur  von  dem  Jahre  1829, 
wo  sie  — -2°,37  betrug,  übertroffen  wurde. 
'       Den  Scbluss  dieses  Bandes  der  Annalen  machen: 

Hiilfstafel n  für  die  Wiener  Sternwarte.  Zusammen- 
gestellt im  Jahre  1842; 

wobei  wir  bemerken,  dass  der  Herr  Herausgeber  es  sich  zum  Ge- 
setz gemacht  hat,  diese  Hülfstafeln  alle  fünf  Jabre  erscheinen  zu 
lassen,  um  di<s  Publikum  sowohl  von  der  Art,  wie  auf  der  Wiener 
Sternwarte  die  Rechnungen  ausgeführt  werden,  zu  unterrichten,  als 
auch  in  den  Stand  zu  setzen,  weitere  Rcductionen  vorzunehmen, 
eine  Einrichtung,  die  gewiss  allgemeiner  nachgeahmt  zu  werden 
verdient. 

Aus  der  obigen  Relation  werden  die  Leser  den  in  so  vielen 
Beziehungen  interessanten  und  wichtigen  Inhalt  des  vorliegenden 
neuesten  Bandes  der  Annalen  der  Wiener  Sternwarte  erkennen, 
und  es  uns  gewiss  Dank  wissen,  wenn  wir,  wie  schon  oben  ver- 
sprochen worden  ist,  künftig  unter  den  Miscelleu  weitere  Mitthei- 
lungen aus  denselben  machen. 

Karte  der  totalen  Sbnncnfinsterniss  am  8.  Juli  1842 
nach  J.  H.  W.  Lehmann  für  die  ö streichische  Monarchie 
entworfen  von  C  L  Littrow.  Verlag  der  lithographi- 
schen Anstalt  des  Ludwig  Mohn  in  Wien. 


Physik. 


Anfangsgründe  der  Naturlchre  mit  logischen,  arith- 
metischen und  geometrischen  Vorbereitungslehren  für 
angehende  Tbicrärzte  und  Oekonomen.  Von  Anton  L, 
Buchmüller.  Zweite  verbesserte  Auflage.  Wien.  1842. 
8.   2  Thlr. 

Wo  sich  zu  Anwendungen  physikalischer  Lehren  in  Bezug  auf 
den  speciellen  Zweck,  welchen  dieses  Buch  zu  erreichen  sucht, 
Gelegenheit  darbot,  hat  der  Verf.  dieselbe  immer  benutzt,  und  wir 
brauchen  wohl  nicht  erst  zu  erinnern,  dnss  dies  u.  A.  in  der  Lehre 
vom  Hebel  in  Bezug  auf  die  Wirkung  der  Muskeln,  iu  der  Lehre 
von  den  Haarröhrchen,  in  der  Lehre  von  der  Warme,  in  der  Lehre 
vom  Schall,  in  der  Lehre  vom  Lichte,  u.  s.  w.  der  Fall  gewesen  ist. 
Als  ganz  speeiell  auf  den  Zweck  des  Buchs  Bezug  habend  erwäh- 
nen wir  die  Beschreibung  und  Abbildung  einer  eigentümlichen  Be- 
Schlagmaschine  in  §.  2  i7.  und  Fig.  210.  Der  Vortrug  ist  uns  überall 
deutlich  und  dem  beabsichtigten  Zwecke  entsprechend  erschienen,  in 
Bezug  auf  welchen  gewiss  auch  die  vorausgeschickten  allerdings  nur 
höchst  elementaren,  logischen,  arithmetischen  und  geometrischen 
Vorbcrcitungslehren  ganz  an  ihrem  Orte  sind.  Dass  sich  das  Buch 
überhaupt  nur  in  dem  Kreise  der  ersten  Elemente  halt,  braucht  wobl 
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kaum  noch  besonders  erinnert  zu  werden;  jedenfalls  aber  ist  es  er- 
freulieb zu  sehen,  wie  sieb  die  Anwendung  der  Naturlebre  immer 
mehr  und  mehr  in  sehr  verschiedenen  Kreisen  und  nach  sehr  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  geltend  macht,  und  wie  die  hohe  Wich- 
tigkeit der  Kenntniss  der  Hauptgesetze  der  Physik  nach  und  nach 
immer  allgemeiner  erkannt  wird.  Das  Buch  kann,  wie  es  uns 
scheint,  auch  landwirtschaftlichen  Lehranstalten  zur  Beachtung 
empfohlen  werden. 

Lettres  de  L.  Euler  ä  une  princesse  d'AUemagne  sur 
divers  sujets  de  physique  et  de  philosophie,  prlcldees 
de  l'Eloge  d'Euler  par  Condorcet  et  anuotles  par  Cour- 
not.   2  vols.   8.   Paris.  1842.   4|  Thlr. 

Jedenfalls  ist  eB  erfreulich  zu  sehen,  wie  alle  Schriften  des 
grossen  Leonhard  Euler  auch  jetzt  immer  noch  fortwirken  nnd 
neu  herausgegeben  werden. 

The  Hand-Book  of  Natural  Phenomena,  containing 
füll  Accounts  of  the  following  Natural  Anpearances:  — 
Aurora  Borealis,  Changes  in  the  Weather,  Cümates, 
Clouds,  Comets,  Dew,  Earthquakes,  Eclipses,  Fixed 
Stars,  Frost,  Hail,  Ice,  Lakes,  Lightning,  Meteorites, 
Mirage,  Moon,  Mountains,  Nebulae,  Phosphoresceoce  of 
the  Sea,  Plunets,  Rain,  Rainbow,  Refraction,  Rivers» 
Seasons,  Shooting,  Stars,  Snow,  Springs,  Summer  Eve- 
ning  Lightning,  Thunder,  Twilight,  Valleys,  Volca- 
noes,  Winds,  etc.  etc.  1842.   1  s. 

Om  fluiders  rörelse;  af  A.  F.  Svanberg. 

Ueber  die  Theorie  des  Lichtes.  Nach  einem  litho- 
graphirten  Memoire  des  Freiherrn  Augustin  Luis  Cauchy 
frei  bearbeitet  von  Franz  Xaver  Moth,  k.  k.  Prof.  am 
Lyceum  zu  Linz.    Wien.  1842.   8.    1  Thlr. 

Herr  Prof.  Moth  hat  sich  durch  die  Uebersetzung  des  in  Rede 
stehenden  nur  in  sehr  wenigen  Exemplaren  vorhandenen  lithogra- 
phirten  Memoires  von  Caucby  jedenfalls  ein  besonderes  Verdienst 
erworben,  weit  dasselbe  bis  jetzt  gewiss  vielen  Mathematikern  und 
Physikern  ganz  unbekannt  geblieben  ist.  Dieses  Memoire  enthält  eine 
kurze  Darstellung  der  allgemeinen  Gleichungen,  welche  die  Grund- 
lage zu  allen  Untersuchungen  über  die  besondern  Phänomene  des 
Lichtes  ausmachen,  und  giebt  eine  gedrängte  Zusammenstellung 
der  Methoden  und  Resultate,  auf  welche  Cauchy  in  seinen  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  des  Lichtes  gekommen  ist.  Durch 
viele  ganz  zweckmässig  gleich  in  den  Text  eingeschaltete  Erläute« 
rungen  ist  der  Herr  Uebcrsetzer  den  in  der  Anulysis  weniger  Ge- 
übten sehr  zu  Hülfe  gekommen,  wozu  auch  insbesondere  Abschnitt  I«, 
Heber  die  Summen,  welche  durch  Addition  ähnlicher  Functionen 
der  Coordioaten  der  verschiedenen  Punkte  gebildet  werden.  Ab- 
schnitt II.  Ueber  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Abschnitt  III. 
Ceber  die  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Gränzen  eines  Kör- 
pers oder  eines  Systems  von  Moleculen  bezichen  und  der  Anhang 
zum  sechsten  Abschnitte:  Ueber  den  Gebrauch  der  symbolischen 
Formen  in  der  Analysis,  viel  beitragen  werden. 

Band  II.  13 
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A  Manual  of  Klect  ro -Metal  I  u  rg  v.  By  George  Shaw. 
8.   with  Wood  Eogrnvings,  1842.  2  s".  6  d.  clotli. 


Vermischte  Schriften. 


Mlmoires  de  l'Acadlmie  royale  des  sciences  de  I'In- 
stitot  de  France.   T.  XV1I1.   4.    1842.    10  Thlr. 

The  Cambridge  mathe matical  Journal. 

Nr.  XIII.  November,  18-11.  Contents:  I.  Exposition  of  a 
ffencral  theory  of  linear  transformations.  Part.  I.  By  George  Boole. 
II.  On  tbe  surd  roots  of  equations.  By  K.  Moon.  III.  Note  od  a 
passage  in  Fouriers  heat.  Front  a  Correspondent.  IV.  Note  od  a 
Solution  of  a  eubie  equation.  By  J.  Cockle.  V.  Ou  tbe  "Integration 
of  certain  diffcrential  equations.  By  B.  Bronwin.  VI.  On  tbe  mo- 
tion  of  a  spbere  projected  along  a  cylinder  revolying  unifornilv  in 
a  vertical  plane.  VII.  On  tbe  determination  of  tbe  iotensity  of  vi' 
bration  of  wavelets  diverging  from  every  point  of  a  plane  wave. 
VIII.  Mathcmatical  notes. 

Nr.  XIV.  February,  1842.  I.  On  tbe  motion  of  a  particle 
along  variable  and  moveable  tubes  and  surfaces.  By  W.  VValton. 
II.  Remarks  on  tbe  binomial  theorem.  From  a  correspondent.  Hf. 
On  tbe  properties  of  a  certain  symbolical  expression.  By  Arthur 
Caylcy.  IV.  On  tbe  uniform  motion  of  bcat  in  bomogeneous  solid 
bo dies,  and  its  connection  with  the  mathematical  theory  of  electri- 
city.  From  a  correspondent.  V.  On  the  limits  of  Maclaurin's  theo- 
rem. By  A.  Q.  G.  Craufnrd.  VI.  Solution  of  a  problem  in  anaiyti- 
cal  Geometry.  By  J.  Bootb.  VII.  Note  on  a  class  of  factorials. 
By  D.  F.  Gregory.  VW.  Remarks,  on  tbe  distinetion  between  al- 
gebraical  and  functional  equations.  By  R.  L.  Ellis.  IX.  Mathe- 
matical notes. 


Berichtigungen. 

Uterarischer  Beriebt.  Nr.  VII.  S.  113.  Z.  2.  Statt  „dritten"  s.  m. 
„ersten." 

S.  342.  Z.  22.  Statt  „zweiten«'  s.  in.  „dritten." 
S.  372.  Z.  24.  Hinter  „Coefficienten"  schalte  man  die  Worte  „der 
liöchaten  Glieder"  ein. 
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